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SIR  LE  CALCUL  DES  DERANGEMENTS  5 

Par  m.  C.  HENRY. 


Lorsque,  dans  une  permutation  rectiligne  des  n  pre- 
miers nombres,  un  nombre  quelconque  précède  un  autre 
nombre  plus  petit  que  lui,  on  dit  qu'il  y  a  dérangement. 

Importante  dans  la  théorie  des  déterminants,  la  con- 
sidération des  dérangements  vient  de  trouver  une  nou- 
velle source  d'actualité  dans  le  jeu  du  Taquin,  dont  le 
problème  bien  connu  consiste  à  replacer  dans  l'ordre 
numérique  naturel,  sur  un  carré  de  seize  cases,  quinze 
pions  placés  dans  un  ordre  quelconque.  Les  résultats 
démontrés  sont,  comme  on  sait  (*  ),  les  suivants  :  sur  le 
nombre  des  permutations,  la  moitié  peut   être  rangée 

Fig.    I.  Fig.   2. 
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dans  l'ordre  indiqué  y/^.  i,  l'autre  moitié  dans  l'ordre 
indiquéyiig-.  2. 


(')  Voyez  notre  article  de  la  Gazette  anecdotique  (i5  août  1880). 


(M 

11  nous  a  paru  intéressant  de  donner  à  ce  propos  une 
solution  du  problème  suivant,  qui  a  été  proposé  par 
M.  Josepli  Bertrand  (  '  )  : 

Combien  y  a-t-il  en  tout  de  déraiigements  dans  le 
tableau  des  permutations  des  n  prem.iers  nombres  ? 

Désignant  ce  nombre  total  par  D„,  on  a  évidemment 

Di  =  o. 

Les  permutations  des  deux  premiers  nombres  sont  12, 
21.  La  première  n'offre  pas  de  dérangement-,  la  seconde 
en  offre  un  5  donc 

Pour  calculer  D3,  écrivons  trois  fois  les  permutations  des 
deux  premiers  nombres.  Mettons  un  point  à  la  suite  de 
chacune  des  deux  permutations  et  faisons-le  avancer 
successivement  : 

12.  21 . 

1.2         2.1 
.12  .21 

Remplaçons  le  point  par  le  cliiffrc  3.  Si  nous  mettons 
ce  chiffre  à  la  fin  de  la  permutation,  il  n'y  a  pas  de 
dérangement.  Lorsque  nous  le  mettons  au  deuxième 
rang,  nous  introduisons  un  dérangement  et  un  seul. 
Lorsque  le  chilïre  3  arrive  au  premier  rang,  nous  intro- 
duisons deux  dérangements.  Donc,  en  désignant  généra- 
lement parP,7  le  nombre  des  permutations  de  n  nombres, 
nous  obtenons  0  +  1-1-2  dérangements  pour  trois  per- 
mutations de  deux  nombres,  ou  SPo,  et,  en  ajoutant  les 
dérangements  provenant  du  tableau   des  permutations 


(')  Traité  d'Algèbre,    i"  édition,   p.  i^fi;   11°  Partie,    fi°  cdition, 
p.  53. 


(7  ) 
des  deux  premiers  nombres,  ou  3 Do,  nous  avons 

Pour  calculer  D4,  supposons  formé  le  tableau  des 
permutations  des  trois  premiers  nombres.  Ecrivons-le 
quatre  fois,  en  intercalant  un  point,  comme  précédem- 
ment. Le  nombre  des  dérangements,  D3,  sera  quatre  fois 
dans  le  tableau  :  4D3.  Au  lieu  du  point  écrivons  le 
chiffre  4-  Quand  le  point  est  à  la  fin,  point  de  dérange- 
ment; quand  il  est  au  troisième  rang,  nous  introduisons 
un  dérangement;  quand  il  est  au  deuxième  rang,  nous 
introduisons  deux  dérangements  ;  quand  il  est  au  pre- 
mier rang,  nous  introduisons  trois  dérangements.  En 
somme,  nous  introduisons  pour  six  permutations  de  trois 
nombres,  ou(i-|-2  +  3)P3,  o-l-iH-2-|-3  dérange- 
ments, et,  en  ajoutant  4D3,  nous  avons 

D4=4D3  +  (i  +  2  +  3)P3. 
De  même, 

D5=r5Di  +  (l  +  2  +  3  +  4)P4- 

Généralement, 

D„4.i  =  (n  +  i)D;,  +  (H-  2  +  3  +  4  +  -  •  .-i-n)P„, 


ou 


D„^-i  =  (/i  +  i)D„  +  ^ ^P, 


En  divisant  cette  dernière  équation  par  (/ï  4- 1  )  P„  =  P„^i , 

il  vient 

D„+i      D„       n 


-+-  -: 


Pn-f-1         "ra  2 

et,  en  remplaçant  successivement  dans  cette  formule  n 


(  8) 


par  I,  2,  3, 


D,      D, 

I 

—  > 
2 

D3      D, 

2 

P3  ~  P2  "^ 

—  ) 
2 

Dv      D3  ^ 

I\~P3 

3 

—  ) 
2 

D„      D„_i 

n  — 

P«      P«-i 

2 

Si  nous  additionnons  membre  à  membre  ces  didérentes 
équations,  il  vient,  puisque  D,  =  o, 

D^_  i  +  2  +  3h---.  +  (/?  —  i) 

p;:~  2 

ou 

P„[n(«-i)]_P„Gf, 


D. 


4 


Ainsi,  le  nombre  total  des  dérangemejits  est  égal  à 
la  moitié  du  produit  du  noînbre  des  permutations  par 
le  nombre  des  combinaisons  des  n  nombres  deux  à  deux. 

Autre  démonstration.  —  Considérons  une  permu- 
tation quelconque  P„  \  écrivons  à  côté  la  permutation 
renversée  :  à  un  dérangement  de  la  première  dans  une 
combinaison  de  deux  nombres  correspond  un  non-déran- 
gement de  la  seconde.  Donc,  si  l'on  écrit  le  tableau  des 
permutations  de  n  nombres,  puis  à  côté  le  tableau  des 
permutations  dans  l'ordre  renversé,  le  nombre  des  dé- 
rangements dans  le  premier  tableau  est  égal  au  nombre 
des  non-dérangements  du  second,  et  réciproquement. 
Mais,  dans  chacune  des  permutations  du  premier  et 
du  second  tableau,  le  nombre  des  dérangements  et  des 
non-dérangements  est  égal  au  nombre  des  combinaisons 


(  <)) 

de  n  objets  pris  deux  à  deux,  ou  C^^  ;  par  suite,  le  uonibre 
total  des  dérangements  ou  des  non-dérangemenls  est 
égal  à  P/iC^^-  Mais  le  nombre  des  dérangements  de  l'un 
égale  le  nombre  des  non-dérangements  de  l'autre,  et  in- 
versement 5  donc 

D„  =  -"^'.  C.    Q.    F.    D. 


SIR  LA  DÉFORMATION  DU  CACHE-POT; 

Par  m.  Edouard  LUCAS. 


Le  cache-pot  est  formé  de  fils  de  fer  ou  de  baguettes 
rectilignes  articulées  en  cliacun  de  leurs  points  de  ren- 
contre. Il  présente  la  forme  générale  d'un  liypei'boloïde 
ta  une  nappe  ;  les  baguettes  sont  des  génératrices  recti- 
lignes de  cliacun  des  deux  systèmes. 

M.  Cayley  a  démontré  que,  si  l'on  déforme  ce  modèle 
d'hyperboloïde",  on  obtient  un  hyperboloïde  liomofocal 
^u  premier,  en  superposant  les  directions  des  axes.  En 
effet,  soit  l'hyperboloïde  ayant  pour  équation 

J7-      y-      z' 

considérons  deux  points  Pet  Q  de  cet  hyperboloïde  et 
désignons  leurs  coordonnées  par  Xj,  jj,  z^  et  Xj,  j^-^  ^2- 
Posons 

^i=axi,      y]:=rt>|jj,     -^i^^^Yi; 

^2=aa2,     72=6^2,     -2=CYo; 
nous  aurons  les  équations 

(1)  af  +  ;B2  — Yf^l, 

(2)  a2  +  ^2_Y^=:l. 


(    lo   ) 
De  plus,  si  les  deux  points  P  et  Q  sont  sur  une  même 
génératrice,  en  exprimant  que  le  plan  tangent  en  P  con- 
tient le  point  Q,  on  aura 

(3)  a,a,+ [^.i^Bj  — YiT2  =  i- 

La  distance  ô  des  points  P  et  Q  est  fournie  par  l'expres- 
sion 

Considérons  un  second  hyperboloïde  ayant  même 
centre,  mêmes  directions  d'axes  que  le  premier,  et  pour 
longueurs  de  ses  axes  des  quantités  a',  h\  d  telles  que 

a'2  —  a-  =  6'2  —  U"  =  c^  —  c'"-  —  X. 

Désignons  par  P'  et  Q'  les  points  correspondant  à  P 
et  Q,  c'est-à-dire  ayant  pour  coordonnées 

^'i  =  «^'«i ,    y\  =  ^' Pi ,    ^'i  =  c'y,, 

^'2=a'a2,     y,=  Z?'P2,     5',^=  c'y2. 

La  relation  (3)  étant  vérifiée,  les  points  P'  et  Q' appar- 
tiennent à  la  même  génératrice  5  de  plus,  en  désignant 
par  0'  la  distance  P'Q',  nous  aurons  , 

8'^  =  «'-^(a?  -  a^)  +  b'\rx  -  Pi)  +  c'Mt?  -  yD- 
Par  suite, 

?:'2 22 


X 


(«?- «D  ■+-(??- PI) -(YÎ-ïD- 


Mais,  en  retranchant  (2)  de  (i),  on  voit  que  le  second 
membre  de  la  relation  précédente  est  nul  -,  donc 
FQ'=PQ. 

Donc,  si  l'on  considère  .sur  le  premier  hyperboloïde 
un  quadrilatère  PQRS  et  sur  le  second  hyperboloïde, 
obtenu  par  la  déformation  du  premier,  le  quadrilatère 
P'Q'R'S',   formé  par  les  points  P',  Q',  IV,  S'  correspon- 


(  «^  ) 

daiit  à  P,  Q,  R,  S,  ce  quadrilatère  est  tel  que 

P'Q'=PQ,     Q'R'=Qï\,     R'S'^RS,     S'P'=:SP. 

Il  en  résulte  que  tout  quadrilatère  gauche  PQRS  peut 
se  déformer  sans  changer  la  longueur  des  côtés  suivant  le 
quadrilatère  correspondant  de  l'hyperboloïdeliomofocal. 

c.  Q.  F.  D. 


CONSTRUCTION  DE  LA  PARABOLE  OSCULATRICE  M  m  POINT 
DINE  COURBE; 

Par  m.  g.  KOENIGS, 
Élève  à  l'École  Normale  supérieure. 

Je  m'appuierai  sur  le  théorème  suivant,  qui  est  bien 
connu  : 

Le  rayon  de  courbure  dans  la  parabole  est  égal  au 
double  du  segment  compté  sur  la  normale  à  partir  de 
son  pied  jusqu  au  point  oit  elle  rencontre  la  directrice. 

Soient  M  un  point  d'une  courbe,  MT  la  tangente  et  C  le 
centre  de  courbure  ;  menons  une  corde  mn  parallèle  à  la 
tangente  et  rencontrant  la  courbe  aux  points  m  et  /z,  voi- 
sins du  point  M  5  considérons  la  parabole  effective  qui 
passe  par  les  points  m  et  7z,  et  qui  est  tangente  en  M  à  MT. 
I  désignant  le  milieu  de  mn^  MI  est  le  diamètre  de  cette 
parabole  conjugué  de  la  direction  de  cordes  MT.  Cela 
posé,  faisons  tendre  mn  vers  MT,  la  parabole  tend  à  se 
confondre  avec  la  parabole  osculatrice,  et  MI  tend  vers 
la  tangente  MP  au  point  M  à  la  courbe  lieu  du  point  I. 

Ainsi  : 

Le  diamètre  de  la  parabole  osculatrice  en  M,  con- 
jugué de  la  tangente  ÎMT,  est  la  tangente  nu  point  M  à 


(     12    ) 

la  courbe  lieu  des  points  milieux  des  cordes  parallèles 
à  MT. 

D'ailleurs,  si,  sur  la  normale  et  eu  seus  inverse  de  MC, 
nous  portons  une  longueur  IMD  =  l-^iC,  nous  obtenons 
en  D  un  point  de  la  directrice  :  la  perpendiculaire  DH 
abaissée  surMP  est  donc  cette  directrice. 

On  aura  le  foyer  F  en  cliercliant  sur  le  cercle  de 
centre  M  et  tangent  à  DH  un  point  tel  que  les  angles 
CMP  et  CMF  soient  égaux. 


SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE  D'IKK  QUESTION  PROPOSÉE  E\  1879 
Al  CONCOIRS  D  AGRÉGATION  POIR  L'ENSEIGNEMENT  SE- 
CONDAIRE SPÉCIAL; 

Par  m.  Léonce  LEBRUN, 
Élève  au  Prytanée  militaire  de  La  Flèche. 


Trouver  la  ])erspectivc  d'une  hélice,  le  tableau  élan 


'---;.  s 


perpendiculaire  à  son  axe  et  le  point  de  vue  S  étant  sur 
cet  axe. 


(  •■■^  ) 

La  perspective  d'un  point  M  se  trouve  sur  le  rayon  vi- 
suel MS,  dans  le  plan  du  tableau  et  dans  le  plan  diamé- 
tral du  cylindre  jDassant  par  JM.  Ce  sera  donc  M'. 

La  tangente  h  la  courhe  perspective  sera  l'intersection 
du  plan  du  tableau  avec  le  plan  tangent  au  cùne  le  long 
de  la  génératrice  MS.  Cette  tangente  en  M'  passe  donc 
par  la  trace  de  la  tangente  à  l'hélice  en  M  sur  le  plan 
du  tableau.  Ce  sei'a  donc  M' T. 

Joignons  M'T  et  prolongeons  jusqu'à  la  rencontre  avec 
la  parallèle  à  AT  menée  par  O,  c'est-à-dire  jusqu'en  R^ 
je  vais  démontrer  c|ue  OR  ^:=  const. 

Les  deux  triangles  M'OR  et  IM'AT  sont  semblables  et 
donnent 

OR  _  OxM' 
AT  ""  AM'  ■ 

Les  deux  triangles  M'A  M  et  M' OS  donnent  de  même 

Oi\r  _  OS 
AM'  ~  ÂM  ■ 
Donc 

AT 

OR=:OS^,V 
AM 

Mais,  puisque  M  est  un  point  de  l'hélice, 

AT 

— —  z=z  const.  ; 
AM  ' 

donc  OR  est  constant. 

Mais  remarquons  que  OR  est  la  sous-tangente  de  la 
perspective  de  l'hélice  au  point  M'  si  O  est  le  pôle,  carR 
est  le  point  de  rencontre  de  la  tangente  avec  la  perpen- 
diculaire au  rayon  vecteur  menée  par  O. 

La  perspective  est  donc  une  courbe  telle  que  sa  sous- 
tangente  est  constante  :  c'est  donc  une  spirale  d'Archi- 
mède. 


(  i4  ) 


SOLITION  D'L\E  QLESTION  PROPOSÉE  E\  1876  Al  CON- 
ÇOIS ENTRE  LES  CLASSES  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 
DE  L  ACADÉMIE  DE  DOUAI  ; 

Par  m.  a.  HILAIRE, 

Professeur  au  lycée  de  Douai. 


A,  B,  C,  D  étant  les  pieds  des  quatre  normales  à  une 
ellipse  donnée,  issues  d'un  même  point  P,  on  suppose 
que  le  point  P  se  déplace  de  manière  que  la  corde  AB 
conserve  une  direction  constante,  et  on  demande  le  lieu 
des  centres  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  ABC 
et  ABD. 

Soient  a-j  -  -h  b'-x- —  a-b-  ;=  o  l'équation  de  l'ellipse 
donnée,  j  —  mx  —  /z  =  o  l'équation  de  la  droite  AB 
dans  une  de  ses  positions;  la  droite  CD,  si  elle  était  in- 
dépendante de  AB,  aurait  une  équation  de  la  forme 
px  -+-  qj-\-r  =  o^  et,  en  admettant  que  />,  </,  /'  con- 
tiennent implicitement  un  même  facteur  indéterminé, 
Véqiiation 

(i)  a2j2_(_  i,'ix~—a^-b'^-\-  (y  —  môc  —  n){px  +  qy-^-  r)-=o 

représenterait  une  conique  quelconque  passant  par  les 
quatre  points  A,  B,  C,  D.  Pour  avoir  l'équation  véritable 
de  CD,  j'exprime  que  la  conique  (i)  se  confond  avec 
l'hyperbole  équilatère  qui  doit  contenir  les  pieds  des 
quatre  normales  :  il  suffit  d'écrire  que  dans  l'équation  (i) 
les  coefficients  de  x-  et  de  j-  sont  nuls,  ainsi  que  le 
terme  indépendant. 


(  '5  ) 
J'ai  ainsi 

a^-\-  q  ^=o,     d'où     q  =1  —  a^, 

h'- 
h^ — /?«»  =  o,  0= — 5 

^  m 

a^o^^  nr  ^o,  /= 

L'équation  de  CD  est  donc 

—  ^  —  a'  y  —  :=  o. 

7n  n 

C  et  D'  étant  les  points  symétriques  de  C  et  D  par 
rapport  au  centre  de  l'ellipse,  la  figure  CD  CD' est  un 
parallélogramme  concentrique  à  l'ellipse,  et,  d'après  le 
théorème  de  Joachimsthal,  les  cercles  circonscrits  aux 
triangles  ABC  et  ABD  passent  respectivement  par  les 
points  D'  et  C. 

Or  il  est  facile  d'avoir  l'équation  du  système  des  paral- 
lèles CD',  DC. 

En  effet,  l'équation  du  système  des  parallèles  CD,  CD' 
étant  évidemment 

fb'^  ,    y      a'b'* 

l'équation  générale  des  coniques  passant  par  les  points 
de  rencontre  de  l'ellipse  et  de  ce  premier  système  est 


(2)      X(a2^2+è2^2_^2^2)_ 


62 

—  X  —  a'' y 


a*6n 
— ^   =0. 


J  écris  la  condition  pour  avoir  une  conique  du  genre 
parabole  : 

ou 


(  •<>  ) 

Celte  condition  se  dédouble  en  ),  =  o,  qui  donne  le 
système  CD,  CD',  et  1  =:  «-  H :^-,  qui   correspond  au 

système  CD',  DC. 

On  a  donc,  pour  équation  de  ce  dernier  système, 


—  x  —  a-y\ 5-    =o, 

m  '    /  n-  J 


7?î-  •  m  II-  \  m- 

ou,  en  divisant  tout  par  a-h'-^ 

^^+^V+^'^'       (d^+  ^"  1-0 
I  — ■  -\-  X  \   H-  — -—  —  I  a  -t-  r  I  —  o, 

\in  j  n-         \  nv 

ou.  en  posant 

(  ■)'  +  mx)'—  n'^=z  o. 

D'après  cela,  l'équation  générale  des  coniques  circon- 
scrites à  l'un  des  quadrilatères  ABCiy  ou  ABDC  est 

a-y^-h  b-x^—a-b-~\-  ix{r  —  ni x  —  n)  (  y  + /«.rd=  «')  =0. 

Cette   équation  représentera  un  cercle,  puisqu'il  n'y  a 

pas    de    terme     en    .r^,     si     a- -h  [j.  :^  b- — [-'•"*-,  d'où 

c- 
u.  = On  remplacera  u.  iiar  sa  valeur  et  l'équa- 

lion    ne  contiendra  plus  que  les  indéterminées  Ji  et  n'. 
Représentons-la  par 

(4)  /(.r,v)  =  o. 


(   '7  ) 
Le  centre  est  donné  par  les  deux  équations 

(5)  /'(^)-o, 

(fi)  /'(.r)  =  o, 

qui  contiendront  aussi  les  indéterminées  n  et  /z';  donc, 
pour  avoir  l'équation  du  lieu,  il  n'y  a  qu'à  éliminer  n 
et /z' entre  les  équations  (a)  et  (6)  et  la  relation  (3). 

L'élimination  est   immédiate,   car  les  équations   (5) 
et  (6)  ne  contiennent  n  et  «'  qu'au  premier  degré. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  DE  M4TIIÉHATI0l]ES  SPÉCULES 
PROPOSÉE  AU  COMCOIRS  GÉNÉRAL  DE  1878  5 

Par  m.   Carlos  MICHAUX, 
Elève  du  lycée  de  Douai  (classe  de  !SI.  Guillot). 


Les  droites  A'OA,  B'OB,  COC^o;??  trois  axes  de 
coordonnées  rectangulaires  ;  07i  suppose  OA'=r  OA  r-  r/, 
OB':^  OB  =  /;,  0C'=  OC  =  ( . 

Déterminer  :  i  °  le  lieu  des  axes  de  réuolutioji  des  suj-- 
faces  de  révolution  du  second  degré  qui  passent  par  les 
six  points  A',  A,  B',  B,  C,  C  ;  2"  le  lieu  des  extrémités  D 
de  ces  axes. 

On  construira  la  projection  du  lieu  du  point  D  sur  le 
plan  AOB,  en  supposant  a'^  c'^b^  et  l'on  partagera 
la  courbe  en  arcs  tels,  que  chacun  d'eux  corresponde  à 
des  surfaces  de  même  espèce. 

L'équation  générale  des  surfaces  du  second  degré  pas- 
sant par  les  six  points  A',  A,  B',  B,  C,  C  est,  en  suppo- 

y4nn.  de  Mathêmnt.,1^  %éTie,X,W.  (Janvier  i  881 .)  2 


(  'M 

sant  le  terme  indépendant  diilérent  de  zéro, 

^-^-•-—  +  ~  ^  2'Byz  -h  'iB'xz  -+-  2B"  jry  —  1 1=  o. 
a^        b'        c- 

Lorsquc  la  surface  est  de  révolution,  l'équation 

-h  2  Byz  +  2  B'jcz  -t-  2  B"ccy  =1  o, 

qui  donne  les  plans  cycliques,  devient  l'une  des  équa- 
tions 

(V/^  ^  s.  ±  y/j,  -  S.r  ±  y'J,  -  S.y  =:  o. 

Ces  équations  représentent  les  plans  principaux  paral- 
lèles aux  axes  des  surfaces  considérées  :  les  axes  seront 
donc  donnés  par  les  équations 


\/i^-s  ^\/h-'  Vï^ 


A-s   ;^-s   A-s 

a^  b-  c- 


En  éliminant  la  variable  S,  on  obtiendra  facilement  le 
lieu  des  axes  : 


a'        b' 


7:i-7iP^+     7^--.!' 


C'est  un  cône  du  second  degré  rapporté  à  ses  axes  et 
sur  lequel  on  peut  placer  un  trièdre  trircctangle. 

Les  sommets  se  trouvant  à  l'intersection  de  l'axe  et 


(   '9  ) 
de   la  surface,  les   coordonnées  de    ses  points   doivent 
satisfaire  aux  équations 


(0 


— ;  —  ^        ir;  —  ^        —  —  S        —  +  —  +  --—35 
a-  b'  c-  a-        b^        c^ 


l^  représentant  le  carré  de  la  demi-longueur  de  l'axe. 
I  I 

a-        b- 


Tir    •  I  I  I       ' 

Mais,  —,  -^  -n  -^ — ï  étant  un  invariant,  on  a 

'     /'i~  /i-  r*^  ' 


r  F  I  r 

—  +  7T  +  —  =  77  +  îîS, 
a-        b-        c-        l- 


puisque  S  est  l'inverse  du  carré  du  rayon  du  parallèle 
dont  le  plan  passe  par  le  centre. 

En  tenant  compte  de  cette  relation,  les  équations  (i) 
deviennent 


A-s     i^-s     A-s 

œ  b'  c- 


J,^  ■  +_L_,S)   A  +  ^  +  -L-3S 

a-        b-        c-  /  \  a-        b-        c~ 

En  éliminant  S,  on  obtiendrait  aisément  les  équations 
du  lieu;  mais  il  est  préférable  de  construire  immédiate- 
ment la  projection  sur  le  plan  des  xy,  au  moyen  de  la 
variable  auxiliaire  S. 

Pour  partager  en  arcs  correspondant  à  des  surfaces 
de  même  espèce,  nous  remarquons  d'abord  que  des  el- 
lipsoïdes et  des  hyperboloïdes  à  deux  nappes  peuvent 
seuls  donner  des  points  réels;  nous  distinguerons  ces 
deux  surfaces  par  le  signe  de  S,  S  étant  négatif  pour  des 
hyperboloïdes  et  positifs  pour  des  ellipsoïdes,  puisque  le 
parallèle  dont  le  plan  passe  par  le  centre  est  imaginaire 
dans  le  premier  cas  et  réel  dans  le  second. 


(   '^-o  ) 
On  construit  facilement  les  deux  courbes  que  l'on  ob- 
tient en  supposant 


]'^ 


b'  ^  a'- 


b'        a' 


Ellipsoïdes. 
Hyperboloïdes. 


Note.  —  La  même  queslinii  ;i  été  résolue  par  .M.  Moret-Blanc. 


SOLUTION  DE  LA  QIESTION  DE  MATlIÉMiTlQLES  SPÉCLILES 
PROPOSÉE  Al]  COXCOIRS  GÉNÉRAL  DE  1879  5 

Par   m.  .1.  GRIESS, 

Maître  répi'titenr  an  lycée  d'Alger. 


Ondonneunhjperboloïde.  Par  un  poinl  V  pris  dans 
le  plan  de  l'ellipse  de  gorge  on  mène  une  parallèle  à 
une  génératrice  quelconque,  et  V on  considère  le  cylindre 
de  révolution  qui  aurait  pour  axe  cette  parallèle  et 
passerait  par  la  génératrice.  Ce  cylindre  couf>e  l'hj- 
perholoïde  suivant  une  courbe  qui  se  projette  sur  le 
plan  horizontal  suivant  une  courbe  du  troisième  degré. 
Cette  courbe  du  I  /'oisième  degré  possède  un  poinl  double 
dont  on  dcnui/idc  le  lieu. 


(  '^-'  ) 

Soient  a,  p  les  coordonnées  du  point  P  par  rapport 
au  centre  ^de  l'hyperboloïde.  L'équation  de  1  hyperbo- 
loide  étant 

les  équations  d'une  génératrice  quelconque  sont 

1  —  =  sin  ti  ^  -  ces  œ  > 
\  a  '         c         ' 

G  / 

ï  Y  -    . 

f  -7  =  ces  Ci  H —  sni  CD  • 
\    0  '        c        ' 

Prenons  le  point  P  pour  origine  5  ces  équations  de- 
viennent 


J7  -i-  a         ,  z 


1  =  0, 


^=  sin  es  — ^  -  cos 


=  cosœ  H suite, 


b  '       c 

Les  équations  d'une  parallèle  menée  par  P  sont 


a 
ou 


—  cos'^  ,      j  =^  -  siii! 


—  a  cos'f        h  sin  es        c 

Pour    former  l'équation   du   cylindre,   prenons   une 
sphère  dont  le  centre  est  l'origine 

X"-^  H-  J^  4-  -^  —  p^  ■—  O , 

et  écrivons  l'équation  du  cylindie  circonscrit  suivant  le 
plan  diamétral  perpendiculaire  à  la  génératrice.  L'équa- 
tion de  ce  plan  est 

—  ax  coscf  H-  by  sincp  H-  c-  =:  o, 


(  ^■--  ) 

et  celle  du  cylindre  sera 

(  x"^  +  V-  4-  ^-  —  p2  )  (  «2  cos2  Ci  -i-  6-  sin2  'f  -f-  c^  ) 

—  {ax  cos'^  —  6)'  sino  —  c-)^  n^  o. 

Le  rayon  p  de  cette  sphère  sera  la  distance  du  point  P 
à  la  génératrice  de  l'hyperboloïde.  Or,  la  distance  d'un 
point  [x ^  y ^  z)  h  \a.  droite 

x—^az+p,     yzzzibz-^q 

est  donnée  par  la  formule 

{x-a  z  -  pY  ^  ir—b  z-  qY  ^\b(x  -  p)  —  a{y  —  q)Y 
a'  -i-  ^^  -H  I 

Comme  P  est  l'origine,  cette  formule  se  réduit  à 

p^'  -+-  q-  -J-  {bp     -  aqY 

a'-  -^  y-  —  I 
En  mettant  les  équations  de  G  sous  la  forme 

a 

a7r=aSino^ —  a ces  Ci.  c, 

'  c         ' 

y  =  6>  COSC5  —  B  H sinci  .  c. 

j  '         '  f         ' 

l'expression  de  p-  sera  donc 


(«  si  11  Ci   -  a) 

'^-{b  coscp  —  P)'  --    -sin  -i  ((7  siiici—  a)  -: 

a                              "1- 

-  -  cosc5(<»  rosa— "ï) 
r 

a'  cos*ci-h^*  si  II -Ci 

c'\  (a  sin  Ci 

a)'       (hrnsv — P)'l       f /-*  sin  ci  (nr  siii  cî— a) 

■    (7  rnsc;(6  cosci— ^)|- 

<7'cos'9  -;    6'siir  cf  -i-  c' 
c'ffrtsincî        ^)     •    (6  roscp  —  P)']-i    (rtè  —  ftasiiici       rt'^cosi)' 
rt*  ros'tp  -t-  6'  sin'cp  -+-  c' 

Le  point  double  étant  la  projection  de  deux  points  de 
la  courbe  situés  sur  la  même  verticale,  il  est  clair  que  le 
milieu  de  cette  corde  appartiendra  aux  deux  plans  dia- 
métraux conjugués  des  cordes  verticales  dans  les  deux 


(  ^'3  ) 
surfaces.  Dans  riiypcrholoïde,  ce  plan  diamétral  est  le 
plan  de  l'ellipse  de  gorge.  Dans  le  cylindre,  il  sera 
donné  par  l'équalionyi.'  =  o.  Il  est  clair  que  dans  le  cas 
actuel  l'intersection  des  deux  plans,  étant  située  dans  le 
plan  de  projection,  ira  passer  par  le  point  double. 
On  a 

f.  -=i  z{a^  cos-cp  +  b^  sin-cf  -t-  c^) 

+  '2.c{aœ  costf  —  by  sincp  —  cz)  ^=-o. 

En  faisant  dans  cette  équation  :;  =  o,  on  aura  la  droite 

cherchée:  c'est 

ax  co%o -=.  by  ?:\n<^. 

On  voit  qu'elle  est  perpendiculaire  à  la  projection  de 
la  génératrice  donnée. 

Concevons  maintenant  qu'en  tous  les  points  de  celte 
droite  nous  élevions  des  perpendiculaires  ;  quand  nous 
arriverons  au  point  double,  la  perpendiculaire  corres- 
pondante rencontrera  les  deux  surfaces  en  deux  points 
communs,  situés  d'ailleurs  symétriquement  par  rapport 
au  plan  des  xj.  Les  équations  aux  z  des  points  d'inter- 
section de  cette  perpendiculaire  avec  les  deux  surface  de- 
vront donc  avoir  les  mêmes  racines.  C'est  en  écrivant 
cette  condition  que  nous  aurons  le  lieu. 

Une  perpendiculaire  au  plan  des  xj  en  un  point  de 
la  droite 

X      y 

b  sin  cp       a  cos  cp 
a  pour  équations 

X  Y 


b  sincp       a  costp 


>^, 


).  variant  à  mesure  que  le  point  se  déplace  sur  la  droite. 
On  tire  de  là 

X  .  -_  b\  sin  cp  ,  '  y  T^.  a\  coscp. 

Remplaçant  x  ely  par  ces  valeurs,  l'équation  de  l'hyper- 


(  24  ) 


boloïde  devient 


a-  b^ 


Portant  ces  mêmes  valeurs  dans  l'équation  du  cylindre, 
il  vient 

(il- À-  sin^ç)  H-  «'-À-  cos-'^  -\-  z^  —  p-) 
X  (a-  cos^ci  +  b-  sin^cp  +  c^) 
—  (  rtô  X  sin  cp  cos  cp  —  ab X  sin  o  ces o  —  c ;;  )^  r=  o 
ou 

^-(«-  cos^o  +  ^2  siii-'^) 

=  p^(«^  cos^'^  H-  6-  sin^o  4-  C-) 

—  \^{b^  siii^cp  +  «^  cos- es)  [a-  cos'ci  4-  6-  sin-ï  -1-  c-). 

Or,  !  '  ' 

p'^(a^  cos^(p  H-  è^  sin^tp  -+-  c^) 

=r.  c2[(a  sincp  —  a)^  4-  (6  cos'f  —  ^'j 

Pœmplaçant  et  écrivant  que  les  deux  valeurs  de  c-  sont 
égales,  il  vient 


.,  r(6X  sincf -!- ai-        (aX  roscp-!- ^i)- 


c^\{a  sincp  —  a)-  +(&  costp  —  ?)']  +  ( '7 Jii  roso  4-  />a  siii'i  —  «6  )- 

a^  cos^<p  4-  b'^  sin-«p 
—  'k^{cû-  cos"-cp  4-  6-  sin^çp  4-  c'^). 

Cette  équation  est  du  deuxième  degré  en  \.  Il  semble 
donc  que  sur  chaque  droite  d'intersection  des  plans  dia- 
métraux il  y  ait  deux  points  doubles,  ce  qui  est  impos- 
sible dans  une  courbe  du  troisième  degré. 

Or,  considérons  le  point  A,  projection  du  point  P  sur 
la  projection  horizontale  G'  de  la  génératrice.  Si  en  ce 
point  j'élève  une  perpendiculaire,  cette  perpendiculaire 
rencontre  la  génératrice  G  et  sa  symétrique  en  deux 
points  qui  sont  aussi  situés  sur  le  cylindre.  Donc  une 


(  -^5  ) 

(les  valeurs  de  A  correspond  au  point  A  et  l'autre  corres- 
pond au  point  double.  Nous  pouvons  trouver  la  valeur 
de  X  relative  au  point  A.  Ce  point  est,  en  elïet,  défini  par 
les  équations 


h  siii'f       a  cos<i 
(  j:--|- a)  sincç       (y -i- ^)  ces  es  _ 
a  b 

En  écrivant  que  le  point  d'intersection  de  ces  deux 
droites  satisfait  aux  équations 

—  A, 


b  sino       a  cos 


nous  aurons  la  valeur  de  \.  En  éliminant  x  ely  entre 
ces  deux  dernières  et  la  seconde  des  premières,  on  a 

{b\  sino  +  a)  sino        {a\  cos'i  -+-  3)  coso 

'     ■  '  •-=.  I  , 


a  h 

\{b'  sin-o  +  a-  cos'-ci)  :^  ab  —  b'3.  sino  —  «Jj  costp, 
ab — èasincf  —  «[3  coso 
a-  cos-cf  -t-  b-  sm-cp 

Si  donc  nous  retranchons  cette  valeur  de  la  somme 
)/-l-  a"  fournie  par  l'équatioa  du  second  degré,  il  nous 
restera  la  valeur  de  \  relative  au  point  double.  Cette 
équation  du  second  degré  s'écrit 


~  (a*b'  cos^cp  +  b'^ar  singes  +  b'* c"-  sin^o  -f-  rt''c-  cosses  +  a-b^c-) 
îf^i  '  '  '  ' 

bot.  s'ino       (7  3  cos'i^ 


A- 

a 

La  valeur  cherchée  est  donc 

2  c- (  6^  a  si  11  o -1- «*  p  cos  cp  ) 
a'^b'^{a'^  cos-ç-r-6^  sin-cp) -;- c''-(rt^  cos-cp  +  6- sin-'^-t-a-^-) 
ob —  boi  sincp  —  a^  cos'p 
b'^  sin-ts  -I-  a-  cos-o 


(  ^-^>  ) 

Il  suffît  maintenant,  pour  trouver  l'équation  du  lieu, 
d'éliminer  \  et  cp  entre  cette  équation  et  les  équations 


X  Y 


b  sincf       a  coso 
On  tire  de  ces  dernières 


X  y 

b 


sin  o       cos«f  y    t>^       a-       ab 

En  posant 

on  a 

^         k  .  «j"  /m' 

À  :=  — 7  5        Sin  Ci  :=    — r-  t       ces  «■  "-  — —  •' 

ab  '  A"  '         A 

En  substituant  dans  la  valeur  de  ).,  il  vient 

,/,.,    a.r  by 

1 '. 

ab       a'*b'* .    ,         ., .         .^a-b-  .,         .,  ,  , 

-7--(j7-  +7-)  H-  C'—p;-{b'X'-^  a'y-)-^a-b'C' 

«t>  —  bi—r  —  «p-TT 
A"  A" 

:=  O. 


Multiplions  par  -7-  et  divisons  haut  et  bas  par  ah^ 


I  4- 


A- 

■>.c^{b'''xx-^a'^^,y^ 


a^b'^{x'^  -\-  j')  +  c'-{b'-j-  -r-  a- y'-)  -t-  c'-A- 

k  —  oix  —  [3  >' 


x^  H-  )'■ 
OU  bien 


o, 


{a^-b-  +  a'^c^  +  b'' c"^)  {x"^ -h y^) -\-  2c'^{b''oix  +  a^'^y) 
—  (a.r +  Pv)(^V;M- 0-^0-  +  b^c-)  . 

-\-{a^b^  ^~ah-^H~b-c'-)k--o. 


(  "■!  ) 
Faisons  passer  À"  dans  le  second  membre,  élevons  au 
carré  et  divisons  par  (^-^-c-)-;  il  vient 


{^-^1?-^^^'^''^'^^''^ 


b-         Cl' 

C'est  une  courbe  du  quatrième  degré  possédant  un  point 
double  à  l'origine. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  A.  Lcinckugel. 


SOLUTION  DE  LA  QLESTION  PROPOSÉE  M  1879,  POLK 
L'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NORMALE  SIPÉRIELRE5 

Par  m.  J.  GRIESS, 

Maître  répétiteur  au  lycée  d'Alger. 


Etant  donné  un  tétraèdre  OABG  défini  par  l' angle 
trièdre  O  et  les  longueurs  4«i  4^»  4<^  ^^-^  trois  arêtes 
OA,  OB,  OC  : 

1°  Démontrer  que  l'ellipsoïde  qui  admet  pour  dia- 
mètres conjugués  les  trois  droites  qui  joignent  les  mi- 
lieux des  arêtes  opposées  deux  à  deux  est  tangent 
aux  six  arêtes  du  tétraèdre. 

1°  Trouver  V intersection  de  cet  ellipsoïde  et  de 
l'hjperboloide  engejidré  par  une  droite  mobile  qui 
s'appuie  sur  trois  droites  menées  l'une  par  le  milieu 
de  OA  parallèlement  à  OC,  la  seconde  par  le  milieu 
de  OC  parallèlement  «  OB  et  la  troisième  par  le  mi- 
lieu de  OB  parallèlement  à  OA. 

3°  Par  chacun  des  points  oii  la  droite  mobile  perce 
la  surface  de  l'ellipsoïde,  on  mène  un  plan  parallèle 
au  plan  tangent  en  Vautre  point  :  démontrer  que  ces 


(  '^8  ) 
deux  plans  passent  par  le  centre  de  V ellipsoïde  et  trou- 
ver le  lieu  de  leur  intersection. 

\°  Soient  S,  P,  M  les  milieux  des  arêtes  OA,  OB,  OC 
et  R,  Q,  N  les  milieux  des  arêtes  BC,  AC,  AB  (le  lec- 
teur est  prié  de  faire  la  figure).  Considérons  l'ellipsoïde 
qui  a  pour  diamètres  conjugués  les  droites  MN,  PQ,  RS 
qui  se  coupent  en  K5  je  dis  qu'il  est  tangent,  par  exemple, 
à  BC.  En  effet,  le  plan  MPQN  contient  deux  diamètres 
conjugués  de  RS;  c'est  donc  son  plan  diamétral  conju- 
gué, et,  par  suite,  le  plan  tangent  en  R  est  parallèle  à 
MPQN.  D'ailleurs,  MP  et  QN  sont  parallèles  à  BC;  BC 
est  donc  parallèle  au  plan  diamétral  conjugué  de  RS,  et, 
par  suite,  elle  est  contenue  dans  le  plan  tangent  en  R. 
Donc  BCest  tangente  à  l'ellipsoïde.  Remarquons  que,  si 
l'on  clierclie  la  section  de  cette  surface  par  le  plan  ABC, 
ce  sera  une  ellipse  tangente  aux  trois  côtés  du  triangle 
en  leurs  milieux. 

Formons  l'équation  de  l'ellipsoïde.  Les  équations  des 
trois  plans  diamétraux  sont  : 

MNPQ.  .  .  cy  -  bz  —  2bc  —  o, 
PQRS...  b.r  —  ar^2ab  =  o, 
MRSN...      cjc -i- az  — 2ac^=o. 

L'équation  de  l'ellipsoïde  sera  donc  de  la  forme 

(cy -ir  bz — rt  bc)         (cr^az  —  2ac)'^ 

{b.r  -h  a y  —  2abY  _ 

Exprimons  que  cette  surface  passe  par  M,  .r  ^=  o,  }  =  o , 
z  =  3C,  il  vient 

fia'b'-   f. 
on  aurait  de  même 

Zj  6-  C-  =  a- ,      :»  (i-  (-  --".  ji- , 


(  --9  ) 
de  sorte  que  l'équation  devient 

(r  )■    -  hz  ----  ':>.hc)-        {ex  -I-  az  —  o.ac)' 
(b.K  -^  a  y  —  ?.ah)'' 


Remarquons  qu'elle  admet  pour  centre  le  point  (a,  Z»,  c)^ 
transportons  l'origine  en  ce  point  :  l'équation  devient 

(77-"i)'-^(f+-'j'+(f +  77)'==^ 

OU  bien 

./-         )■-        z-         rz        az        a- y 
a'         h-        c'-         bc        ac         ab 

2°  Menons  les  trois  droiiesMR,  PN,  QS  qui  doivent  être 
les  trois  directrices  de  l'iiyperboloïde.  Je  remarque  que  la 
droite  MQ  qui  rencontre  MR  et  QS  est  parallèle  à  PIN  ; 
c'est  donc  une  génératrice  du  second  système.  Il  en  est 
de  même  des  droites  NS  et  PR.  Remarquons  que  les  plans 
tangents  en  M  et  N,  P  et  Q,  R  et  S  sont,  par  conséquent, 
parallèles  deux  à  deux;  l'hyperboloïde  a  donc  le  même 
centre  que  l'ellipsoïde. 

Cherchons  la  section  de  cet  hyperboloïde  par  le  plan 
ABC  ;  elle  contiendra  les  trois  points  R,  Q,  N.  La  tan- 
gente en  Q  est  l'intersection  du  plan  tangent  en  ce  point 
avec  la  face  ABC.  Or  ce  plan  tangent  est  le  plan  des 
droites  MQ  et  QS,  c'est-à-dire  la  face  OAC.  La  tan- 
gente est  donc  AC.  On  verrait  de  même  que  les  tangentes 
en  R  et  N  sont  les  droites  BC  et  AB.  Donc  la  section  est 
l'ellipse  inscrite  dans  ABC  et  tangente  aux  milieux  des 
côtés. 

Si  l'on  rapproche  ce  résultat  de  celui  qu'on  a  obtenu 
pour  l'ellipsoïde,  on  voit  que  les  deux  surfaces  ont  cette 
ellipse  en  commun,  et  par  suite  se  pénètrent  suivant 


(  3o  ) 
deux  courbes  planes.  La  seconde  est  une  ellipse  égale  à 
la  première  et  symétrique  par  rapport  au  centre  K.  Elle 
est  circonscrite  au  triangle  MPS. 

Clierchons  l'équation  de  l'iiyperboloïde.  Un  plan  pas- 
sant par  MR  aura  pour  équation 

Z  —  2C  ^  Ix  --=  O'i 

un  plan  passant  par  QS, 

jc  —  2rt  H-  X,  r  =  o. 


Exprimons  que  la  droite  définie  par  ces  deux  équations 

rencontre  PN, 

^— o,     7=26, 

on  trouve 

al  —  blli  —  c  :=o. 

D'ailleurs, 

X 

o.c  —  z        ^          o.a  —  JC 

-       X      '      ^'^       y       ' 

on  a  donc 

2C  — 

a  ■ 

~  z           ,     2C  —  Z    "iCf  —  X 

b c  =  0. 

Transportons  l'origine  au  centre  «,  b^  c  : 

a{y  H-  b){c  —  z)  —  b{c —z){a  —  x)  —  c{x  -\-a){y  -i-  6)  =  o. 

EiTecluant  et  divisant  par  abc,  il  vient 

v^        xz       xy 

^. 1-^ h-^-f-i  =  o. 

oc        ac        au 

Ajoutons  cette  équation  à  celle  de  l'ellipsoïde^  il  vient 

\a         b  c  J 

ou 

X  V  ^  , 

— h  7-  +  -  -  =t  '  • 

abc 


(  -^I  ) 

L'intersection  se  compose  donc  Ijion  de  deux  courbes 
planes  symétriques  par  rapport  à  l'origine.  Pour  démon- 
trer que  ce  sont  les  ellipses  circonscrites  à  MPSetRQN, 
menons,  par  K,  IH  parallèle  à  OC,  rencontrant  en  I  la 
face  ABC  et  en  H  la  face  OAB^  on  a 

_IH_QS_OC_ 

2      ~     2  4 

On  aurait  de  même,  sur  des  parallèles  menées  par  K  aux 
deux  autres  axes,  les  longueurs  «  et  h.  L'équation  du 
plan  ABC  ou  RQN  est  donc 

X  V  z  

a         b    '    c 

3°  Soient  a:,,  ji,  -,,.ro,^  21^:2  les  coordonnées  des  points 
de  rencontre  de  l'une  des  génératrices  de  l'hyperljoloïde 
avec  l'ellipsoïde.  Le  plan  mené  par  le  premier  point 
parallèlement  au  plan  tangent  au  second  a  pour  équa- 
tion 

{^  —  ^\  )/;.:  +  (7  —  Jl  )/v.  -i-  (  -  —  -1  )/.  =--^  O. 

La  condition  pour  que  ce  plan  passe  par  le  centre  est, 
en  prenant  les  équations  rapportées  à  K  comme  origine, 

ou,  en  remplaçant  les  dérivées  par  leurs  valeurs  (/'dési- 
gnant le  premier  membre  de  l'équation  de  l'ellipsoïde), 

a  \    a  6     ' 


Zl  (^  -^  --  -^  ^\  -n  —   l^- 

0  \    b  a         c  J   '~   c  \   c 


^2  Vo 

a    '     b 


Remarquons  que  les  deux  points  considérés  appar- 
tiennent à  l'intersection  des  deux  surfaces  et  sont  situés 
l'un  dans  le  plan  RQÎN,  l'autre  dans  le  plan  PMS.  On  a 


a 

-^ 

b         c 

a 

-h 

y  2           Z; 

(  32  ) 
donc 

(0 

(^)  Ï-^T +  ?  =  -"'• 

En  tenant  compte  de  ces  relations,  la  condition  ci-des- 
sus peut  s'écrire 


(7'^  b-  t'- 

Exprimons maintenant  que  les  deux  points  considérés 
sont  sur  une  même  génératrice  de  l'hyperboloide.  Pour 
cela,  il  suffira  d'exprimer  que  le  point  (xo,  j'oi -2  )  est 
dans  le  plan  tangent  à  l'iiyperboloïde  au  point  (  j?,  ,  7  , ,  z,  ) . 
Ce  dernier  a  pour  équation 

et  la  condition  demandée  sera 

^  ab  ac  bc 

Faisons  maintenant  le  produit  des  équations  (  i  )  et  (2), 

OC  \  iZ'2 


y\  .>'2 

,    -1  -2    ,  •^'2.^•l^-•'ï■l.r2 

h^ 

(-                    ob 

.r,,  ;,  -\ 

-.r,  c.,        .r,  c,  —  r,  :;., 

/7c  bc 

Tenant  compte  de  (4),  cette  relation  s'écrit 


a^  b-  c- 

On  retrouve  la    condition    (3).    Comme   celle-ci    n'est 


(  >^3  ) 
(ju'unc  Iraiislormatioii  de  la  iclatiou 

cette  dernière  est  elle-même  vérifiée.  D'ailleurs,  on  aura 
aussi,  par  symétrie, 

Donc  le  second  plan  passe  aussi  par  le  centre. 

L'intersection  de  ces  deux  plans  a  donc  pour  lieu  un 
cône  dont  le  sommet  est  au  centre.  Je  dis  que  ce  cône  est 
du  second  degré.  En  effet,  si  nous  considérons  l'inter- 
section des  plans  tangents  en  (.rj,  ri,  z^  et  (x2,j)^2  7  ^2)1 
cette  intersection  est  la  conjuguée  de  la  génératrice  qui 
passe  par  ces  deux  points,  par  rapport  à  l'ellipsoïde. 
Donc  elle  s'appuie  constamment  sur  trois  droites  fixes 
qui  sont  les  conjuguées  des  directrices  du  premier  liy- 
perboloïde,  et,  par  conséquent,  le  lieu  de  cette  droite 
est  aussi  un  liyperboloïde,  ayant  le  même  centre  que  le 
premier.  Le  lieu  cherclié  n'est  autre  chose  que  le  cône 
asymptote  de  cet  hyperboloïde. 

Pour  trouver  son  équation,  prenons  d'abord  les  équa- 
tions des  conjuguées  des  directrices  primitives.  Pour 
cela,  il  suffit  de  chercher  les  plans  tangents  aux  extré- 
mités de  MR,  de  PN,  de  QS  : 


(0 


(-0 


(3) 


X 

Y 

— 

H- 

-— 

=  0, 

a 

b 

y 

- 

-=4, 

T 

-h 

— 

c 

X 

- 

— 

-H 

— 

—  0, 

a 

c 

X 

y 

=  4, 

— 

-h 

"b 

a 

y 

■^ 

+ 

— 

=  0, 

T 

c 

a         c 
Aitn.  de  Mathém.,  i^  série,  t.  XX  (Janvier  1881). 


(  •^4  ) 

Une   droite  s'appuyant   sur  (i)  et  (3)  a  pour  équa- 
tions 

b        c  \a         b 


b         c 


\  a         c  I 


Pour  exprimer  que  celte  droite  rencontre  la  droite  (■>), 
retranchons  ses  équations  l'une  de  l'autre  : 

Tenant  compte  de  (2), 

4  —  4).  —  4[x=to, 

I   —      X   —      [X  :=  O. 

Eliminant  À  et  [j., 

b     '    c  a     '    c 


— h  ~         —  -1 4 

a  b  ne 


ou 


^)-K^-^^)(i-^■^) 


a         b  )\a        c 

Transportons  l'origine  au  point  («,  A,  c)  et  eflcctuons^ 
11  vient 

X-        Y-        :■'-        3.rc        3  r;        H./'c        , 

—    +    :  —    -f-    —    H H    -jr—    H +    4    =  o. 

rr         b-  c-  ac  (h:  (tu 

L'équation  du  cône  est  donc 

.7--         >•-        z-        'i,rz        3  )  r         3.r»- 
a-        b-         c-         oc  bc  ab 

11  passe  par  l'intersection  de  l'ellipsoïde  et  de  l'hyper- 


(  '^5  ) 
boloïde,   car,  si  l'on  retranche  de  son  équation  celle  de 
l'ellipsoïde,  on  trouve,  en  divisant  par  2, 

xz       xy        yz 
ac        ab         oc 

C'est  l'équation  de  l'hyperboloïde. 

Noie.  —  MM.  F.  Lebrcton  el  L.  Mandrillon,  élèves  du  lycée  de 
Besançon  (classe  de  M.  Crétin),  ont  envoyé  deux  excellentes  solu- 
tions, l'une  analytique  et  l'autre  géométrique.  M.  E.  Estienne,  élève 
du  lycée  de  Bar-le-Duc,  envoie  aussi  une  très  bonne  solution  géomé- 
Iriquc,  et  M.  A.  Leinekugel  une  solution  analytique. 


SOllTION  WWm  QUESTION  DE  LICENCE 

(faculté  de  paris,   i8-5); 

Par  m.  E.  FAUQUEMBERGUE, 

Maître  répétiteur  au  lycée  de  Saint-Quentin. 


Déterminer  une  courbe  (c)  telle  que  si  Conforme 
une  de  ses  transformées  (C)  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques relativement  à  un  pôle  donné  O,  les  rayons 
de  courbure  en  deux  points  correspondants  m  et  M  des 
deux  courbes  (c)  et  (C)  soient  dans  un  rapport  doTiné. 

Donnons  d'abord  une  expression  simple  du  rayon  de 
courbure.  On  a 

ds  ds 


0  ::^ 


doi       d^  +  dy 


y.  étant  l'angle  de  la  tangente  avec  l'axe  polaire  et  V 
l'angle  formé  par  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur  5  mais 


dr         .    -.        rd% 

ces  \  :=^  -r  y     si'^  ^  ^^  ~~r- 
ds  ds 


(  36) 
d'où,  en  éliminant  ds  et  f?B, 

dr  rdr  rrfr 

°       cosVc^6  +  cosVc?V       sinV<i/*  +  rcosVû^V       ^./sin  V 

Celte  expression,  ou  encore,  en  appelant  p  la  distance 

de  la  tangente  à  l'origine,  0=  -y-  ■>   est  celle    que  nous 

voulions  obtenir. 

Si  l'on  désigne  par  K  le  rapport  des  rayons  de  cour- 
bure aux  points  7?i(/',  8),  M(R,  0),  l'équation  de  condi- 
tion sera 

rdr       _    KRr/R 
<^./sinV         <r/.llsin\ 

en  remarquant  que  les  angles  V  en  ces  deux  points  sont 
supplémentaires . 

On  a  d'ailleurs,  par  définition, 

d'où 

/•  /- 

Substituant  dans  l'équation  (i),  elle  devient 

rdr       __  Ka'*dr 

d.r  ■s'inW  ,  ,    "'    ■    tr 

r^d.  —  sin  V 
r 

On  tire  de  là 

(^.sinV  r^—Ka"^       ,  dr  o.rdr 


sinV  /-(r^^-Ka^)  r         /■'^^Ka^ 

et,  en  intégrant, 

logsinV  1-      logr  +  logC(/-2  4-  Ka^) 
ou 

SmYr=:   — 


(  3-  ) 
Egalant  cette  valeurde  sin  V  à  celle  — ,  don- 

née  plus  haut,  on  aura   l'équation  dillérenticlle   de   la 
courbe, 

d'où 


v/'-' 


Le  premier  terme  du  second  membre  peut  s'écrire 

d.{r'-) . 


l'intégrale  est 


I  I  —  2  KG-  a?-  —  2  G-  /■' 

arc  ces 


2G  v'i  — 4KG2a2 

Le  second  terme  pevit  se  mettre  sous  une  forme  ana- 
logue, après  avoir  divisé  liaut  et  bas  par  ;  ■'  : 

_  _i dir'"-) 

On  trouve,  pour  l'intégrale, 

1  1  —  2  KC2  «2  —  2  K2  fli  C-^  /-2 

pr  arc  cos ,  • 

2G  sli  —  l^Y^cC-C 


(  38  ) 
On  aura  donc,  pour  l'intégrale  de  l'équation  (2), 
_       ,  ,  I  — 2KC'-a2— 2C2/-2 

2(9  —  60)  =  3I'C  CCS 


I  _  2KC2a2_  aK^a^C^/-* 

—  arc  ces ,  -   - > 

9o  étant  la  constante  d'intégration. 

En  prenant  les  cosinus  des  deux  membres,  on  trouve, 
après  des  transformations  connues, 

cos2(6-0o)=: ^,_4Ka-^C^);-^ 

ou 

C  /■*—  [sin2  (6  —  60)  +  2  K  cû  C  CCS  2  (0  —  %)]  /-^-i-  K^  a*  G^^o. 
Telle  est  l'équation  de  la  courbe  demandée. 


RÉDUCTION  DE  DEUX  POLYNOMES  HOMOGÈNES  Dll  SECOND 
DEGRÉ  A  DES  SOMMES  DE  CARRÉS; 

Par  m.  h.  LAURENT. 


CONSIDÉRATIONS    GÉNÉRALES. 

Soienty*=  S  aijXiXj  ei  g  :=  ZbijXiXj  deux  polynômes 
homogènes  du  second  degré  à  n  variables  x^ ,  Jt'o,  .  •  •  x,,  ", 
nous  supposons,  comme  on  a  l'habitude  de  le  faire,  que 
l'on  a  entre  les  constantes  a,  h  les  relations  a/y=  Uji  et 
hij=  bji  pour  toutes  les  valeurs  i,  2,  3,  .  .  . ,«  de  f  et  j. 
Posons 

[    ^1   —  ïujl  +  Yl2.)'2  -f-  .  .  .  +  '(inV,,, 
/      <.  1     ^2  =:  'lilj'l  +  Ï22,>'2  4-  •  •  •  -H  Y2n.}'«) 

î : , ; 

•^n  —  ïl«J'l  +  7«2j2+  .  .  .  -T-  '{nnyin 


(  39  ) 
les  Y  désignant  dans  ces  foi'mules  des  coefRcients  indé- 
terminés et  j'i,  y^^  .  .  .  ^y,i  de  nouvelles    variables.  Les 
fonctions  y,  g  se   transformeront   en  des  fonctions   de 
^{1^2,  ■  •  •  ijn  données  par  les  formules 

/^'^aiji'difi-^'d^y-i-^-  ■  ■  -i-TmJ«)(Yyi7i  +  •  •  •  +  Ty«7«)> 
que  l'on  peut  aussi  écrire 

de  sorte  que,  si  l'on  pose 

(2)  Za,j-ii.r(j-^-=~-o, 

(4)  -«/yT/>Ty:^~  A[A, 

(5)  ^^«yT/!xTy>  — Bjj., 

|j.  et  V  étant  supposés  fixes  sous  le  signe  -,  on  aura  sim- 
plement 

/-—  A,  j^  +  A2  j2  _-  .  . .  _^  A„  r,^, 

^=B,Jf  +  B,7^-...-B„J^ 

Si  l'on  parvient  à  résoudre  les  équations  (  2  )  et  (  3  )  par 
rapport  aux  y/y,  les  fonctionsyet  g  pourront  être  ramenées 
à  des  sommes  de  carrés  au  moyen  du  changement  de 
variables  représenté  par  les  équations  (  i  ).  Pour  résoudre 
ces  équations,  nous  procéderons  comme  il  suit  :  soient 
fi  [x  1^X21  .  .  .  ,^«)  la  demi-dérivée  de^relative  à  a:,,  et^v 
la  demi-dérivée  de  g- relative  à  la  même  variable  j  les 
équations    (2)  et  (3)  peuvent  s'écrire  respectivement: 

[ibis)  71;^/i(Yiv>Ï2v,  .  •  ■,'in-^)-^:-l'^M'iVn'{i-n  •  •  -rin.)-'^  ■  ■  ■ 

(3 bis)  Yuxé^ilv iv, Y2V,  •  •  • , Y«v)  —  •{■ivgi (Yi-o Ys-o  •  •  •  >  Y«0  +  •  •  • 

et,  comme  elles  ont  lieu  pour  jj.  :=  i ,  2,  3,  .  .  . ,  «,  il  faut  en 


(  4o  ) 

conclure 

^>(Tlv,T2v,...)  5'2(Y1v,T-2v,---) 

})our  toutes  les  valeurs  i,  2,  3,  .  .  .,«  de  v.  Egalons  ces 
rapports  à  une  nouvelle  indéterminée  X,  nous  aurons 

(  /i  (  Yiv.  7-2V.  •  •  .  )  —  ^-'gi  (  Tiv.  Y2v. .  .  .  )  =  o, 

(6)        y;(YivM2v^---)->^v^2(Y.v,Y2v,...)-=o, 


Ces  équations  détermineront  les  quantités  vqui  portent 
le  second  indice  v.  Effaçons,  pour  simplifier,  cet  indice; 
on  pourra  les  écrii^e  comme  il  suit,  en  remplaçant 
/, ,/.2,  .  .  .  ,g^,g^^  .  .  .  par  leurs  développements  : 

(^11  — >-^ii)Yi 

--  («7i2   —  /^12)Y2-^-   •  --^(«1,,  —  À6i«)Y"    "O» 

(7) 

I   (««1—  À^>„i)Yi 

l         H-  (  ««  2  —  À  Z;„  2  )  Y2  -^  •••-+-  (  ^«  '!  —  ''■  ^>i  "  )  lu  ~  o- 

Commençons  par  éliminer  y,  ,Y2:  •  •  ■  Ti'/o  nous  aurons 
l'équation  du  ii^^^^  degré  en  A 


«,,—'-''^11       ^12— ^^^ri        •••       Clin—'>'bui 


(8)   A 


rt„i— À/;,i     a„.—  lh„.i      ...      o„„  —  lb, 


Sironappelle).),  Ao,  .  .  .  ,A«l*is  racines  de  cette  équation 
et  si,  dans  les  formules  (  7  ),  on  remplace  successivement  A 
par  A,./.,:  •  •  •^>*>/o  elles  feront  connaître  les  valeurs  des 
rap{)oits  -',  :  ''2I  "3'.  ...  ;  si  l'on  se  donne  B, ,  Bo,  .  .  . ,  B„, 
les  formules  (4)  aclièveront  de  déterminer  les  v,y. 

Multiplions  alors  la  première  formule  (7)  par  y,,  la 
seconde  par  y^i  etc.,  et  ajoutons,  nous  aurons 

^«'7Y<Yy     -^— ^/yY'Yy; 


(4i  ) 

donc 

de  sorte  que 

(9)  g'=^B,y]^Bij-l-^...-^B„yl, 

(  lo)         /  -  B,  À,  r;  +  Bil^YÎ  +  . . .  ^  B„  ).„yl  ; 

y  et  g  sont  ainsi  ramenés  à  des  sommes  de  carrés  par  une 
même  substitution  linéaire. 

Mais,  pour  que  les  calculs  que  nous  venons  d'esquisser 
conduisent  à  un  résultat  admissible,  il  faut  :  j°que  l'équa- 
tion en  A  aitelïectivement/iracines;  2°queles  équations  (y) 
soient  compatibles  5  3°  que  l'on  puisse  effectivement 
choisir  arbitrairement  B,,B2,...,  c'est-à-dire  que  les 
^(yr'îYsv,  •  •  •)  lie  soient  pas  identiquement  nuls;  4"  que 
la  substitution  (  i  )  soit  réversible,  c'est-à-dire  que  les  y 
puissent  se  calculer  en  fonction  des  x,  c'est-à-dire  que  les 
fonctions  transformées  (9)  et  (10)  soient  comme  les 
proposées  des  fonctions  de  11  variables,  ce  que  nous  sup- 
poserons; cela  revient  à  admettre  que  les  fonctionsyet  i; 
ont  des  discriminants  différents  de  zéro,  et  nous  l'admet- 
trons effectivement  jusqu'à  nouvel  ordre. 

DÉMONSTUATION    d'uN    LEMME. 

Si  l' équntion  A  i:-^  o  admet  pour  racine  simple  la 
quantité  A,  les  mineurs  de  A  ne  seront  pas  tous  nuls  et 
la  quantité  g  [^.^i,  y,,  .  .  .  )  sera  différente  de  zéro  ;  si,  au 
contraire,  les  mineurs  de  A  n  étant  pas  tous  ?iuls,  A  =  o 
admet  \  pour  racine  double,  on  aura   nécessairement 

or(^'        V,  )    '■ 0 

D'abord,  si  les  mineurs  de  A  sont  tous  nuls,  comme 

dk  da,y    '•" 

-^sera  nul  et  A  =  o  aura  A  pour  racine  double  au  moins . 
Si  tous  les  mineurs  de  A  ne  sont  pas  nuls,  on  a,  en 
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vertu  des  équations  (7), 

dA  dA 

'' dctij  dai,j 

dA   _        dA 
"^^d^-^^^d^' 
et  par  suite 

Or  on  a,  en  vertu  d'un  théorème  connu, 

d-A       _    dA      dA  dA      dA 

daj,jdaiq'~  dctpj  da,-^       dopq  da,y  ' 

et,  comme  A  ::^  o, 

dA      dA    _     dA      dA 
dupj  dciiq  ~  dcf/,,,  dûij 

L'équation  (12)  devient  alors 

/  dA  Y_  dA      dA 


doijj  -^  daij  duj,,/ 

or,  puisque  tous  les  mineurs  de  A  ne  sont  pas  nuls,  on 

dA  ^  , 

peut  supposer  -j —  ^  o,  et  alors  on  a 

(lA  dA 

'^''^^''d^/"^'''''(\a^/ 
on  en  conclut 


dA^  Y  /  _  V  _^  / 


dA   V  .  V    dA 

d( 
OU  bien 

dA  r/A 

Donc  ^  ne  s'annule  que  si  -rr-'  Y'  ^'^  Tv  ^'^^^*'  ^^^^'  Done 

enfin,  si  la  racine  X  n'est  pas  racine  double  de  A  =  0, 
g  ne  s'annulera  que  si  v,  ou  y/  sont  nuls.  Supposons 
Y^=  05  le  système  (7)  se  réduit  en  supprimant  la  y"'""' 
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ligne  à  un  système  de  n  —  i  écjuations  homogènes  à  n  —  i 
inconnues  dont  le  déterminant  n'est  pas  nul,  car  il  est 

égal  à      '—•  Donc  il  faut  que  Yi,y2  7  •  •  ♦  i  y«  soient  tous 

nuls,  ce  qui  est  absurde,  puisque  A  =  o  ;  donc  y^  ne  sau- 
rait être  nul,  donc  y,  pour  la  même  raison  ne  l'est  pas 
non  plus;  donc  enfin,  si  \  n'est  pas  racine  multiple  de 
A  •=  G,  g"  ne  saurait  être  nul. 

Ces  conclusions  tombent  en  défaut  quand  tous  les 
mineurs  de  A  s'annulent.  Pour  discuter  ce  cas  spécial, 
imaginons  c|ue  les  coefficients  a^t  de  la  fonction  y  de- 
viennent variables  et  que,  pour  des  valeurs  particulières 
de  ces  coefficients,  les  mineurs  de  A  s'annulent  sans  que 
les  mineurs  du  second  ordre  passent  tous  par  zéro.  Dif- 
férentions  l'équation  (i3)  ;  on  aura,  en  observant  que  g 
ne  contient  pas  les  ui^i. 

Si  -T7~r  n'est  pas  nul,  cette  formule  devient,  en  suppo- 
rt a- 


r=0, 

d-^A       .  dK\ 


sant  -rr  3=  o, 
«A 


11  est  facile  de  prouver  que  o).  n'est  pas  nul,  il  en  résul- 
tera  que  g  ne  peut  s  annuler  que  si  -— -  ::^  o,  c  est-a- 
dire  que  si  )>  est  racine  triple  de  A  =  o.  En  eifet,  en  dif- 
férentiant  A  =  o,  on  a 


X  -4-  >  -. —  o«/,/==o. 


r/A..        V    dA 


Comme -;^  =  o,  -r-^  ^t:  o  .   Di fférentions   encore:    nous 


aurons 


r/A 
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rr-\ 

ir- 

-^'"^iri 

Zl 

Za 

formule  qui  se  réduit,  dans  nos  hypothèses,  à 

On  voit  que  o)v  non  seulement  n'est  pas  nul,  mais  en 
général    a  deux  valeurs  si  —j^  n'est   pas  nul;  quant  à 

\  -j — -— o<7/i7,  il  est  différent  de  zéro  pour  des  valeurs 

convenables  des  oa^i^  si  tous  les  mineurs  du  second  ordre 
de  A  ne  sont  pas  nuls,  comme  on  l'a  supposé. 

La  formule  (i4)  montre  que,  si  A  =  o  a  une  racine 
triple  sans  que  tous  les  mineurs  du  second  ordre  de  A  =  o 
soient  nuls,  g  sera  nul.  Le  cas  où  tous  ces  mineurs 
seraient  nuls  se  traitera  en  différentiant  (i4)  avec  la 
caractéristique  o,  et  ainsi  de  suite. 

DISCUSSION    DES    RÉSULTATS. 

Supposons  que  l'équation  A  n'ait  que  des  racines 
simples  finies  et  dillércntes  de  zéro.  Les  équations  (7) 
donneront  pour  cliaquc  valeur  de  \  des  valeurs  bien 
déterminées  de  ^'i  :  "'o  :  "'3  :  .  .  . .  Les  mineurs  de  A  n'étant 

pas  tous  nuls  et  -p-  étant  finis,  B,,  Bj,  . . .  pourront  être 

choisis  dillérents  de  zéro,  et  la  substitution  (i)  aura  tous 
ses  coefficients  bien  déterminés;  j'ajoute  qu'elle  sera 
réversible,  c'est-à-dire  que  son  déterminant  F  sera  dif- 
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férentdc  zéro,  c'est-à-dire  que  lesj^  scroïit  des  fonctions 
des  X.  En  eilet,  en  vertu  de  (3  his)  et  de  (4),  on  a 

^1(721'  T22)  •••5  72/()     sih-n^  Y227  ••-  Yi")---         ''1  ''•-••B„; 


mais,  B,,  Bo,  .  .  .  étant  dillérents  de  zéro,  il  faut  que  F 
lui-même  soit  dillérent  de  zéro.  c.    q.   f.   d. 

Je  suppose  que  'k  soit  racine  double  de  A  =  o.  En 
général,  la  réduction  dejei  g  à  des  sommes  de  carrés  ne 
pourra  plus  se  faire  parce  que,  ^  =^  B  étant  nul,  F  l'est 
aussi  ;  pour  parler  plus  exactement,  la  réduction  à  une 
somme  de  cai'rés  est  encore  possible,  mais  la  transfor- 
mation (i)  n'est  pas  réversible  et  elle  altère  la  nature  des 
fonctionsy  et  g. 

Cependant,  si  tous  les  mineurs  de  A  =  o  étaient  nuls, 
^  =  B  ne  serait  plus  forcément  nul  et  la  transformation, 
loin  de  ne  plus  être  possible,  pourrait  s'effectuer  d'une 
infinité  de  manières,  puisque  les  équations  (  j),  se  rédui- 
sant k  n  —  1  distinctes,  fourniraient  une  infinité  de  sys- 
tèmes admissibles  pour  les  quantités  yi  I  yo  I La  valeur 

)v  double  étant  connue,  on  pourra  disposer  de  ces  systèmes 
de  manière  à  satisfaire  à  (2)  et  (3). 

Si  l'équation  A  =  o  avait  une  racine  triple,  la  réduc- 
tion à  des  sommes  de  carrés  redeviendrait  impossible,  à 
moins  que  tous  les  mineurs  du  troisième  ordre  de  A  ne 
fussent  nuls,  et  ainsi  de  suite. 

Maintenant  supposons  que  l'équation  A  =  o  ait  une 
racine  nulle  5  f  aura  son  discriminant  nul  et  sera  une 
fonction  de  /z  —  i  variables  seulement,  de  sorte  qu'un 
carré  devra  disparaître  de  l'expression  de  y.  C'est  ce  qui 
aura  lieu  par  l'application  de  la  métliode  expliquée  plus 
haut.  Le  cas  où  A  :=  o  aurait  une  racine  infinie  sans  avoir 
de  racine  nulle  pourra  être  évité  en  considérant  la  fonc- 
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lion  ^  —  ^'f'<^  la  place  de  / — "h g.  Enfin  le  cas  où  A  =:  o 
aurait  à  la  fois  une  racine  nulle  et  une  racine  infinie 
sera  le  seul  qui  échappera  ;i  notre  méthode  5  mais,  dans 
ce  cas,  f  gX.  g  sont  tous  deux  des  fonctions  de  n  —  i 
variables  au  plus  et  c'est  alors  sur  ces  variables  réduites 
à  leur  minimum  qu'il  conviendra  d'appliquer  la  méthode 
exposée. 

En  résumé  : 

Etant  donnes  deux  polynômes  liomogcnes  du  second 
degré  f  et  g  an  variables,  on  pourra  toujours  les 
transformer  en  des  sommes  de  carrés  au  moyen  d'une 
substitution  linéaire  réversible,  à  la  condition  que  le 
discriminant  de  f —  ).g',  égalé  à  zéro,  Ji  ait  que  des 
racines  simples,  ou  que,  s'il  a  des  racines  multiples,  à 
chaque  racine  d'ordre  m  correspondent  des  nnneurs 
d' ordre  m —  i ,  du  discriminant  de  f —  h  g,  tous  nuls. 

Maintenant  considérons  les  formes  réduites  àc/al  §■, 
et  supposons  les  coefficients  de  ces  deux  fonctions  réels; 
l'équation  A=  o  n'aura  pas  en  général  toutes  ses  racines 
réelles,  de  sorte  que,  l'une  des  formes  réduites  étant  à 
coefficients  réels,  l'autre  ne  sera  pas  nécessairement  à 
coefficients  réels;  la  substitution  !i)  elle-même  pourra 
fort  bien  n'être  pas  réelle.  Il  importe  cependant  de 
discerner  les  cas  dans  lesquels  on  aura  affaire  à  des 
substitutions  réelles;  or  la  forme  particulière  de  la  fonc- 
tion A  permet  de  compter  a  priori  et  assez  facilement  le 
nombre  des  racines  réelles  de  A  =  o.  On  a,  en  elïet. 

A^.\  (lA  <lA  flA      Y^ 

da„„drt„_i,„_i  ~  df?„„  ilr/„_,.„_i       \drt„_,,„  / 

ou,  en  appelant  A,  ce  que  devient  A  quand  on  supprime 
la   dernière  ligne   et  la   dernière  colonne,   Ao  ce  qui! 
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devient  quand  ou  supprime  les  deux  dernières  lignes  et 
les  deux  dernières  colonnes,  etc., 

(lA                 /       flA 
A  A,  =  A , 

On  aurait  des  relations  analogues  entre  A),  A2,  A;j,  entre 
Ao,  A3,  A4,  etc.,  et  l'on  voit  que,  si  A,  s'annule,  A  et  Ao  se- 
ront de  signes  contraires.  En  général,  si  A,  s'annule,  A/_(., 
et  A/_i  seront  de  signes  contraires.  Cette  règle  n'est 
malheureusement  pas  sans  exception,  et,  A,  s'annulant 

dA  ,  .  4  i       '  1 

SI  "i est  nul,  on  voit  que  A  ou  A.,  s  annulera  aussi. 

d«„,„-i  ^ 

Quoi  qu'il  en  soit,  les  cas  où  la  remarque  faite  tomberait 
en  défaut  seront  exceptionnels,  et  quand  A,  A,,  Ao,  . . . 
seront  tels  que  pour  X  =:  -+-  ce  et  —  co  ils  ne  présentent 
que  des  variations  dans  un  cas,  et  que  des  permanences 
dans  l'autre,  A  =  o  aura  toutes  ses  racines  réelles. 

L'équation  A  =  o  aura  toutes  ses  racines  réelles  lorsque 
l'une  des  fonctions  f^  g  sera  une  somme  de  carrés  tous 
positifs  ou  tous  négatifs.  En  effet,  les  racines  de  A  =  o 
ne  changent  pas  par  une  substitution  orthogonale  rame- 
nant y  seul  à  une  somme  de  carrés 

Aj  .37  j  -f-  A2  .2?2  ~^~  •  •  ■  ~^  A/;  iZ'^'J . 

Tous  ces  carrés  étant  censés  positifs,  on  peut  faire  la  sub- 

stitution  X,  ^=^  —=  5  x>^  =  -jz=  5  •  •  •;  alors  la  substitution 

V/A,       ;       V^A2    ^ 
qui  ramènera  à  la  fois  J"  cl  g  à  des  sommes  de    carrés 
aura  pour  équation  A  =^  o  une  équation  de  la  forme 


^1- 

/, 

b,. 

..   b, 

/-'. 

ho,— 

À 

..    b. 

laquelle  a,  comme  l'on  sait,  toutes  ses  racines  réelles. 
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i:^TERPIlÉTATIOJN"    GÉOMÉTRIQUE. 

Pour  faire  une  application  géométrique  des  principes 
précédents,  supposons  que  f=^  o  el  g  -—=o  représentent 
deux  surfaces  du  second  ordre  ;  les  coefficients  de  J  et  g 
seront  supposés  réels.  Dire  que  l'on  peut  ramener  y  et  g 
à  des  sommes  de  carrés  par  une  même  substitution  li- 
néaire, c'est  dire  que  deux  surfaces  du  second  ordre  ont 
un  tétraèdre  autopolaire  commun.  Les  tJiéorèmes  établis 
plus  baut  s'interprètent  donc  ainsi  : 

Deux  sui'faces  du  second  ordre  f/iii  ne  se  touchent 
pas,  car  alors  on  ri  a  pas  à  la  fois 

ont  toujours  un  tctracdre  autopolaire  commun. 

Deux  surfaces  du  second  ordre  qui  se  touchent  en  un 
seul  point  n'ont  pas  de  tétraèdre  autopolaire  commun. 

Deux  suî'faces  du  second  ordre  qui  ont  un  double 
contact  ont  une  injlnité  de  tétraèdres  autopolaires 
commujis . 

Deux  surfaces  circonscrites  n'ont  pas  de  tétraèdres 
autopolaires  communs . 

QUESTION  . 


1356.  Il  y  a  deux  cubiques  passant  par  buit  points 
donnés  et  tangentes  à  une  droite  menée  par  l'un  de  ces 
points.  (E.  (t.,  ancien  élève  du  Ijcée  de  lleims.  ) 

1357.  ABC  étant  un  triangle  donné,  on  joint  ses  som- 
mets à  un  point  O  de  son  plan  par  des  lignes  droites 
qui  détermineut  sur  les  côtés  du  triangle  six  segments  : 
trouver  le  lieu  du  point  O  pour  lequel  le  produit  de 
trois  segments  non  consécutifs  est  constant.    (  B.vubauiiv.) 
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SUR  LA  DÉTERni\\TIO\  D'l].\E  LIMITE  SIPÉRIEIRE 
DES  RACINES  D'UNE  ÉQUATION  5 

Par  m.  g.  GANDÉZE, 

Élève   de  l'École   Polytechnique. 


1.  La  règle  de  Maclaurin,  ou  mieux  encore  celle  de 
Lagrange,  donne  immédiatement  une  limite  qui  ne  dé- 
pend que  du  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  a:, 
du  rang  du  premier  terme  négatif  et  de  la  valeur  absolue 
du  plus  grand  coefficient  négatif,  mais  nullement  de  la 
place  de  ce  dernier 5  il  est  évident  cependant  que  son 
rang  doit  avoir  une  importance  souvent  fort  grande  :  pai- 
exemple,  la  plus  grande  racine  de  l'équation 


^'^  — ^  1 00  .r*  —  1 1=  o 

est  supérieure  à  100,  tandis  que  la  plus  grande  racine 
de  l'équation 

CC^  —  J7^  —  I  00  ^  O 

est  inférieure  à  3,  bien  que  la  règle  de  Maclaurin  donne 
la  même  limite  pour  les  deux  équations. 

Je  me  propose  de  donner  une  limite  qui  fasse  inter- 
venir le  rang  du  terme  négatif  dont  le  coefficient  est  le 
plus  grand  en  valeur  absolue. 

Considérons  une  équation  telle  que  le  coefficient  de  la 
plus  haute  puissance  de  x  soit  le  plus  grand  en  valeur 
absolue;  une  telle  équation  admet  2  comme  limite  supé- 
rieure des  racines.  En  edet,  soit  Aq  le  coefficient  consi- 
déré 5  si  le  polynôme 

(i)  Aoa^'"-Ao^'"-i-...-Ao 

est  positif  pour  une  certaine  valeur  de  x,  le  polynôme 

.4>in.  de   M(Ulicniat.,  i"  série,  t.  XX.  (Février  iS8i.)  4 


(  5o) 
proposé 

(2)  Ao.r'»-w  A,.r"'-'4-.  .  .+  Â,„ 

le  sera  eertainement.  Or  2  est  une  limite  supérieure 
pour  le  polynôme  (i)  :  donc  2  est  aussi  une  limite  supé- 
rieure pour  le   polynôme   (2). 

Remarquons  d'ailleurs  qu'on  peut  obtenir  une  limite 
plus  petite  que  2  en  appliquant,  par  exemple,  la  méthode 
de  Maclaurin,  ou  telle  autre  que  l'on  voudra. 

Cela  posé,  considérons  une  équation  entière  quel- 
conque 5  formons  l'équation  qui  admet  pour  racines  les 
racines  de  la  première,  divisées  par  p.  Si  l'équation  pro- 
posée est 

Ao  œ'"  -K  Al  ^'"-1  -t-  .  .  .  H-  km  —  o, 

la  transformée  sera 

/y"A„^'«  +  /j'"-iAia-'«-i  +  . . .  + A,„=o, 

et  l'on  peut  toujours  choisir  p  de  telle  sorte  que  le  coef- 
iicient  K^p"^  soit  le  plus  grand  en  valeur  absolue.  Pour 
cela,  on  comparera  tous  les  termes  au  premier,  et  l'on 
verra  quelles  sont  les  valeurs  à  donner  à  /;  pour  que  A^p'" 
soit  plus  grand  que  chacun  d'eux  :  la  plus  grande  valeur 
de  p  sera  une  valeur  cherchée. 

Si  nous  formons  les  coelïicients  successifs,  nous  pour- 
rons appliquer  une  des  règles  connues;  mais,  si  nous 
voulons  opérer  plus  rapidement,  nous  pourrons  prendre 
2  comme  limite  supérieure  :  alors  une  limite  pour  l'équa- 
tion proposée  sera  certainement  2/;,  ou  plus  générale- 
ment, si  nous  avons  trouvé  /  comme  limite  de  la  trans- 
lbrmé(;,  une  limite  supérieure  de  la  proposée  sera 
certainement  /p. 

Cette  limite  est,  en  général,  beaucoup  plus  avantageuse 
que  la  limite'  de  Maclaurin  ou  de  Lagrange,  à  moins  que  le 
plus  grand  coeflicient  négatif  ne  soit  le  pï'cmier  des  coef- 


(  ^>'  ) 

ficienls  négatifs  5  dans  ce  cas,  il  est  préférable  d'appli- 
quer une  autre  méthode. 

Considérons,  par  exemple,  l'équation 

.2'^  H-  2  ^'^  —  2  ^^  4-  6  J7^  ^ — -80  .Z-'* 

H- 100 .7-' — 4oo^^H- i5.r  +  3o  :=  o; 
la  règle  de  Lagrange  donne 

I  H-  v^'-ioo  =  21. 

Formons  la  transformée  :  pour  />=3,  on  voit  facilement 
que  le  premier  coefficient  est  le  plus  grand  ^  donc  6  est 
luie  limite  supérieure  des  racines.  Si  nous  voulions  cal- 
culer les  coelïicients,  on  pourrait,  en  appliquant  à  la 
transformée  une  des  méthodes  connues,  trouver  une  li- 
mite inférieure  à  2,  par  suite  pour  la  proposée  une  limite 
inférieure  à  6,  mais  le  calcul  serait  alors  plus  long. 

2.  On  peut  encore  employer  un  procédé  du  même 
genre  pour  rendie  la  méthode  de  Maclaurin  plus  avan- 
tageuse. Changeons  x  en  /;}■  et  déterminons  p  de  façon 
que  le  plus  grand  des  coefficients  négatifs  soit  le  plus 
grand  des  coefficients  de  même  signe;  en  appliquant 
à  l'équation  transformée  la  .méthode  de  Maclaurin  ou 
celle  de  Lagrange,  on  obtiendra  une  limite  qui,  mul- 
tipliée par  /;,  donnera  une  limite  de  la  proposée. 

11  est  plus  avantageux  d'opérer  ainsi  lorsqu'onne  veut 
pas  se  contenter  de  2  comme  limite  dans  la  méthode 
précédente  et  qu'on  veut  appliquer  à  la  transformée  une 
des  méthodes  connues. 

3.  On  peut,  en  appliquant  toujours  ce  mode  de  trans- 
formation de  X  en  />7  ,  trouver  d'autres  limites  plus  ou 
moins  avantageuses,  suivant  les  cas,  mais  ])lus  compli- 
quées. Par  exemple,  on  pourrait  encore,  en  remarquaiil 


(  '^2  ) 

qu'une  équation  qui  a  q  termes  négatils  admet  i  comme 
limite  supérieure  lorsque  le  premier  terme  est  au  moins 
égal  à  la  somme  des  coefficients  négatifs  (a  fortiori  à 
q  fois  le  plus  grand  terme  négatif),  rendre  le  premier  coef- 
ficient plus  grand  que  la  somme  des  coefficients  néga- 
tifs ou  que  q  fois  le  plus  grand  dans  l'équation  trans- 
formée -,  si  pour  cela  il  faut  changer  x  en  py^  p  est  une 
limite  supérieure.  Si  nous  appliquons  cette  méthode  à 
l'exemple  précité,  on  voit  que  3  est  une  limite  supé- 
rieure. 

4.  On  peut  à  la  fois  tenir  compte  du  rang  du  plus  grand 
coefficient  négatif  et  du  nombre  des  termes  négatifs  de 
la  façon  suivante  : 

Considérons  une  équation 

AoJ:-'"-H  A,j?"'-'  +  .  .  .-=0. 

Multiplions  par  p  le  premier  membre  de  l'équation, 
p  étant  le  nombre  des  termes  négatifs  5  ce  premier 
membre  est  la  somme  des  termes  positifs  différents  du 
premier,  plus  le  premier  diminué  de  la  somme  des 
termes  négatifs.  Si  nous  rendons  cette  dernière  partie 
positive  en  substituant  un  nombre  «,  ce  nombre  a  sera 
une  limite  supérieure  pour  le  polynôme  proposé.  Or  le 
premier  ternie  est  maintenant  pKoX'"^  et  la  partie  du 
polynôme  que  nous  voulons  rendre  positive  peut  être 
considérée  comme  la  somme  des  premiers  membres  de 
p  équations  binômes  dont  le  premier  terme  serait  AqO:"* 
et  le  second  terme  un  des  termes  négatifs  du  polynôme 
multiplié  par  p.  La  plus  grande  des  racines  de  ces  équa- 
tions sera  une  limite  pour  le  polynôme. 

Pour  avoir  celte  limite,  on  opérera  donc  de  la  façon  sui- 
vante. On  considérera  un  terme  négatif  du  polynôme,  soit 


(  53  ) 

—  Kg  x'"-"'^  \  4  /  ^  sera  la   racine  .d'une  des   équations 

binômes  dont  nous  venons  d(;  parler;  la  plus  grande  va- 
leur que  prendra  cette  quantité,  lorsque  l'on  considérera 
successivement  tous  les  termes  négatifs,  sera  une  limite 
pour  le  polynôme. 


SIU  LA  DÉTEUMINATION  M  CERCLE  0SC11L4TEIR 
mm  COIRBE  A  DOUBLE  COIIIIBURE; 

Pau  m.  E.  IIUNYADY, 

Professeur  à  l'Ecole  polytechnique  de  Budapest. 


En  désignant  par  .r,  7',  "  les  coordonnées  orthogonales 
d'un  point  d'une  courbe  à  double  courbure,  par  a,  [3,  y 
et  ;•  les  coordonnées  du  centre  et  le  rayon  du  cercle  os- 
culateur  ^  en  outre,  considérante,  7  ,  z  comme  les  fonc- 
tions d'un  paramètre  variable  £,  il  est  bien  connu  cjue 
le  cercle  osculateur  de  la  courbe  au  point  .r,  j)',  z  est 
déterminé  par  les  équations  suivantes  : 

(I)  {X-  a)^+  (  r  -  p)^H-  (^  -  ^iY=  r\ 

{bc'  —  b'c){a-  —  a)  -^  {ca'  —  c'a){v  —  '^) 
\  ^i^ab'-a'b){z  —  ^i)-=o, 

en  posant,  pour  abréger, 

dx dy 

(3) 


dt  ~  "'       dt  ""  ^'       dt  '"  ""' 


d-x ,       d-y .,      d' z 


(  ^^\  ) 

On  sait  que  la  résoJuliuii  du  problème  en  question  dé- 
pend essentiellement  de  la  résolution  des  équations  (  a), 
linéaires  en  x  —  a,  y-  —  ^i,  z  —  y.  C'est  la  résolution  du 
système  mentionné  à  laquelle  je  prends  la  liberté  de 
vouer  ces  lignes. 

En  tirant  la  valeur  de  x — -a  des  équations  (2),  on 
trouve,  par  la  voie  du  calcul  des  déterminants,  que 

a  b  c  \ 

a'  b'  c'  '{x~%) 

bc' — b'c     ca'  —  c'a     ab'-^a'b  \ 

dsy     ca'—c'a     ab'—a'b  \ 
dt)  b  c  \ 

Pour  transformer  la  valeur  de  x  —  a  exprimée  par 
cette  équation,  multiplions  cette  équation  par  la  sui- 
vante : 

a      b      c    \ 


b      c 
b'     c' 


a'     b'     c'  h= 

I        o       o    j 

Le  résultat  de  la  multiplication  sera 

a"'  -\-  b-  -f-  c-        aa'  -\-  bb'  -i-  ce'  a 

aa'  -+-  bb'  +  ce'      a'''  4-  b'''  -\-  c'^  a' 

o  o  bc'  —  b'c  I 

~a{bc'—b'c)     —a'{bc'—b'c) 

ds  d-s  , 

aa 


(J7  — a) 


ds  d'-s 
dt  ~dt' 


Eu  chassant  le  facteur  commun  [hc  —  Z»'c)  dans  cette 
équation  et  en  remarquant  que,  d'après  les  notations  (3), 
on  a 


f/«'-h  bb'  ^  cc'^=^ 


dsy 

dt)  ' 

ds  d^s 

di  dt'' 


(  ^^  ) 

en  outre  que  le  détenninanl  à  droite,  abstraction  faite 
du  facteur  hd — h'c,  se  laisse  transformer  dans  le  sui- 
vant 

I     —  a        —  a' 

/'d.sV^     ds  d^s 
I   \dt)       d't  'dX'- 

on  aura,  pour  la  détermination  de  la  valeur  de  x  —  a, 


du 

~dt^ 

ds  d'S 

dt  It^ 


ds  d'^s 
It  'dt'' 


^^-^)"-=(É 


a 

a' 

ds 
dt 

cPs 
'dV' 

d'où  l'on  tire  facilement  la  valeur  de  x  —  a.  On  obtient 
les  valeurs  de  j^ —  [i,  z  —  y  par  une  voie  analogue,  et 
enfin  la  valeur  de  /•  par  l'équation  (i). 


SOLITION  D'IIVE  QUESTION  DE  LICENCE 

(faculté    de    LILLE.    —    NOVEMBRE    1878); 

Par  m.  E.  FAUQUEMBERGUE, 

Maître  répétiteur   au    lycée   de    Saint-Quentin. 


Une  surface  de  révolution  autour  de  l'axe  des  ~,  en 
coordonnées  rectangulaires,  est  déjinie  par  l'équation 
z=f(r]^  r  étant  la  distajice  d' un  point  de  la  surface 
à  V axe  de  rotation  :  trouver  l'équation  différentielle 
en  coordonnées  polaires  des  projections  sur  le  plan  xj 
des  courbes  tracées  sur  cette  surface,  et  qui  jouissent 
de  la  propriété  que  le  plan  osculateur  en  chacun  des 
points  de  l'une  d'elles  comprenne  la  normale  à  la  sur- 
face au  même  point;  prendre  r  pour  variable  indé- 
pendante. 


(  56) 
Le  plan  oscillateur  en  un  point  (x,  j  ,  z)  d'une  courbe 
a  pour  équation 

A(X  — x)  +  B(Y- v)-f-C(Z-5)=:o, 

en  posant 

A  ■=  dr  d-  z  —  dz  d'^j, 

B  =  G?^  d'^x  —  dx  d^z, 
C  ■:=  dx  d^Y  —  dy  d^  x. 

Les  équations  de  la  normale  à  la  surface  au  même 
point  sont 

X  —  X  -\ — ^  CL  —  ^  )  ^:  o, 
dx 

Y-/+|(Z---)  =  o. 

La  normale  sera  dans  le  plan  osculateur  si  l'on  a 

A^+B^-C  =  o. 
dx  dy 


X 

=:rcosO,     j=:/sinO, 

dx 
dr 

:=cos6  —  rsinb  -,-, 
dr 

d^x               .    „^6                   r/e2 

-7--  =  —  2  sm6  -j /•  cosO  —— 

dr^                      dr                  dr- 

dr- 

dy 
dr 

7=:  sm6  +  /•cos6  -7  j 
dr 

d^V                  ^dO            .      d^-^ 

-r^  -=^     2  cos 0  -r /•  sin  6  -,— 

dr^                      dr                 dr^ 

^d-'O 
4-rcos6-^- 

d^z  /  .    ^  ^  rf6\ 

A  z=i       -y- -    sin  0  +  /•  cos  0  -7- 
dr^  \  drj 

dzf'  rlO  .    ^d%'-  .d-'b\ 

7-2  cos6  -, /•  sin 0  -j— ,  +  /•  cos6  — —    , 

dr  \  dr  dr^  dr^  J 

d^z  I  .       r/0  \ 

B-—  V^    cos6  — /-sinO  ^A 

dr^  \  dr  J 

dzl      .       dfi  db'  .       d'^\ 

-  dr  (^""^  ^,  +'-^«^«  ^^  -^'•^•"^  ^0' 

/       ,  ■    rdb\l'  .db  ■    .d^^  ^dH 

C  r=         cosO  —  /•  sinO  -—       2  cosO /•  sui6  -— ,  -t-  /'  cos8  -7-5 

\  dr  I  \  dr  dr^  dr^ 

f  •    .  .  db  \  I      .    ,  dr  ^db'  .    ^  d'b 

-+-     sin  0  4-  /•  cosO  -,     I    2  sinO  -,^  -f-  /•  cos6  -r—  -1-  /"  sm6  -7— 

dr  I  \  i/o  dr^  dr^ 


(  ^7  ) 

D'ailleurs, 

dz        dz  dr       dz        ,^ 

:7-  =  :>-  :y~  =  :r  ^^^^^' 

dx  dr  dx  dr 

dz  dz  dr  dz    . 

dv  dr  dy  dr 
Donc 

A -^  +B^  -G--=^(Acos6-hBsinO)-C. 
dx  dy  dr 

Mais 

A  cos6  +  B  sine  --^:f"{r)r  --  +f'{r)  (  2  ^.  +  '"  ^)' 

^     ^0  ,  dd^   ^     d^ 

dr  dr-'    '       dr'^ 

L'équation  différentielle  des  courbes  est  donc 

/'ir)/"ir)r^_ 


dr  dr'''  dr'^ 


ou 


rl^-^.r(r)^^ 


-A^+f'Hr)\-r/\r)f"{r)  j  f^_  +  r^-  ^,  =0. 


SOLUTION  DINE  QUESTION  D'ANALYSE  PROPOSÉE 
AU  CONCOURS  D'AGRÉGATION  DE  1879; 

Par  m.  p.  BARBARIN, 
Professeur   au    lycée    de    Nice. 


On  donne  un  ellipsoïde  et,  sur  cette  surface,   deux 
points  diamétralement   opposés  A  et  B:,  on  joint    les 


(  '^^  ) 

points  A  et  B  à  un  point  variable  m  de  V ellipsoïde  : 
1°  trouver  ujie  surface  S  telle  que  le  plan  tangent  au 
pointai,  où  elle  est  rencontrée  par  la  droite  A  m,  soit 
parallèle  à  la  droite  B/n;  2°  trouver  sur  cette  surface 
une  courbe  telle  que  la  tangente  en  chaque  point  M  de 
cette  courbe  et  V  intersection  du  plan  tangent  à  la  sur- 
face en  M  avec  le  plan  qui  passe  par  ce  point  M  et  par 
le  diamètre  AB  soient  deux  tangentes  conjuguées  par 
rapport  à  la  surface. 

1°  L'ellipsoïde,  rapporté  à  la  droite  AB  comme  axe 
des  X  et  à  deux  diamètres  conjugués  Oj,  Oz  du  plan 
conjugué  à  Ox,  a  pour  équation 

a^         b'        c 

Si  X,,  j), ,  z^  sont  les  coordonnées  du  point  va- 
riable m,  on  a  donc  la  relation 

(ï)  ^  +  tI  +  4=i- 

^  a^         b'         C 

Soient  X,  j> ,  z  les  coordonnées  du  point  M  de  la  sur- 
face S.  Puisqu'il  se  trouve  sur  A  m,  on  a  les  égalités 

X  —  a        y         z 

(2)  —  _  —  _. 

x^  —  «        .>  1         ~-\ 

Enfin  le  plan  tangent  au  point  M  à  la  surface  S  a  pour 
équation 

Z-^=/,(X-a:)+7(Y-r), 

en  désignant  par /^,  y  les  dérivées  partielles  -— ,  '    ,-;•  Or 
il  doit  être  parallèle  à  la  droite  Bm^  par  conséquent 

(3)  />(.r,  Ha)H-7/,  —  ^1  — o. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  éliminerx,,  j,,  z,  entre  les  équa- 
tions (1),  (2),  (3  ). 


(  h  ) 

Les  équalions  (:>. )  donnent  facilement 

X  —  a  y  z  p{j^  —  a)-]-r/y 


d'où 


y 


—  2ap 

p{.r  —  a) 


fi- 


—  ipy 


p{x 


—  2pz 


p{x  —  a)-\-qy  —  z 

Je  substitue  ces   valeurs  de  x,,  7, ,  3,    dans  l'équa- 
tion (i)  et  j'ai,  en  réduisant, 

7^       £^\  _  {.r  —  aMqy  —  z\ 
b'^         C'  /  a'- 

Or,  sur  la  surface  cherchée,  p  n'est. pas  nul,  car,  s'il 
l'était,  cette  surface  serait  un  cylindre  ayant  ses  géné- 
ratrices parallèles  à  AR.  Son  plan  tangent  au  point  M  ne 
serait  donc  autre  que  le  plan  AmB,  et  la  surface  serait 
ce  plan  lui-même  \  or  ce  plan  est  quelconque  :  donc  tous 
les  points  de  l'espace  jouiraient  de  la  propriété  des 
points  M.  Nous  excluons  cette  hypothèse  en  supposant 
p^o\  il  reste  donc  l'équation 


{x  —  a\{qy  —  ^) 


o, 


ou 


4)    P 


y 
9- 


q— 


{x  —  a')}'        {x  —  cL)z 


(|ui  est  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  la  surface  S. 
Pour  l'intégrer,  je  résoudrai  le  système 

dx  (Iv  dz 


y" 


dy 

{x  —  a)y 


{x  —  a) . 


(   <^o  ) 
qui  donne  successivement 


7    ~^ 


ou     y=:Cz, 


et 


ou  enfin 


a'^  \  b^-        c^ 


1"  +  7^  —  ^1- 


(5) 


L'équation  générale  de  la  surface  S  est  donc 

(.v  —  aY    ,     Y-    ,    -'       y' 


b'- 


^=-  o. 


La  génération  de  cette  surface  est  fort  simple  5  elle  est 
produite,  en  effet,  par  des  ellipses  qui  sont  les  intersec- 
tions de  plans  conduits  suivant  AB  avec  des  ellipsoïdes 
liomotliétiques  au  proposé  et  ayant  le  point  A  pour 
centre. 

Solution  géomëLrique.  —  Des  considérations  géomé- 
triques extrêmement  simples  permettent  de  conclure 
immédiatement  ce  résultat.  En  effet,  dans  l'ellipse  sui- 
vant laquelle  le  plan  A//fB  coupe  l'ellipsoïde  proposé,  les 
cordes  A/?/,  Bm  sont  conjuguées.  La  tangente  à  la  section 
de  la  surface  S  par  ce  même  plan  est  MT,  parallèle  à  B m,  et 
par  conséquent  aussi  conjuguée  de  la  direction  AM  \  cette 
tangente  est  la  même  que  celle  de  l'ellipse  qui  a  A  pour 
centre  et  est  homotliétique  de  l'ellipse  AmB-,  donc  cette 
ellipse  est  la  section  de  la  surface  par  le  plan  Amlî. 

En  particulier,  tous  les  ellipsoïdes  liomotliétiques  au 
proposé  et  ayant  A  pour  centre  rentrent  dans  la  caté- 
gorie des  surfaces  S  ainsi  engendrées. 


(r>,  ) 

2°  L'intersccliou  du  plan  tangent  à  la  surface  en  IM 
avec  le  plan  AMlî  n'est  autre  chose  que  la  tangente  au 
point  M  à  l'ellipse  génératrice  du  plan  AM13.  Ses  équa- 
tions sont 

Z-^=/>(X-^)+7(Y-j),     -^  =  ^ 

ou 

X  —  a^  _Y  —  ,r_Z-^ 

z  —  qy~    py     ~'    pz    ' 

Celles  de  la  tangente  à  la   courbe  cherchée  au  point  ]M 

sont 

X— ^Y  —  rZ  —  ^ 

dx  dy  dz 

Ces  deux  droites  doivent  être  des  tangentes  conjuguées, 
c'est-à-dire  être  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  de 
l'indicatrice  au  point  ]M. 

Au  voisinage  du  point  M,  le  Z  de  la  surface  S  peut  se 
développer,  d'après  le  théorème  de  Tajlor  étendu  aux 
fonctions  de  deux  variables,  en  série  ordormée  suivant  les 
puissances  croissantes  des  accroissements  X  —  a:,  Y  —  y 
des  variables  x,  j\  ainsi 


7^[k^^^ 


xf 


d^  r  d'  - 

4-  2  -^  (X  -  ^)(Y  -y)  +  ^(Y  -  yy 
dx  dy  "  dy- 

ou,  aux  infiniment  petits  du  troisième  ordre  près, 

Z  =  ^  +  />(X-^)  +  ^(Y-j) 

+  -^[/-(X-^)2-4-25(X-^)(Y-7)+i(Y-j)-^], 

en  posant,  suivant  l'usage, 

d-  z  d-  z  d~  z 

dx^         '     dxdy        '     ^iy- 


(  (h.  ) 

Uu  plan  parallèle  au  plan  tangent  au  point  M,  et  infi- 
niment voisin,  a  pour  équation 

Z  _  xr  -./>(X  -  jo)  -  q{Y-y)  =  E. 

Si  donc  on  élimine  Z  entre  ces  deux  dernières  équa- 
tions, on  a 

/•(X  —  œy-^  2s{X  —  x){Y—r)  4-  t{Y  —  ry-=2t, 

équation  qui  est  celle  de  la  projection  de  l'indicatrice  sur 
le  plan  jry. 

Or  les  projections  de  deux  diamètres  conjugués  d'une 
conique  sont  des  diamètres  conjugués  de  sa  projection; 
donc  il  doit  en  être  ainsi  pour  les  deux  tangentes  dont 
nous  nous  occupons,  ce  qui  nécessite  la  relation 

/      pr  dr\  pydy 

/•  -T-  5    —'- i-  :^    -i-  ^  -j—T^ — '■ T  —  o 

\  s  —  qv       dj.-  j         dx{z  —  qy) 

ou 

['•(-  —  qy)  ^psyyix  +  [s{z  —  qy)  +pty]dy  —  o. 

C'est  l'équation  dilîérentielle  qui  définit  la  courbe 
cherchée  sur  la  surface  S.  Cette  équation  peut  se  simpli- 
fier en  la  mettant  sous  la  forme 

(6)       {rd.r  -^  sdr) {  z  —  qy)  -}- py{sd.v  -f-  tdy)  ■=  o. 

Si,  en  eilét,  on  tient  compte  de  l'équation  (4)  et  qu'on 
élimine  z  —  qy  entre  elhîs,  on  a 

{rdx  -t-  sdy)  (^^  +  ^,  j  -  isdx  +  tdy)  ^— /  |  -■=  o. 

Si  l'on  suppose  yw  =  o,  l'équation  (4)  donne  z  —  qy=o 
ou  X — a:=:o.  Dans  le  premier  cas,  l'équation  (6)  est 
vérifiée  idenlicjuement  :  donc  les  courbes  déterminées 
par  les  équations 

p—  o,     z  —  qy  ---  o, 


(  C3  ) 

c'est-à-dire 

--^/(.r),     z  =  yF{.x), 

sont  des  solutions  singulières  de  la  question;  en  élimi- 
nant z,  on  a,  par  l'équation 

/(  ,-)  .■r.rF(.r). 

les  projections  de  ces  solutions  sur  le  plan  xOy. 

Dans  le  second  cas,  puisque  /dx  -+-  sdj  =  dp^  l'équa- 
tion (6)  est  aussi  vérifiée  :  donc  les  intersections  du  plan 
X —  rt  =  o  avec  les  cylindres  z  =zj'i^j)  parallèles  à  Ox 
sont  de  nouvelles  solutions  singulières.  En  écartant  ces 
deux  systèmes  et  divisant  par  p^  on  a 

(7)  O'dJo  +  sdY)U^_  +  i^  )  "  ^^^^-^  "+"  ^^-^'^  ^~^^  ^  ° 
ou  bien,  sous  forme  abrégée, 

/  Y'        -'  \   7         (.r---a)v  , 

hr-i  -f-  —    dp 5 — -  dq  —  o. 

Si,  dans  cette  équation,  on  suppose  z  remplacé  par  sa 
valeur  en  fonction  de  x  et  àe  j  tirée  de  l'équation  géné- 
rale de  la  surface  S 


{je  —  a)'        y- 

T. H  ~ 

a-  o- 


o. 


il  reste  une  équation  différentielle  linéaire  du  premier 

ordre  de  la  forme 

M<;/^-  +  Nf/r  =  o. 

L'intégration  de  cetle  équation  fait  connaître  la  pro- 
jection delà  courbe  cliercliée  sur  le  plan  xOy.  Cette  in- 
tégration n'est  possible  qu'autant  qu'on  particularisera 
la  forme  de  la  fonction  F. 

^dpplication.  —  Je  considère   en   particulier,   parmi 

les  surfaces  S,  les  ellipsoïdes  homotliétiques  au  proposé, 


64  ) 


et  ayant  A  pour  centre, 

(o^  —  aY 


>■ 


Dans  ces  surfaces,  on  a 


h. 


X  —  a        z 

o, 

c^  jc  —  a 

P-       a^       z 
c"-   V 

dp c"-  z—  [x  —  a)p 

dx  «■•'  z^ 

dp        dq  c-  —  7 

dy       dx  œ-  z'- 


d^h"'. 


{x  —  a)j, 


dq 


If- 


n.y 


-  +  ^ 

b-'z'\c''       b'' 


Si  nous  substituons  ces  valeurs  dans  l'équation  dilié- 
rentielle  (7),  mise  sous  la  forme 


(7') 


celle-ci  devient 


b^        C 


ï-^y] 


dx 


b' 


..      ■  X  —  Cl      1     j 


a-c^ 


(x  —  a)'         y- 

a'-  b'        c 


2    dx  —  o , 


c'est-à-dire 

dx  —  o,     ^  =  const. 

Les  courbes  cliercliées  sont  donc  les  intersections  des 
ellipsoïdes  homotlié tiques 

{x  —  aY         >f        î:  _  / 
a^  b-'        c'~  ' 


par  des  plans  parallèles  au  plan  j  Oj:; 


(  ^>^  ) 

Ce  résultat  est  facile  à  démontrer  géométriquement. 
En  effet,  soient  M  un  point  quelconque  de  la  surface  S 
et  AMC  la  section  de  cet  ellipsoïde  S  par  le  plan  A.MB  5  la 
tangente  ]MS  à  la  courbe  chercliéc  au  point  ]\I,  devant 
être  conjuguée  de  la  tangente  ]MT  à  la  conique  AMC  et 
étant  d'ailleurs  conjuguée  du  rayon  AM,  est  conjuguée 
au  plan  ATM,  et,  par  suite,  parallèle  au  diamètre  con- 
jugué de  ce  plan  5  elle  est  donc  située  dans  le  plan  dia- 
métral conjugué  de  AB,  qui  est  parallèle  kyOz^  et  par 
conséquent  est  elle-même  parallèle  au  plan  j  Oz.  La 
courbe  cherchée  est  donc  plane  et  consiste  en  l'inter- 
section de  l'ellipsoïde  S  par  un  plan  quelconque  parallèle 
au  plan  zOy. 


mmm  m  lv  qiestio^  proposée  e\  i879  poir  le 

CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECUMQIE5 

Par  m.  MORET-BLANG, 

Professeur  de  Mathémaliques  spéciales  au  lycée  du  Havre. 


On  doJine  une  conique  rapportée  à  ses  axes 

A+'%  =  ^' 

et.  un  point  M  sur  cette  conicfue  ;  par  les  extrémités  d' un 
diamètre  quelconque  de  la  courbe  et  le  point  M  on  fait 
passer  un  cercle  :  prouver  que  le  lieu  décrit  par  le 
centre  de  ce  cercle  est  une  conique  K  passant  par  l'ori- 
gine O  des  axes. 

Si  autour  du  point  O  on  fait  tourner  deux  droites 
rectangidaires,  elles  rencontrent  la  conique  K  en  deux 
points  :  prouver  que  le  lieu  des  points  de  rencontre  des 
tangentes  menées  en  ces  points  est   la  droite  perpen- 

Aiin.  de  Mathémat.,  1°  série,  t.  XX  (Février  i8Si).  5 


(  ^>^>  ) 

diculaire  au  segmeiU  OM  et  passant  par  Le  milieu  de 
ce  segine?it. 

Par  le  point  O  on  peut  mener,  indépendamment  de  la 
normale  quia  son  pied  au  pointO^  tj'ois  autres  normales 
à  la  conique  K  : 

1°  Dans  le  cas  particulier  oii  la  conique  donnée  est 
une  hypej'hole  équilatere  et  où  l'on  a  A  =  i  et^  =  —  i , 
montrer  (ju  une  seule  de  ces  normales  est  réelle  et  cal- 
culer les  coordonnées  de  son  jned . 

2°  Dans  le  cas  général,  trouver  l'équation  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  formé  par  les  pieds  de  ces  trois 
normales . 

Soient  Xq,  ro  les  coordonnées  du  point  M  et 

l'équation  d'un  diamètre  de  la  conique.  Celle  d'un  cercle 
passant  parles  extrémités  de  ce  diamètre  et  par  le  point 
IM  sera  de  la  forme 

en  remarquant  que  les  sécantes  communes  à  une  conique 
et  à  un  cercle  sont  également  inclinées  sur  les  axes  de  la 
conique. 

L'équation  développée  devient 

/  1  —  À7?r-  j  x^-  (  ^  +  X  jj^  —  À(  v'o4-m j?o) {j—mx)  —  o. 

La  condition  pour  qu'elle  représente  un  cercle  est 

I         I 

I        ^     '       '       ^        1-   •      ^       ^       1^ 

A  m-  r=— -T-A,      uou      k-=^ ; 

A  H  iH-m- 

léqualion  du  cercle  est  donc 


(^>7  ) 
Les  coordonnées  do  sou  cculre  soûl  déleriniuécs  par 
les  deux  équations 

^  (  X  ''"  "F  )  "^'  ~  (  i  ^  ^  )  '"  (.'''"  +  '"'^»)  =  O' 

Ajoulaut  à  la  première  la  seconde  multipliée  par  ///, 

on  a  ré(|uation 

^H-  7?î  r  =  o, 

qui  peut  remplacer  la  première,  et  qu'on  auraitpu  écrire 

a  priori,  car  elle  représente  la  perpendiculaire  élevée 

par  le  ])oiut  O  sur  le  diamètre  7  —  ///a:  =  o  de  la  conique, 

qui  est  une  corde  du  cercle. 

On  en  tire 

œ 
m^= ; 

y 

substituant  cette  valeur  dans  la  seconde  équation,  il 
vient 

ou 

(  I  )  A  .r^  +  B  r-  H [VoV  —  a:o.T)z=zo, 

équation  du  lieu  des  centres  des  cercles  :  c'(;st  une  conique 
passant  par  l'origine,  de  même  espèce  que  la  proposée, 
et  qui  lui  deviendrait  liomotliélique  en  la  faisant  tourner 
de  90". 

L'équation  du  système  de  deux  di'oites  rectangulaires 
menées  par  l'origine  étant 

y^  -+-  kxy  —  x'^o, 
1  équation 

A g 

(B  +  ),))--  +  XA-^j'4-  {,k  —  \)x--\ {y^y'  —  XQx)-=o 


(  68  ) 
sera  celle  d'une  conique  passant  par  l'intersection  de  la 
conique  K  et   du  s^stètnc  des    deux   droites.  On  peut 
déterminer  A  de  manière  que  cette  conique  se  réduise  à 
la  tangente  en  O  à  la  conique  K, 

et  à  une  seconde  droite  passant  par  l'intersection  des 
côtés  de  l'angle  droit  avec  cette  conique.  Il  faut  et  il 
suffit  pour  cela  que  l'ensemble  des  termes  du  second  degré 
soit  divisible  par  j  oj — JCoX,  c'est-à-dire  qu'on  ait 

(B H-  l)y- 4-  (  A  —  X) >^^  +  X kxf  —  (/„  r  —  J^-o^)  («7+  'n-^), 

d'où 

et  par  suite 

X  +  B                 X  — A 
n  = 7      m  = j 

X A-  —  ^^^~-'^).''"  _  (>-  +  B)^o 

B.z-^  +  A.r^ 


/'"(.Ko  — -^0  — ^'-^oru) 

k  n'entrant  que  dans  A,  on  peut  conserver  ),  comme  seul 
paramètre  variable, 

m^  +  n  y  =  (X  -  A)  —  +  (X  +  B)  ^  , 

et  l'équation  de  la  droite  cherchée  est 

.  /  œ        y  \      „  y        .   jc       A  —  B 

X h  —    4-  B A 1 —  o. 


.•^0        J'u/  J'o  "^o  -^ 

Elle  passe  par  le  point  fixe  déterminé  par  les  deux 
équations 

^4-  — =  0, 

^  y        .   X       A  — B 

B  i A 1 r=  o, 


(  <>9  ) 


doiiL  les  coordonnées  sont 
A  — B 


A  — B 


La  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la  conique  K  est 


A  — B 

2  A^, ^n 


R  A-B 

2BjiH -^— j-o 


A-B^ 

y  H —  (  jo  ji  —  ^0  .^^i  )  =  o. 


En  mettant  pour  .r,  ctj  i  leurs  valeurs,  il  vient,  réduc- 
tions faites, 

^0^  +.ro7 — ■—  =  o, 


équation  d'une  droite  perpendiculaire  sur  le  milieu  de 
OM,  et  qui  est  le  lieu  des  points  de  concours  des  tan- 
gentes menées  à  la  conique  K  par  les  points  où  elle  est 
rencontrée  par  les  côtés  d'un  angle  droit  pivotant  autoui- 
du  point  O.  Il  est  remarquable  que  ce  lieu  soit  indépen- 
dant des  axes  de  laconique  donnée  et  qu'il  reste  le  même 
pourvu  que  le  centre  O  et  le  point  M  restent  fixes. 

L'équation  de  la  normale  à  la  conique  K  au  point  (x,j') 
est 

Si  elle  passe  par  l'origine,  les  coordonnées  de  son  pied 
satisfont  à  l'équation 

4(  A  —  B)^;k  —  (  A  —  B)  (  jo^  +  ^0  r)  =  o 


ou 

(2) 


l^jrr—j'oo;  —  ccof  =  o. 


C'est  le  lieu  des  pieds  des  normales  menées  du  point 
O  à  toutes  les  coniques  K  que  l'on  obtient  en  faisant 
varier  la  grandeur  des  axes  de  la  conique  donnée. 


(  70  ) 
1°  Dans  le  cas  particulier  où  A  =  i,  B  =  —  i,  l'équa- 
tiou  de  la  conique  donnée  est 

et  l'on  a 

•^ô         J  0  —  '  • 

L'équation  de  la  conique  K  devient 

JC-  — V'-  H-  VoV  —  ,ro  J?  =:  o. 

En  éliminantj^  en  tre  cette  équation  et  l'équation  (  4  )7  <-'t 
supprimant  la  solution  x  i=  o,  on  a  l'équation 

qui  détermine  les  abscisses  des  pieds  des  trois  normales 
autres  que  celle  qui  a  son  pied  en  O. 

En    posant  x  =  a'-j- —  ?  elle   devient,    eu     égard    à 


70  = 


ou 


2 


lO  62 


de  la  forme  x''4-/^a.''-J-  q  =  o.  L'expression 

devient  ici  =477^0.  L'équation  n'a  qu'une  racine  réelle, 
calculable  parla  formule  de  Cardan: 


JC  = ^ ; '—  : 


^0      ,  I 

2 


On  a  ensuite 


(  V   ) 

on  trouverait  cVailleiirs 

^ 

ro  _,  y/  .^gp  -H  y,)  —  iZ-r,,  —  yp 

2°  Revenons  au  cas  général,  et  soit 

(3)    ;r2+j-— 2aa7  — 2P/-i-S— o,      S— a=-i-p-  — R- 
l'équatioudu  cerclepassant  par  les  pieds  des  troisnormalcs 
autres  que  celle  qui  a  son  pied  enO. 

En  reportant  la  valeur  r  =  7-- '  tirée  de  l'équa- 

lion  (  2  ),  d'abord  dans  celle  du  cercle,  puis  dans  celle  de 
la  conique  K,  et  supprimant  la  solution  x  =  o,  on  a  les 
deux  équations 


16^^  —  8^p 
—  32a 


+  16S 


X- —  •2<XX'-'^ 

-h2pjo-3?o 


o, 


A-B      ,    , 


qui  déterminent  les  abscisses  des  points  d'intersection  de 
l'hyperbole  (2)  .avec  le  cercle  et  avec  la  conique  K.  La 
première  doit  admettre  les  trois  racines  de  la  seconde. 
Ecrivant  que  le  reste  de  la  division  de  leurs  premiers 
membres  est  nul  quel  que  soit  x^  on  a,  pour  déterminer 
a,  ^  et  S,  les  trois  équations  du  premier  degré 

lôA^S  —  lôAC^pa  —  8A2j„p  +  4G^^^  —  kCyl  ■=  o, 

SA^o^oS  — 8AG.r;;a-2A(A  +  G)7^a 

C- 


—  2  A-  Xojo  ^  4-  2  G-  xl 


•2?ojp=0, 


G- 


k-xl?i  —  \.Cx^{xl  +  jf,)a  +  ^^2(-^o  -1-Jo)  — o> 


(  7-  ) 

où 

Gz=A  — B. 
Ou  eu  tire 

_      A^— 3AB-f-2B-  „  _  _  2A-— 3AB-f-B- 

''-                 8AB  •^°'      ''"  8ÂB  ^''" 

(A-B)%  , 

S  = saF" ^"^^  -^To)- 

L'équatiou  du  cercle  passant  par  les  pieds  des  trois 
uormales  considérées  est  donc 

[  SA.B{:v--i-j-)-h  2 (A- —  3AB  -4-  2B-)ccoX 
(^)  j      +2(2A-^-3AB  +  B^)jo7-(A-B)^(^^+j^)  =  o. 

On  arrive  plus  rapidement  à  cette  équation  de  la  ma- 
nière suivante. 

L'équatiou  de  la  conique  K  peut  s'écrire 

^[2Aa^  — (A-B)^„]^-r[2Br+(A-B)Jo]• 
Si  l'on  y  remplace  successivement  le  facteur^  et  le 

facteur  x  par  les  valeurs  r  =  -r-^ ?  x  =  -, — " --   » 

^  -^        4^— ^u  HY  —  Jo 

tirées  de  l'équation  (2),  on  a,  en  chassant  les  déno- 
minateurs et  supprimant  la  solution  x  =  o,  j'^  =  o.  rela- 
tive au  point  O,  les  deux  équations 

[27V^-  — (A  —  B)xo](4-3:  —  .Xo) 

-h[2Bj+(A  — B)jo]jo=o, 
[2A^  — (A  — B)^o]x„-T-[2Bj+(A  — B)jo](4/— Jo)  — o, 

qui  doivent  être  vérifiées  par  les  coordonnées  des  pieds 
des  trois  normales  considérées.  En  ajoutant  ces  équations 
multipliées  respectivement  par  B  et  par  A,  alîn  de  réduire 
au  même  coefficient  les  termes  en  x^  et  j^^,  on  a 

8AB(x2^_7^)-f-  2(A2—  3AB  -+-  2B-)a^o^ 

+  2(2A-^-3AB  +  B^)7o7-(A-B)Ma:S-i-jg)  =  o, 


(  :■'  ) 

équation  du  cercle  passant  par  les  pieds  des  trois  nor- 
males: c'est  l'équation  lrou\é('  plus  liaut. 

Note.   —   La   même    question    a    clé   résolue   par    I\I.M.   H.  Lez   el 
A.  Leinekugel. 


TIIÉORÈ)iES  SIR  LES  KOUMALES  A  L'ELLIPSE; 

Pau  m.  WEILL. 


L'ellipse  étant  rapportée  à  ses  axes,  considérons  une 
normale  abaissée  d'un  point  (a,  fj)  et  dont  le  pied  ait 
pour  coordonnées  o'i,  j  ,  .  Nous  aurons  la  relation  bien 
connue 

(i)  (a- —  b')Xiyi  +  b'^x^  —  rt"-ar,  —  o. 

Remplaçons,  dans  cette  relation,  .ri  par  -.—  et  >',  par 

:  elle  devient 

a 

,      ,  „      ,    b    r  ,  r,       ,   (i 

(  a-  —  b-  )  X  V  —  a-  y  -  [i  —  b'-x   7-  a  =:  o. 

On  en  conclut  le  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Si  Ion  abaisse  d'un  point  les  nor- 
males à  une  ellipse,  et  si  l'on  mène  les  quatre  diamètres 
de  l'ellipse  qui  sont  perpendiculaires  à  ces  normales, 
les  normales  à  l'ellipse  menées  aux  extrémités  des 
quatre  demi-diamètres  obtenus  en  tournant  dans  le 
même  sens  sont  concourantes. 


Reprenons  la  relation  (1)  et  remplaçons  x,  et  j)  ,  par 

—  et  — ;  nous  obtenons  la  relation 
X        y 

(2)  «■-— 6-4-Pr  —  ax- =:  o. 


(  7l  ) 

Le  point  (x,  j),  dont  les  coordonnées  sont  —  et  — > 

a  une  position  remarquable  :  c'est  le  quatrième  sommet 
(lu  rectangle  formé  sur  les  axes  de  l'ellipse  et  ayant  pour 
diagonale  la  tangente  au  point  {x^,  },  ).  Les  quatre 
points  obtenus  en  considérant  les  quatre  normales  issues 
du  point  (a,  [3)  sont  donc  sur  la  droite  représentée  par 
l'équation  (2).  Les  milieux  des  diagonales  des  quatre 
rectangles,  c'est-à-dire  les  milieux  des  portions  de  tan- 
gentes limitées  aux  axes,  sont  donc  sur  une  droite  ayant 
pour  équation 

(3)  a- — 6-4-2J3_/  —  i^xzno. 

On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème  IL  —  Sid'iui  point  on  mène  les  normales 
à  une  série  d^ ellipses  ou  d^ hyperboles  homofocales,  et 
les  tangentes  aux  pieds  de  ces  normales,  les  milieux 
des  portions  des  tangentes  limitées  aux  axes  sont  sur 
une  droite Jixe ,'  cette  droite  est  la  polaire  du  point  con- 
sidéré par  rapport  à  Vhjperbole  équilatère  homofo- 
cale  aux  coniques  considérées . 

Considérons  la  tangente  variable  limitée  aux  axes,  son 
milieu  décrit  une  droite  lixe^  donc  elle  enveloppe  une 
parabole  tangente  aux  deux  axes  et  à  la  droite  fixe;  le 
lieu  des  pieds  des  normales  est  donc  le  lieu  des  projections 
d'un  point  de  la  directrice  d'une  parabole  sur  ses  tan- 
gentes. En  continuant  à  développer  les  conséquences  de 
notre  théorème,  on  retrouve  les  théorèmes  si  connus  et 
(jui  sont  relatifs  aux  normales  aux  coniques  homofocales. 

Proposons-nous  de  mener  d'un  point  (a,  [B)  une  nor- 
male à  l'ellipse;  construisons  la  droite  A  relative  à  ce  point 
et  déterminée  par  l'équation  (3);  cherchons  les  points  où 
cette  droite  rencontre  la  courbe  du  quatrième  degré  qui  est 
le  lieu  des  milieux  des  portions  des  tangentes  à  l'ellipse 


(  7^  ) 
comprises  entre  les  deux  axes;  à  clmeuu  des  points  de 
rencontre  M  de  la  droite  A  avec  cette  courbe  correspon- 
<lra  une  normale  dont  on  obtiendra  le  pied  en  menant  par 
le  point  M  nue  droite  terminée  aux  axes  et  partagée  en 
ce  point  eu  deux  parties  égales;  le  point  où  cette  droite 
touche  l'ellipse  sera  le  pied  de  la  normale.  Le  problèmi^ 
des  normales  à  l'ellipse  menées  d'un  point  (a,  |i)  est 
donc  ramené  à  l'intersection  d'une  droite  ayant  pour 
équation 

a-  —  6-  +  2  ^  >'  —  2  a  J7  :=  o 

et  d'une  courbe  du  quatrième  degré  ayant  pour  équation 
a-  b- 

Quand  la  droite  A  est  tangente  à  la  courbe  du  qua- 
trième degré  en  un  point  K,  le  point  (a,  |5>)  correspondant 
à  la  droite  A  n'est  autre  que  le  centre  de  courbure  de 
l'ellipse  au  point  qui  correspond  à  R;  on  a  donc  ainsi 
une  construction  du  centre  de  courbure  de  l'ellipse,  d'ail- 
leurs peu  intéressante;  quand  le  point  {a,  ^)  est  donné 
et  que  les  coniques  varient  en  restant  liomofocales,  la 
droite  A  reste  fixe,  et  la  courbe  du  quatrième  degré 
varie  ;  les  quatre  points  de  rencontre  des  courbes  va- 
riables avec  la  droite  A  déterminent  sur  cette  droite  une 
invoiution  de  quatre  points,  et  le  centre  de  gravité  des 
quatre  points  demeure  fixe  sur  la  droite. 

Considérons  les  équations  de  la  normale  à  l'ellipsoïde 
rapporté  à  ses  axes.  Soient  a,  [i,  y  les  coordonnées  d'un 
point  de  l'espace,  et  x.,}],  Zy  celles  du  pied  d'une 
normale  menée  du  point  (a,  j3,  y).  Nous  aurons  les  re- 
lations 

a—^  _  P— .Kl  _  Y  —  ^1 
^      "~     Ti 
a-  b' 
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Remplaçons  x,,  },,   z,  par  —,  —,  —,   nous  obtenons 
les  relations 

Or,  le  point  dont  les  eoordonnées  sont  x,  7  ,  z  est  le 
sommet  du  parallélépipède  construit  sur  les  axes  et  dont 
trois  sommets  sont  les  points  où  le  plan  tangent  au  point 
(a.'i,j''i,  ^,  )  rencontre  les  axes. 

Appelons  G(    le  centre  de  gravité  du  triangle  formé 

par  ces  trois  points;  il  aura  pour  coordonnées  -^,  ^5  ^; 
donc  il  sera  sur  la  droite  ayant  pour  équations 
(2)  3a,z;  —  rt-^  3  3  )'  —  &-==  3-;-^  —  C-. 

On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème  III.  —  Si  d'un  point  on  abaisse  des  noj'- 
niales  sur  une  série  de  surfaces  du  second  degré  honio- 
focales,  et  que  l'on  mène  les  plans  tangents  aux  pieds 
de  ces  noiinales,  les  centres  de  gravité  des  triangles 
déterminés  sur  ces  plans  par  les  trois  axes  sont  sur 
une  droite  Jîxe. 

Le  théorème  que  nous  venons  d'établir  permet  d'étu- 
dier les  propriétés  du  système  des  normales  menées  d'un 
point  à  une  série  de  surfaces  homofocales  ;  il  ramène  la 
rechercbe  des  normales  à  un  ellipsoïde  à  l'intersection 
d'une  droite  et  d'une  surface  du  sixième  degré  ayant 
pour  équations 

ôoL.r  —  a-=^  3^1'  —  ^2— -  3y  -  —  çî^ 

9.7^2  gyi  g^i    — 

Supposons  que  le  point  donné  (a,  Ji,  y)  reste  lixe  et 
que  les  surfaces  varient  en  restant  homofocales,  ladroiteA 


que  nous  considérons  rostci^a  fixe  ;  mais,  si  le  point  se 
déplace  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  elle 
engendrera  un  complexe  ;  si  le  point  se  meut  sur  une 
surface,  la  droite  engendrera  une  cojigruence ;  enfin,  si  le 
point  se  meut  sur  une  courbe,  la  droite  engendrera  une 
surface,  et  cette  surface  sera  développaLle;  en  particulier, 
si  le  point  décrit  une  droite,  la  droite  A  engendre  un 
cône  du  second  ordre.  11  y  a  là  les  éléments  d'uiic  étude 
intéressante,  mais  qui  nous  détournerait  de  notre  but 
actuel. 

Reprenons  la  relation  qui  existe  entre  les  coordonnées 
a,  P  d'un  point  P  et  les  coordonnées  Jc, ,  j  ,  du  pied  d'une 
des   normales  issues  de  ce    point-,   cette  relation   peut 

s'écrire 

a  —  X,        3  — ji 


:li  11 


=  k. 


Lorsque  le  point  A  (jiii  a  pour  coordonnées  X|,j  j  se 
déplace  sur  l'ellipse,  si  la  quantité  k  reste  constante,  les 
coordonnées  du  point  P  satisferont  aux  deux  équations 

a--\-  k 

—  "^1 ) —  ' 

Le  point  P  décrira  donc  une  ellipse  ayant  pour  équa- 
tion 


{a^^  ky       (7>-+/0' 

Par  un  point  P  donné,  passent  quatre  de  ces  ellipses 
qui  sont  chacune  tangentes  en  quatre  points  à  la  déve- 
loppée de  l'ellipse  donnée  5  la  connaissance  d'une  des 
valeurs  de  k  correspondant  à  un  point  P  équivaut  à  la 
connaissance  d'une  de  ces    ellipses  ou  d'une   des  nor- 


(  7^ 
iiialos  issues  du  p(nnt  P;  inversement,  si  le  point  P  est 
piis  sur  une  de  ces  ellipses,  l'une  des  normales  issues 
du  point  P  est  distincte  des  trois  autres,  car  les  coor- 
données du  pied  de  cette  normale  sont  données  par  les 
équations  (i),  dans  lesquelles  les  quantités  a,  p  et  k  sont 
connues.  Tous  les  développements  qui  vont  suivi-e  sont 
des  conséquences  de  cette  remarque. 

Considérons  un  point  P  qui  se  déplace  sur  une  des  el- 
lipses dont  il  s'agit,  et  appelons  normale singulièreXdiWOT- 
male  PA,  dont  le  pied  A  s'obtient  indépendamment  des 
trois  autres  normales  issues  du  point  P.  Soient  B,  C,  I) 
les  pieds  des  trois  autres  normales  issuesdu  point  P;  quand 
le  point  P  se  déplace  sur  l'ellipse  (E),  le  tiiangle  BCD 
se  déplace  en  même  temps  ;  la  normale  aujioint  B  à  l'el- 
lipse donnée  rencontre  l'ellipse  (E)  en  deux  points  P 
et  Q;  elle  est  normale  singulière  relativement  au  point  Q 
et  normale  non  singulière  relativement  au  point  P  :  donc 
à  une  position  du  point  B  ne  correspond  qu'vm  seul 
triangle  BCD  5  donc  ce  triangle,  dans  son  déplacement, 
enveloppe  une  conique  (L)  ayant  les  mômes  axes  en 
position  que  l'ellipse  donnée.  Or  les  ellipses  (E)  re- 
couvrent tout  le  plan  \  il  en  est  de  même  des  ellipses  (L)  : 
donc  tout  triangle  qui  se  déplace  en  restant  inscrit  et 
circonscrit  à  deux  ellipses  ayant  les  mêmes  axes  en  po- 
sition jouira  des  propriétés  du  triangle  BCD,  et  l'on 
peut  énoncer  le  llîéorème  suivant  : 

Théohème  W  .  —  Quand  uji  triangle  ^QY)  se  déplace 
en  restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  ellipses  (S)  e^ 
(L)  ayant  les  mêmes  axes  en  position,  les  normales  à 
l'ellipse  (S)  aux  trois  j)oints  B,  C,  D  concourent  en 
un  même  pui/it  P  ^  le  lieu  de  ce  point  P  est  une  ellipse 
tangente  en   (juatre  points  à  la  dc\>eloppêe  de  (S). 

TiiÉoni:.MK  V.  —  Si  l'on  mène  d'un  point  les  quatre 
normales  à  une  ellipse,    on   peut   tracer-  une  coni(/ur 
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ayanl  les  mc/iies  axes  en  position  et  langenla  aux  trois 
côtes  de  l'un  des  triangles  formés  avec  trois  des  quatre 
pieds  des  normales  comme  sommets;  chacun  de  ces 
triangles  donne  d'ailleurs,  en  général,  naissance  à  une 
conique  distincte. 

Ce  ihéorème  n'est  qu'un  énoncé  diliérent  du  tliéo- 
rèuie  précédent. 

Reprenons  les  ellipses  particulières  que  nous  avonscon 
sidérées.  Si  l'on  donne  à  A  diverses  valeurs,  on  aura  une 
série  d'ellipses  partageant  dans  un  même  rapport  les  seg- 
ments des  noiinales  comptés  depuis  le  pied  de  ces  nor- 
males; parmi  ces  courbes  se  trouvent  des  droites  et  des 
cercles  :  les  droites  sont  les  axes  de  symétrie  de  l'ellipse 
donnée,  et  les  cercles  sont  les  cercles  concentriques  à 
l'ellipse  donnée  et  ayant  pour  rayons  a  —  b  eX,  a-^b. 
On  retrouve  ainsi  des  résultats  bien  connus. 

Considérons  maintenant  les  quatre  normales  issues 
d'un  point  P(a,  [ii),  parmi  lesquelles  se  trouve  une  nor- 
male singulière  correspondant  à  la  valeur  h. 

L'hyperbole  équilatère  qui  passe  par  les  pieds  des  nor- 
males a  pour  équation 

(i)  a^%y  —  b-?>x- — (a- — b'^)xy  ^^o. 

L'équation  qui  donne  les  ordonnées  des  pieds  des  nor- 
males est 

(  2  )    ( «-^  —  62  fy'*  +  2  6-  (  a2  —  b"- )  3  ys  +  .  .  .  —  ^b  32  —  q. 

Considérons  un  cercle  ayant  pour  équation 

(3)  X-  + y-— •îkx  —  o.Yir -\- C^^o. 

Les  ordonnées  des  points  de  rencoiitre  du  cercle  et  de 
l'ellipse  sont  données  par  l'équation 

j  (a^-Z^^jV +  4B6M«'-^')/'-t-••• 


(  «o  ) 
Soit  Afa."t  ,j)^i  )  le  pied  de  la  normale  singulière  issue 
du  point  P,  et  soient  jo^J'a^J)'.  l^'s  pieds  des  trois  autres 
normales  issues  du  point  P,  points  que  nous  désignerons 
par  B,  C,D-,  si  le  cercle  représenté  par  l'équation  (3) 
passe  par  les  points  B,  C,D,  les  équations  (2)  et  (4) 
auront  pour  solutions  j,,')%,j'"3,j)' -,,  et  — J  nj'a^  J'si/'.  • 
On  aura  donc 

—  26-3 
/1-+-/2+73+J4 


— ,ri  +J2  +  73  +  J4 


«2  _  6-2 


b' 
On  en  déduit 

et,  comme  on  a 

7i 
il  vient 

Donc,  si  l'on  suppose  que  le  point  P  sedéplace  sur  l'el- 
lipse correspondant  à  la  valeur  Â",  le  centre  T  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  BCD  décrit  une  ellipse  dont  on  a 
facilement  l'équation  à  l'aide  des  formules  (5).  On  trouve 
de  même  (jue  le  centre  de  gravité  de  ce  triangle  a  pour 

coordonnées 

«^  +  6-  H-  2  A- 

a-  ^-  b--^-'2k 


6  {a- —  b-) 

Ce  ])oint  G  décrit  donc  une  ellipse  dont  on  a  facile- 
ment récjuaiion  \  il  en  est  de  même  pour  le  [)Oint  de  con- 
cours II  des  hauleuis  et  le  centre  I  du  cercle  des  neuf 
points  du  triangle.  Considérons  la  (igurc  formée  avec 
les  points    P,  A,  T,  G,  II,  1  ^   toutes  les  droites  de  cette 


(  -^'  ) 

figure  rcslcul,  penclanl  leur  déplaceiuenl,  uornialcs  à 
aulaut  d'ellipses  lixes  :  en  ellet,  l'une  quelconque  de  ces 
droites  réuuitdeux  points  dont  les  coordonnées  sont  de 
la  forme  {Ixi^  a'^-,  ),  ([x:*?,,  i/ji  ),  et  il  est  évident  que, 
si  le  point  dont  les  coordonnées  sont  X),  7  ,  décrit  une 
ellipse  ayant  pour  équation 

^       .      .il  —  T 

«2    -^  ^2    -  I  ' 

les  deux  points  que  nous  considérons  décriront  des  ellipses 
ayant  les  mêmes  axes  en  position,  et  la  droite  qui  les  joint 
sera  normale  à  une  ellipse  ayant  aussi  les  mêmes  axes  en 
position.  On  a  donc  le  lliéorènie  suivant  : 

Théorème  \l.  —  Lorsqu'un  Iriangle  se  déplace  en 
restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  ellipses  ayant  les 
mêmes  axes  en  positioji,  les  noinnales  aux  sommets  con- 
courent en  un  point  P  qui  décrit  une  ellipse;  le  centre 
de  gravité  du  triangle,  le  point  de  concours  des  hau- 
teurs, le  centre  du  cercle  circonscrit,  le  centre  du  cercle 
des  neuf  points  décrivent  des  ellipses,  et  les  droites  qui 
joignent  le  point  P  à  ces  points,  ainsi  que  la  droite  qui 
joint  ces  points,  sont  normales  à  autant  d'ellipses  fixes. 

Reprenons  les  équations  (2)  et  (4);  elles  nous  donnent 

encore 

_    — //p^ 

-.V.  r,,r3j-v  -  ^«2_^2)2  ; 

on  en  tire 

b-^  ;32  -^  (  «'-  +  C  )2  —  4  «-  A2, 
mais  on  a 

A  lin.  de  Mathém.,  1<'  série,  t.  XX  (Fcvrier  i88i).  6 
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donc 

(«'^  + 

o- 

=  a 

-a^ 

6-^^-^  = 

:(62 

d'où 

a2+C=:- 

C  =  -  A-  - 

On 

a  d 

onc 

le 

ihéorcnie  su 

ivant 

ky- 


a-        t»- 


Théorèaie  mi.  —  Qiuuid  un  triangle  se  déplace  en 
restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  ellipses  ayant  les 
mêmes  axes  en  position,  le  centre  des  ellipses  a  une 
puissance  constante  par  rapport  au  cercle  circonscrit 
au  triangle,  qui  a,  par  conséquent,  pour  enveloppe  une 
anallagmatiq ue  du  quatrième  degré. 

Lorsque  la  quantité  A  varie,  toutes  ces  courbes  du  qua- 
trième degré  restent  tangentes  à  Teilipse  donnée  en  ses 
quatre  sommets.  Supposons,  en  particulier,  que  la  puis- 
sance G  soit  nulle,  ce  qui  donne  pour  A  la  valeur 
—  ' a- -\~  h-)-^  les  valeurs  2  A,  2B  deviennent  alors 

2A=r—  .ri, 

2  B  —  —  r, . 

Le  cercle  dont  il  s'agit  est  alors  décrit  sur  un  denii- 
diamèlre  de  l'ellipse  comme  diamèlre.  Ce  cercle,  qni 
passe  par  les  pieds  H,  C,  D  des  trois  normales  issues  du 
point  P,  passe  par  le  point  A',  symétrique  du  pied  A  de 
la  normale  singulière  par  rapport  au  cenirede  l'ellipse. 
Prenons  les  demi-diamèlres  conjugués  des  droites  OB, 
OC,  OD^  ces  Irois  demi-diamèlres  tlélerniineronl  sur 
l'ellipse  trois  points  IV,  C,  1)',  et  les  normales  en  ces  trois 
points  seront  concourantes  ;  soit  P' leur  point  de  con- 
cours :  il  est  facile  de  voir  qu'il  est  sur  l'ellipse.  Soit  k 
le  point  où  la  normale  en  B'  rencontre  le  grand  axe;  le 
demi-diamètre  OB,   perpendiculaire  à  celte  normale,  a 
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une  longueur  égale  à  -  IVR;  si  donc  nous  faisons  tour- 
ner de  90°  autour  du  point  O  le  cercle  OBCD,  les  droites 
OB,  OC,  OD  deviendront  parallèles  aux  trois  normales 
issues  du  point  P',  et  le  diamètre  OA'  de  ce  cercle  de- 
viendra parallèle  à  la  normale  qui  a  son  pied  en  P'.  Donc, 
si  sur  les  normales  issues  de  P'  on  prend  des  longueurs 
proportionnelles  aux  segments  B'K  interceptés  entre 
l'axe  et  les  pieds  des  normales,  ou,  plus  généralement, 
entre  les  pieds  des  normales  et  l'une  de  nos  ellipses,  les 
extrémités  de  ces  droites  seront  sur  un  cercle  tangent  à 
l'ellipse  en  P',  le  centre  de  ce  cercle  sera  sur  l'une  de 
nos  ellipses,  et  la  normale  issue  de  ce  point  et  ayant  son 
pied  en  P'  sera  la  normale  singulière  correspondante. 
On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

THÉor,È:\rE  \  III.  —  Si  l'on  décrit  lai  cercle  siw  un 
rayon  OA'  de  l'ellipse  comme  diamètre,  il  rencontre 
l'ellipse  en  trois  points  B,  C,  D,  les  normales  en  ces 
trois  points  sont  concourantes,  et  les  trois  normales  aux 
points  B',  C,  D',  extrémités  des  demi-diamètres  conju- 
gués de  OB,  OC,  OD,  concourent  sur  l'ellipse, 

Pieprenons  l'étude  d'un  triangle  BCD  qui  se  déplace 
en  restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  ellipses  ayant  les 
mêmes  axes  en  position;  nous  nous  proposons  de  cal- 
culer les  longueurs  de  ses  côtés;  le  problème,  attaqué 
directement,  donne  lieu  à  des  calculs  à  peu  près  impra- 
ticables-, nous  allons  établir,  à  l'aide  des  théorèmes 
précédents,  des  relations  très  simples  entre  les  longueurs 
de  ces  côtés.  Proposons-nous  de  calculer  le  carré  du  rayon 
du  cercle  circonscrit  au  triangle;  rappelons  que  les  nor- 
males à  l'ellipse  aux  points  B,  C,  D  concourent  en  un 
point  P  ayant  pour  coordonnées  a,  ^;  en  considérant 
l'ellipse   (E)   qui  passe  au  point    P  et   qui  coricspond 


(  B4  ) 
à  la  valeur  ^,  et  appelant  a-,,j,  les  coordonnées  du 
pied  de  la  normale  singulière  issue  du  point  P,  A  et  B 
les  coordonnées  du  centre  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  BCD,  R  le  rayon  de  ce  cercle,  on  a,  eu  se  re- 
portant aux  formules  précédemmtMit  établies, 

d'où 


(X)    R2^a2_^i2-^  A-  +  -! 

4 


Comme  le  point  (x,,  Y^  )  est  sur  l'ellipse,  on  voit  que 
l'expression  contient  le  seul  paramètre  ^j  au  premier 
degré. 

En  appelant  x,j  les  coordonnées  du  centre  de  gra- 
vité du  triangle  BCD,  ô  la  distance  du  centre  de  gravité 
au  centre  du  cercle  circonscrit  et  S-  la  somme  des  carrés 
des  côtés  du  triangle,  on  a 

52^(A-a-)^  +  (B-7)S 

r-— 9(a2-i-  h^-{-  A— .r2—  r2-+-2Aa-  +  aBj). 

En  remplaçant  JC,  J  -,  A,  B  par  les  valeurs  qui  ont  été 
données  plus  haut,  on  trouve,  après  quelques  simplifi- 
cations, 

/      V2  9  y2 

(  x)         '     '-^  ^        ' 

+ — 3  c^-—  y'-  -"-  ^'  -  ^"  — ^37^--  )  ' 

On  voit  que  celte  expression  est  encore  une  fonction 
linéaire  du  paramètre  j^. 

Enfin,  cherchons  à  calculer  la  surface  du  triangle 
BCD.  Rappelons  que  la  surface  du  triangle  dont  les 
sommets  ont  pour  coordonnées  0:4,^45  X2,j>2  5  ^^31)3 
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est  donnée  par  l'égalité 

aS  —  i    I     x^    72 

I      I         J73       /3 


Or  ici  on  a 


a-an 


on  trouve-  alors 


2  S  __  (72  —  .rt  )  (.73  —  .y-2  ^  (>4  —  73  ') 

Z^--'  c-  «-a^  ~  (  6"^  [i  -h  c'-' j4 }  (  ^'  fi  -r-  c'-' ja  j  (  ^^^  1^  +  c-y-^  )  ' 

Les  quantités  J.',iy'-2iJ^  sont  données  par  une  équa- 
tion facile  à  former,  et  l'on  trouve,  après  *un  calcul 
assez  long  et  qu'il  est  inutile  de  rapporter, 

On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorîîme  IX.  —  Lorsqu  'lui  triangle  se  déplace  en 
restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  ellipses  ayant  les 
mêmes  axes  en  position,  il  existe  deux  relations  li- 
néaires entre  le  carré  de  la  surface,  le  carré  du  rayon 
du  cercle  circo7iscrit  et  la  somme  des  carrés  des  trois 
côtés. 

Le  théorème  que  nous  venons  d'établir  donne  la  so- 
lution d'un  grand  nombre  de  questions  particulières; 
nous  allons  appliquer  nos  formules  à  quelques  cas 
simples.  Remarquons  d'abord  que,  si  le  coefficient  du 
paramètre  variable  yl  ,  qui  définit  le  triangle  dans  cha- 
cune de  ses  positions,  est  nul,  la  fonction  correspon- 
dante R-,  S^  ou  S-  est  constante. 

Egalons,  par  exemple,  à  zéro  le  coefficient  de  ^j  dans 


(  î^'>  ) 

l'expression  ()>)  qui  donne  Pv- -,  nous  aurons 


d'où  l'on  lire 
et 


k  =1  a--]-  ab  ^  b- 
/,==  ab  —  a-  —  b^. 


o, 


La  seconde  valeur  convient  seule;  elle  correspond  au 
cas  où  le  triangle  BCD  est  inscrit  dans  l'ellipse  et  cir- 
conscrit à  un  cercle  concentrique;  en  transportant  cette 
valeur  de  k  dans  les  expressions  de  S-  et  de  S-,  on  ob- 
tient les  valeurs  de  ces  quantités  en  fonction  du  para- 
mètre variable  j)'^. 

Si  l'on  considère  le  coefficient  de  j'^j  dans  les  expres- 
sions générales  de  S-  et  de  S-,  on  voit  qu'il  est  nul  pour 

la  nièiue  valeur /. = dans  les  deux  expressions. 

On  voit  donc  que,  quand  un  triangle  est  inscrit  dans  mie 
ellipse  et  circonscrit  à  une  ellipse  lioniothétiquc  et  dont 
les  axes  sont  deux  fois  plus  petits,  non  seulement  sa  sur- 
face est  constante,  comme  on  le  sait,  mais  aussi  la  somme 
des  carrés  de  ses  côtés,  résultat  très  facile  à  vérifier  par 
un  calcul  direct.  On  trouve  alors  pour  11-  l'expression 


^'=  .^'     0  +/ 


i6a^-  "^  '   i6a'^b'* 

Prenons  un  autre  cas  particulier.  Supposons  que  les 
deux  coniques  auxquelles  le  triangle  reste  inscrit  et  cir- 
conscrit soient  liomolocales  :  on  sait,  d'après  un  beau 
théorème  de  M.  Cliasles,  que  le  triangle  est  alors  de 
périmètre  constant-,  mais  alors  l'expression  de  S-  et  celle 
de  S^  nous  montrent,  après  l'élimination  de  j'|,  qu'il 
existe  une  relation  linéaire  entre  la  somme  des  produits 
deux  à  deux  des  côtés  et  le  produit  de  ces  mêmes  côtés. 
On  a  donc  le  tliéorèinc  suivant  : 


(<^7  ) 

Théorème  X.  —  Lor$<jii' un  triangle  se  déplace  en 

restant  inscrit  et  circonscrit   à  deux  ellipses  honiofo- 

cales,  il  existe  une  relation  linéaire  entre  le  produit 

de  ses  côtés  et  la  somme  de  leurs  produits  deux  à  deux. 

Pour  trouver  celte  relatiou  numérique,  il  faut  d'abord 
calculer  le  périmètre  constant  du  tiùangle  \  on  trouve 


b^' 


-  V2  \/Z>'*H-  a-{a^—  b-)  —a-—  b- 


H-  V2«"^—  b'-+-  2  \/b'*-\-a^{a^—  b^). 

On  peut  remarquer  que  le  carré  de  p  ne  contient  qu'un 
seul  radical,  qui  est 


Il  faut  trouver  la  valeur  de  /.  ;  pour  cela,  nous  nous 
servirons  des  formules  générales  qui  licuit  la  valeur  de  h 
aux  longueurs  des  axes  des  deux  ellipses  auxquelles  le 
triangle  reste  inscrit  et  circonscrit;  ces  relations  sont, 
en  appelant  rt,  b,  a',  h'  les  demi-axes  des  deux  ellipses, 


a' 

b' 

'r 

— 1 

a 

b         ' 

k  = 

".(- 

b' 

)> 

k  = 

-,'ia- 



-b- 

) 

b'' 


Ces  formules  donnent  immédiatement  l'équation  de  l'el- 
lipse décrite  par  le  point  de  concours  des  normales^  cette 
ellipse  a  pour  demi-axes 

b'- 
Dans  le  cas  particulier  qui  nous  occupe,  on  trouve 
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pour  (i!  la  valeur 


ahr-  +  \Jb'*  4-  «■•'  (  a-  —  h-  ) 


a'  —  b^ 
et  pour  k  la  valeur 


k  —  ^ y* -V- a\d^ ~  b-^ )  —  «2 _  /^2, 

En  transportant  cette  valeur  de  A"  ainsi  que  la  valeur 
de  p  dans  les  expressions  de  S-  et  de  S-,  puis  en  élimi- 
nant y\  entre  ces  deux  relations,  on  trouve  la  relation 
assez  compliquée,  mais  linéaire ,  entre  le  produit  des 
cotés  du  triangle  et  la  somme  de  leurs  produits  deux  à 
deux.  Les  longueurs  des  trois  côtés  du  triangle  variable 
sont  donc  représentées  par  une  équation  de  la  forme 

X^—  2/^X'+  XX  -i-  m\  +/?  —  o, 

équation  dans  laquelle  }>  est  le  seul  paramètre  variable. 
Reprenons  l'étude  générale  d'un  triangle  qui  se  dé- 
place en  restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  ellipses 
ayant  les  mêmes  axes  en  position.  En  se  reportant  aux 
notations  précédentes  et  en  considérant  le  triangle  BCD, 
on  voit  que  les  points  de  contact  des  côtés  de  ce  triangle 
avec  leur  enveloppe  forment  un  triangle  B,C,D|  ayant 
les  mêmes  propriétés  que  le  premier^  ce  triangle  donne 
à  son  tour  naissance  à  un  triangle  BoCoDo,  et  ainsi  de 
suite.  Nous  nous  proposons  d'étudier  l'ensemble  de  tous 
ces  triangles.  Considérons  d'abord  les  ellipses  enve- 
loppes des  côtés  de  ce  triangle  et  les  quantités  A"  qui  leur 
correspondent.   Entre  deux  ellipses  consécutives,  on  a 

les  relations 

a'       b' 
a        b 

k^a"--  -(a'-  b-')r=  b'-h^  (a-—  b''). 
a  b 


(  ^^Ç)  ) 

a'-    i 

ptni-nvpi;   .  - 


L'ellipse  suivante  aura  pour  detni-axes  — '  ~r""  I)onc, 


en  posant  —  =  ).,  on  aura,  pour  déterminer  la  suite  des 
axes  et  les  quantités  A,  les  relations 


kl  ^^  Or-  —  X ( a-  —  b')  —  a-{î  —  X )  m-  À 6- , 
k.  =  (  I  —  X )  X2 a'-  +  X  62  (i  -  X y, 

k,n  "  (  I  —  X  )  X'«  «2  +  X  62  (  I  „  X  )/«. 

Pour  déterminer  complètement  les  triangles  les  uns 
par  rapport  aux  autres,  il  faut  déterminer  la  relation  qui 
existe  entre  les  ordonnées  des  pieds  des  normales  singu- 
lières relatives  aux  deux  points  P  et  Pi  où  viennent  se  ren- 
contrer les  normales  en  B,  C,  D  et  en  B, ,  C, ,  D( ,  sommets 
de  deux  triangles  consécutifs.  Si  l'on  appelle  X21Y2  les 

coordonnées  du  point  B  situé  sur  l'ellipse  —-{-•-—  =:z  1 , 

et  (a,  |3')  les  coordonnées  du  point  de  rencontre  des 
normales  menées  aux  points  C|,D,  à  l'ellipse  enve- 
loppe des  côtés  du  triangle  BCD,  on  a  les  relations  con- 
nues 

.,       (cr'--b'ny,{rl^-a'n 

p  = -, — ,  '  ,    , ,.; '      3c   —  .  .  . , 

a  -  )'-  H-  o  -jci 

et,  en  remplaçant  x-i  par  sa  valeur  en  fonction  de  ;}  o, 
puis  chassant  le  dénominateur,  on  a  une  relation  du  troi- 
sième degré  en  j'"o  qui  doit  donner  à  la  fois  les  ordonnées 
des  trois  points  B,  C,  D.  On  a,  pour  somme  des  racines, 

72+73+74- 


a-  ^ 
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Eu  remplaçant  celte  somme  des  racines  par  sa  valeur 
en  fonction  de  [B,  ordonnée  du  point  de  concours  des 
normales  en  B,  C,  D,  valeur  tirée  des  calculs  faits  au 
commencement,  on  voit  qu'il  existe  deux  relations  de  la 
forme 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  XI.  —  Si  l'on  considère  un  triangle  qui 
se  déplace  en  restant  inscrit  et  circojiscrit  à  deux  el- 
lipses ayant  les  mêmes  axes  en  position,  les  normales 
aux  sommets  de  ce  triangle  concourent  en  un  point  P, 
les  normales  aux  points  de  contact  de  ses  côtés  a\^ec  leur 
enveloppe  concourent  en  P,,  et  ainsi  de  suite  ;  tous  les 
poijits  P,  P, ,  ...  décrivent  des  ellipses,  et  les  droites 
qui  joigjient  entre  eux  de  toutes  les  manières  les  points 
P,  Pi ,  .  .  .,  les  centres  des  cercles  circonscrits  à  tous  les 
triangles  que  l'on  déduit  du  premier,  les  points  de 
concours  de  leurs  hauteurs,  les  centres  de  isravité,  etc., 
se  déplacent  en  restant  nornmlas  à  autant  d'ellipses 
fixes. 

En  reprenant  nos  formules,  nous  trouvons 

,    _       {\  —  \){i  —  i\)b'*_       (i  — X)(i  — 2X) 

b* 

Pour  passer  au  triangle  suivant,    il   faudra  changer 

aJ*        a*  X^  ,,  .         ,        „ 

TT  en -rr  X ;— TÎ  i  expression  de  i,   peut  se  mettre 

b*        b*       {\  —\y  ^  ^11 

sous  la  forme 

•^'         U-C+V' 
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en  posant 


V 


On  aura  alors 


I  — 

-  2À 

v"'  - 

.r", 

7i 

u. 

Z'-h 

v' 

rï-- 



y: 

On  a  donc,  pour  l'expression  générale  dej'^j"", 


/l      — 


(U  +  V) (U^  +  V)  (U^2+  V  j . . . (  U  :;'"-'  +  V  ) 

D'après  cela,  nous  pouvons  calculer  les  quantités  R-, 
S^,  S-  relatives  au  /«'"""^  triangle,  déduit  du  triangle 
BCD,  en  fonctions  de  quantités  connues;  l'ordon- 
née [j^'"^  du  point  de  concours  des  normales  aux  sommets 
de  ce  m'*^""  triangle  est  donnée  par  la  relation 

)  i/n  a-  —  {\  —  À  V-'"  b- 

On  pourra  donc,  à  l'aide  de  ces  formules,  calculer  les 
éléments  de  l'un  quelconque  des  triangles  de  la  suite 
considérée,  en  fonction  des  éléments  du  premier  triangle. 
On  peut  se  proposer,  relativement  aux  diverses  quan- 
tités qui  figurent  dans  cette  question,  divers  problèmes 
d'Analyse  plus  ou  moins  intéressants  5  on  peut,  par 
exemple,  cherclier  l'équation  de  la  courbe  qui  passe  par 
les  points,  en  nombre  infini,  où  viennent  se  croiser  les 
trois  normales  aux  sommets  de  cliacun  des  triangles  dé- 
duits   successivement    du  premier;    quand   le   premier 
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triangle  est  défini,  chacun  de  ces  points  est  connu,  et  la 
courbe  qui  les  contient  tous  est  définie. 

La  question  générale  que  nous  avons  traitée,  et  qui 
se  rapporte  à  un  triangle  quelconque  inscrit  et  circon- 
scrit à  deux  ellipses  ayant  les  mêmes  axes  en  position, 
peut  aussi  être  envisagée  comme  une  question  de  maxi- 
mum ou  de  minimum,  et  c'est  ce  que  nous  allons  dé- 
montrer. 

Considérons  une  ellipse  donnée  A,  et  un  triangle  M^NP 
inscrit  dans  cette  ellipse  et  tel  qu'une  fonction  symé- 
trique des  éléments  de  ce  triangle  soit  maximum  ou  mi- 
nimum-, supposons  qu'un  point  quelconque  à.c  l'ellipse 
puisse  être  pris  pour  l'un  des  sommets  du  triangle  ré- 
pondant à  ce  maximum  ou  ce  minimum  ;  ce  premier  som- 
met étant  pris  au  hasard  sur  l'ellipse,  le  triangle  mini- 
mum correspondant  sera  complètement  déterminé  et 
d'uîie  seule  manière  ;  donc  il  y  aura  une  infinité  de 
triangles  répondant  au  maximum,  et  tous  ces  triangles 
inscrits  à  l'ellipse  seront  en  même  temps  circonscrits  à 
une  ellipse  qui,  par  raison  de  symétrie,  aura  les  mêmes 
axes  en  position  que  l'ellipse  donnée  \  la  fonction  qui  sera 
maximum  pour  tous  ces  triangles  qui  se  déplacent  d'une 
manière  continue  sera  nécessairement  constante.  On 
peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  XII.  —  Si  un  point  ifuelconque  d\ine  el- 
lipse peut  être  pris  pour  l'un  des  sommets  d  \in  triangle 
inscrit  et  qui  soit  tel  qu\ine  fonction  symétrique  don- 
née de  ses  éléments  soit  maximum  ou  minimum,  il 
existe  une  injinité  de  ces  triangles  qui  sont  tous  cir- 
conscrits à  une  ellipse  ayant  les  mêmes  axes  en  posi- 
tion, et  la  fonction  considérée  est  constante  pour  tous 
ces  triangles. 

Les  cas  particuliers  les  plus  simples  du  théorème  que 
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nous  venons  d'énoncer  sont  h'wn  connus  :  ce  sont  les 
cas  où  la  fonction  donnée  est  la  suiface  ou  le  péri- 
mètre du  triangle.  11  est  important  de  remarquer  que, 
en  gênerai,  on  ne  peut  prendre  pour  l'un  des  som- 
mets d'un  triangle  répondant  à  la  question  de  maximum 
ou  de  minimum  un  point  quelconque  de  l'ellipse,  et 
il  est  facile  de  se  rendre  compte  de  ce  fait.  Cherchons, 
par  exemple,  à  inscrire  dans  l'ellipse  un  triangle  dont  la 
somme  des  carrés  des  cotés  soit  maximum  :  il  est  facile 
de  voir  que  les  normales  à  l'ellipse  aux  sommets  de  ce 
triangle  devront  être  les  médianes  du  triangle.  Or,  un 
point  étant  pris  au  hasard  sur  l'ellipse,  on  ne  peut  con- 
struire un  triangle  ayant  son  sommet  en  ce  point  et  dont 
les  médianes  soient  les  normales  aux  trois  sommets.  Au 
contraire,  un  point  étant  pris  au  hasard  sur  l'ellipse, 
on  peut  construire  un  triangle  inscrit  ayant  un  sommet 
en  ce  point  et  dont  les  hauteurs  ou  les  bissectrices  soient 
les  normales  aux  trois  sommets,  et  ces  deux  cas  sont  pré- 
cisément ceux  du  triangle  de  surface  maximum  et  du 
triangle  de  périmètre  maximum. 

Considérons  un  triangle  ABC  donné  et  qui  reste  fixe  5 
d'après  les  théorèmes  que  nous  avons  établis,  il  existe 
une  infinité  de  systèmes  de  deux  coniques  ayant  les 
mêmes  axes  en  position,  et  dont  l'une  est  inscrite  et 
l'autre  circonscrite  à  ce  triangle 5  l'un  de  ces  systèmes 
étant  choisi,  les  normales  en  A,  B,  C  à  la  conique  cir- 
conscrite concourent  en  un  point  P.  Nous  nous  propo- 
sons d'étudier  le  lieu  de  ce  point  P  quand  le  système  des 
coniques  varie. 

Nous  allons  d'abord  établir  une  proposition  de  Géo- 
métrie élémentaire  qui  peut  être  utile  dans  certains  cas. 
Cette  proposition  est  la  suivante  : 

Théorème  XIII.  —  Si  l'on  considère  un  triangle  ABC 
et  un  point  P  pris  dans  son  plan;  si  l'on  projette  ce 
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point  en   Q,  R,  S  sur  les^  trois  côtés   et   si   V on  consi- 
dère le  triangle  A'B'C,  dont  les  côtés  sont  les  perpen- 
diculaires élevées  en  A,  B,  C  aux  droites  PA,  PB,  PC, 
les  deux  rapports 

QB.SA.RC 

^^'  qc.sb.ka' 

A^B.C^A^B^C 
^'^'  C'B.B'A.A'C 

sont  égaux. 

Pour  démontrer  ce   théorème,  il  suftit  de  remarquer 
que  les  triangles  semblables  donnent  les  égalités 


d'où 


En  écrivant  deux  autres  égalités  analogues,  on  a  le 
théorème  énoncé,  qui  s'applique  au  cas,  plus  général,  où 
les  perpendiculaires  seraient  remplacées  par  des  droites 
faisant  avec  les  droites  considérées  un  même  angle  donné 
quelconque.  [A  suivre.) 


QC 

BA' 

QB 

CA' 

PC 

~PA' 

'     PB~ 

PA' 

QC_ 
QB- 

BA'  PC 

'  CA'  PB 

CORUESPOXDANCE. 


Monsieur  et  cher  Collègue, 

Le  Rapport  de  M.  Laisant  (Congrès  de  Montpellier) 
donne  un  résumé  d'une  niélhode  de  transformation  des 
figures  de  notre  ancien  camarade  (j.  de  Longchamps. 
Si  je  n'ai  pas  signalé  le  fait  dans  la  Note  que  j'ai  rédigée 
et  qu'ont  publiée  les  Nouvelles  Annales,  c'est  que  la 
rédaction  de  cette   Note  remonte  à  trois  ans,   que  les 
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résultats  importants  en  ont  été  insérés  dans  les  Comptes 
rendus  des  séances  de  l'académie  des  Sciences,  et  que 
j'ai  signé  le  bon  à  tirer  avant  le  Congrès  de  INlontpellicr 
et  à  plus  forte  raison  avant  l'impression  du  Piapport  de; 
M.  Laisant.  Je  vous  prie  de  signaler  ce  fait  dans,  les 
Nouvelles  Annales;  car,  si  je  fais  bon  marché  des 
questions  d'amour-propre,  j'attache  une  grande  impor- 
tance aux  questions  de  probité. 

Veuillez  agréer,  etc. 

E.   Amigues. 
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QUESTIONS. 


1355.  Les  droites  rectangulaires  OX,  OY  sont  les  di- 
rections des  axes  d'une  ellipse  ; 

M  un  point  de  la  couibc  ^ 

N  le  point  où  la  normale  en  M  rencontre  l'axe  OX  5 

MQ  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  OY; 

MNP  un  triangle  dont  les  côtés  MP,  NP  sont  respec- 
tivement égaux  à  MQ,  NO. 

Si  l'on  prend  sur  la  bissectrice  de  l'angl»^  MPN,  et  de 
chaque  coté  du  point  P,  des  distances  PD,  Piy  égales 
entre  elles  et  telles  que  PD-=-.  MPxPN,  la  circonfé- 
rence passant  par  les  points  D,  D'et  ayant  son  centre  sui' 
OY  coupera  l'axe  OX  aux  deux  foyers  de  l'ellipse. 

(A.    HoiLLEAU.) 


(   97  ) 

TnÉORIE  Di:S  POINTS  SIXGliMEUS  UWS  LES  rolKBES 
ALriElîlUOlES; 

Pau  m.  <;ii.  lîIKIILER. 


Secoivde  Pautie. 

1 .  JNous  allons  considérer  mainlcnant  1(!  cas  où  le  poinl 
anulli))le  est  à  l'iniini.  Supposons-le  d'abord  à  l'infini 
dans  la  diro(;lion  de  l'axe  des  -)  ,  cL  soit 

,  ,    (  F(.r,  r)  =  <?;,(j^) r'"--^-f-'fp+,(^- ). >■'""''"*  +  ••• 
<i)    \ 

l'équation  de  la  courbe  ordonnée  suivant  les  puissances 
décroissantes  de  -)  ,  o^(x)  désignant  d^une  manière  géné- 
rale uiî  polynôme  de  degré  [J.  en  a\ 

Soit  a  une  racine  simple  de  l'équation  Op[x)  =  o. 

Coupons  la  courbe  par  une  droite  parallèle  à  la  di'oite 
X  ■=  a  et  voisine  de  celte  droite,  soit  a:  =  r/,  -f-  ;  ;  l'équa- 
tion 

nous  donnera  les  ordonnées  des  points  d'intersection  de 
la  droite  et  delà  courbe.  Posons  y  =  -  et  multiplions 
les  deux  membres  de  l'équation  (2)  par  z"'~p  ;  il  viendra 

A  chaque  racine  infiniment  petite  de  l'équation  (  3} 
<;orrespond  une  racine  infiniment  grande  de  l'équa- 
iion  (2). 

Jrin.  (le   MdChcm..   .i*  série,  U  \\  (  IVKiirs    i88«).  "^ 


(  9^  ) 
Supposons 

'fp+,  («)  =  o,     0/,+  ,(r/)  =  o o,,+^_i{a)=zo, 

et  soit  ^p+q{a)  la  première  des  quanlitcs  de  la  forme 
C5^(a),  qui  ne  s'annule  pas^  l'équation  (3)  prendra  la 
forme 


(4) 


^''-'  ,  "1 

?,,(«)+•••  +  — r'f/'(«)  +  -'fp+i(«)-^---| 

a  étant  une  racine  simple  de  l'équation 
ou  a 

?',;(«)  ^O, 

et  les  termes  qui  suivent  '^ An)  dans  les  premières  pa- 
renthèses renferment  tous  soit  £,  soit  z  en  facteur;  il  en 
est  de  même  pour  les  termes  renfermés  dans  les  secondes 
parenthèses,  à  l'exception  du  premier. 

Quand  z  tend  vers  zéro,  l'équation  (4)  acquiert  y  ra- 
cines nulles,  et  on  pourra  l'écrire  sous  la  forme 

(5)  '4 ?'/.(«)  -^  '^]  +  -'V'iP^qia)  +  S]  :r=  O, 

a  et  o  étant  des  quantités  qui  sont  aussi  voisines  de  zéro 
que  l'on  veut  lorsqu'on  substitue  à  ^,  dans  les  paren- 
thèses, l'une  des  fj  racines  voisines  de  zéro  qu'acquiert 
l'équation  (4)  pour  de  petites  valeurs  de  t.  On  pourra 
donc,  en  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  dans  la 
première  Partie  (  '  ),  représenter  par  la  formule 


(6)  Zl: 


Ip+n 


(«) 


(')    Voir  le    nuiiiiro    t\f   iinvrmlirc  i8Sn  Aç^  Xouki'Uck  Annales  île 
MfithenifiliqiK's. 


(  99  ) 
les  valeurs  approchées  des  (j  racines  infinimenl  pelîtes 
de  l'équation  (4).  Si  q  est  impair,  l'équation   (6)   n'a 
qu'une  seule  racine  rétîlle,  et  cette  racine  est  de  signe 


1      ■     ^  9'*>(<^) 

contraire  a  celui  de     "^    — - 

? P+7 ( a ) 


Soit  OA  =  a  [fig.  i)  et  supposons  le  rapport 


ipici) 


positif;  pour  une  valeur  positive  de  s,  la  racine  réelle  de 
l'équation  (6  )  est  négative^  on  obtient  donc  un  point  M' 


Fi; 


B.  B, 


du  côté  des  J)  négatifs  sur  la  droite  B,  B'^,  dont  Téquatiou 
est  X  =  a  -\-  f^  (juand  î  tend  vers  zéro,  cette  racine  en- 
gendre la  branche  B'M'^  pour  des  valeurs  négatives  de  s, 
on  obtient  la  branche  BM  ;  ces  deux  branches  sont 
asymptotes  à  AB  de  part  et  d'autre  de  cette  droite,  et  le 

donne  la  position  de  la  courbe 


du  --•-— ^■■*      '' 


signe  du  rapport  — 

par  rapport  à  son  asymptote. 

Supposons  maintenant  q  pair  et     '^■'^    — -  positif^  pour 

des  valeurs  positives  de  î,  toutes  les  racines  infiniment 
petites  de  Téquation  (  j  )  sont  imaginaires;  si,  au  con- 
traire, on  donne  à  £  des  valeurs  négatives,  deux  des  ra- 
cines infiniment  petites  de  l'équation  ( a )  sont  réelles^ 


(  'f^^'  ; 

l'une  d'elles  est  positive  et  l'autre  négative.  On  obtient 
done,  sur  la  droite  B(  B'^  {fi^.  2),  deux  points  situés 
l'un  dans  la  région  des  7  positifs,  l'autre  dans  la  région 
des  j  négatifs.  Quand  £  tend  vers  zéro,  les  deux  raeines 


Fi 

g-  2. 

V 

1 

B 

0 

A 

\ 

J\ 

B' 

considérées  engendrent  les  branches  MB,  M'B'  situées 
d'un  même  côté  de  l'asymptote. 

On  voit  que  l'équation  (5)  a  une  forme  analogue  à 
celle  que  présente  l'équation  (7)  de  la  première  Partie  \ 
ce  dernier  cas  correspond  à  celui  où  le  point  est  d'in- 
flexion. 

Ce  que  l'on  vient  de  dire  de  la  racine  simple  a  de  l'é- 
quation '■^p{x)  =  G  s'applique  à  toutes  les  autres  racines 
simples  de  cette  équation  5  on  construira  donc  de  la 
même  manière  toutes  les  branches  infinies  fournies  par 
les  autres  racines. 


2.   Considérons  maintenant  h;  cas  où  'f/;(-> 
met  une  racine  double  r/;  dans  ce  cas, 


=  o  ad- 


tt'^, ( a)  -z:^  o     p l     «-'/, (  n )  ;  0  : 


(  '<>'  ) 

î'équalioli  (3)  pourra  donc  s'écrire 


^?r(«) 


+  z'"^'' 


?/«  (  «  )  +  '^  ?m  {«)+•••+  -^  ?'""(  «  ^ 


Supposons  qucrt  n'annule  pas  la  fonction  ç-^^,  (a*)  -,  dans 
ce  cas,  l'équation  [y)  pourra  s'écrire 


<8) 


[?;(«)  +  «]  +  z[o,,+i{a)  +  g]  =  o, 


analogue  à  l'équation  (i  i)  de  la  première  Partie. 

Les  quantités  a  et  ê  sont  aussi  petites  que  l'on  veut 
lorsque  z  désigne  la  racine  infiniment  petite  de  l'équa- 
tion (8). 

La  valeur  approchée  de  z  est  l'expression 

On  voit  aisément  qu'à  cette  racine  correspondent  deux 

Fis.  3. 


7 

\ 

0 

A 
B' 

branches  de  courbe  analogues  à  celles  de  la  /t^.  3,  con- 
struite dans  l'hypothèse  — ^^,    ,^0. 


(  ff»^-  ) 

Ces  consîtTérations  s'appliquent  à  toutes  les  raeîne» 
doubles   de  l'équation   cp^(.r)  =  o   qui  n'annulent    pas 

3.  Considér&ns  maintenant  le  eas  où  '■5^^,(a)  =:  o  el 
'■p/^-M  (  ^'')  <  O5  ainsi  que  '^p+i  (  «  )  ^  o,  a  étant  toujour»  une 
raeine  double  de  Opi^x)  =  o. 

L'équation  (3)  prendra  alors  la  l'orme 

(9)  7^ ?/'(«)  -^  --?'//+i(^0  +  -'?/^+2(«)  H-  Y  =  t>, 

y  étant  une  somme  de  termes  qui  sont  tous  infinimenl 
petits  devant  les  trais  premiers  pouF  des  valeurs  infini- 
ment petites  de  £  et  de  :;, 
Posons 

l'équation  (9),  après  cette  substitution,  renferme  dan» 
son  premier  membre  s'  en  facteur 5  si  l'on  débarrasse  le 
premier  membre  de  ce  facteur,  il  vient 

(10)  -^  'f  ;  {c()-T-l  ip^ ,  (  «  )  +  C-  'f  ,,^2  {a)-^i=o, 

Vêtant  un(!  somme  de  termes  qui  renferment  tous  t  en 
iacteur. 

Quand  t  est  très  petit,  la  fonction  "Ç  a  une  valeur  aussi 
voisine  cjue  l'on  veut  de  l'une  des  racines  de  l'équation 
du  second  degré 

Soient  VQ  et  U|  les  racines  de  cette  dernière  écjuation  ^ 
supposons  ^0  et  Si  réelles  et  in('gales^  les  deux  racines 
de  l'équation  en  ~  (jui  tendent  vers  zéro  auront  pour  va- 
leurs ai)|)rorli<'es 


(   'o3  ) 
par  suiu;,  si  t^  cl  !^,  sont  de  mènu"  signe,  la  courbe  pré- 
sentera une  disposition  analogue  à  celle  de  la  fi:;-.  l\  {'C^ 
et  Si  sont  supposés  positifs),  et  si  wo  et  'v^,  sont  de  signes 


Fi;;. 


TiK.  .■>. 


contraires,   la  courbe  présentera  une  disposition   ana- 
logue à  celle  de  \ix  fi^.  5. 

Si  les  racines  de  l'équation  (ii)  sont  imaginaires,  il 
n'y  a  pas  de  branches  réelles  asymptotes  à  la  droite  BB'. 
Enfin  si  les  racines  de  l'équation  (ii)  sont  égales,  elle 
prendra  la  forme 

(12)     o,,^,(a)(?-^o)-  +  As  +  BE2  +  Cs^  +  ...=  o, 


et,  par  suite, 


l-t,-=± 


V 


A£  +  B£^  + 


'■?/.+2(«) 


les  deux  valeurs  de   ^  qui  ont  pour  limite  ^o  <Jïit  donc 
pour  valeurs  approchées 


et  nous  donnent  une  disposition  de  la  coui'ijc  analogue  à 


(  '^'4  ) 

celle,  de  \aJï^.  6,  qui  correspond  au   rebrousseinent  Je 
seconde  espèce. 

fi?.  6. 


7 

B 

0 

/ 

A 

h-' 

î.   ^ous  avons  actuellement  à  examiner  ïe  cas  où 

©/,-^,(a)  =  o,  o,,+2(rO  =  o,  0/,+^_,(rt)  =  o,  ç^,^>-(a)  ^^o, 
vj'j,^i{a)  —  o,     o),^,!^)^^,     ç.^+„_ifr7)  —  o,     o),+„(rt)>o. 

En  introduisant  ces  hypothèses  dans  l'équation  (3^, 
elle  prend  la  forme 

S  étant  une  somme  d'un  nombre  fini  de  termes  qui  sont 
infiniment  petits  devant  l'un  des  trois  termes  mis  en  évi- 
dence. 

Les  développements  dans  lesquels  nous  sommes  entrés 
pour  traiter  complètement  ce  qui  se  rapporte  à  l'équa- 
lion  (17)  de  la  première  Partie  nous  dispensent  d'insis- 
ter sur  l'étude  de  l'équation  (i3)^  Nous  nous  bornerons 
donc  à  énoncer  les  résultats  suivants  : 

1°  Si  «^]N,  les  branches  qui  accompagntïut  BiVollrent 
la  disposition  de  ta //.ij^.  3,  dans  le  cas  de  ]N  impair;  et 
dans  le  cas  de  N  pair  il  n'y  a  pas  de  branches  accom- 
pagnant la  droite  J" -■=  rt,  on  bien  elles  oll'rcnt  la  dispo- 
sition de  la  fi}^.  5. 


(  f^^  ) 

1°  Si  «<^N,  N  =  2  n,  on  ol)lieut  les  fii^.  y  v.i  8  si  «  esl 
pair  cl  si  les  racines  de  l'équation  en  ^" 

(  '  D       7^  ?')> ^  « )  +  ^"  'h' ^"  ( «  )  -^  '"'  '■?/' ^2«  (  « )  =  o 

sont  réelles  et  inégales. 

Si  les  racines  de  l'équation  (i4j  sont  égales,  la  courber 
présente  une  forme  analogue  à  celle  de  \ajig.  <j . 

Entin,   si  les  racines  de  l'équation  (i4)  sont  iinagi- 

\.  Fig.  S. 


A 


naires,  il  n'y  a  pas  de   branches   réelles    qui    accom- 
pagnent la  droite  BB'. 

La  discussion  se  fait  d'ailleurs  comme  dans  la  première 
Partie;  nous  n'insisterons  pas  et  nous  allons  passer  au 
cas  des  asymptotes  non  parallèles  à  l'axe  des  y, 

5.  Considérons  maintenant  le  cas  où  le  point  (.'st  à 
l'infini  dans  une  direction  autre  que  celle  de  l'axe  des  j', 
et  soit 


(>; 


J'équalion  de  la  courbe. 


(   loC  ) 
Dans  celte  équation,^(  j",  7  )  di-signe  d'une  manière 
générale  l'ensemble  homogène  des  termes  du  degré  |jl. 
Cette  équation  peut  s'écrire 

(2         ^  /A 

I  +.r/i(i,^)4-/o=o, 


ou  bien,  en  posant  f(  i ,  ■^^  =  'f,.(  ^] 


Si  l'on  fait,  en  outre, 

>-  ,  I 

-  =  «  +  V  ,     ,r  =  — , 

a  étant  une  racine  de  l'équation 

l'équation  (3)  deviendra,  après  en  avoir  multiplié  les 
deux  membres  par  x''". 

Si  l'on  développe  les  expressions   '■Pa(  <^^ -f~J'')  t3t  si  l'on 
remarque  que 

l'équation  (4)  deviendra 

+  ~?',„(«)4-a.-y'-p,„_i(rt)H-.t2o,„_,(rt)+... 

4-.r'"'o„  =  *(.r',.v')=-0, 


(  '"7 


8i  l'on  pose 


l'équation  (5  )  prendra  la  forme 


—  ?m  («)  +  >>  'fm-l(^0 


.,(«) 


(6) 


)/ 


o;;;'_7H^0 +  •••+?( 


(m  — I)! 

ou,  après  la  suppression  du  facteur  .r', 
(7)  ^,(X)4-^>'4,.(À)+...  +  .r""-iJ;,„(À)  =  0, 

en  posant,  pour  abréger. 


W>^) 


,|x    -1 


|x  —  !  )  ! 


'f,^,zV(«)+...+  '-?m-ft(«). 


Dans  le  cas  le  plus  général  où  un  certain  nombre  de 
fonctions  'j'(4('' )  sont  identiquement  nulles,  par  exemple 

dans  le  cas  où   '}i  (^0'  '\^-0')i  ■  '  ■  i  '!'/'-<  ('^0  ^^^^''  identi- 
quement nulles,  l'équation  (7)  prend  la  forme 

(8)  .v'P-''^p{l)  -h  .r'/'J;/,+,(À)  -H-  .  •+  ^""-'>]^»(>0  =  0 
ou,  après  la  suppression  du  facteur  a:'^~', 

(9)  '{'p(>0  +  ^r''!^,>^iO~)+..  .+  .r''"-/'J;„,(X)  =  o. 

Cette  équation  est  de  même  forme  que  l'équation  (3) 
de  la  première  Partie. 

6.  On  voit  aisément  que  si  l'on  construit,  dans  le  voi- 
sinage de  l'origine,  la  courbe  représentée  par  l'équa- 
tion (5  ),  <I>(x',  '}')  =  o,  cela  équivaudra  à  la  construction 
de  la  courbe  (1)  à  l'infini  dans  la  direction  fournie  par  Li 
racine  a  de  l'écpiation  cp/„(//)  =  o. 


(   'o8  ) 
En  effet,  nous  avons  posé 

"►'  ,         ,       I  ,      ,     , 

—  =«4-y,      j::=:-,       r'z=z/..r; 
a-  ^  .r        " 

on  en  tire 

y  =  aa;  ^  X. 

Si  nous  faisons  ensuite 

cela  reviendra  évidemment  à  couper  la  courbe  par  une 
droite  parallèle  à  la  droite  y  =  ax  ■+-  \o' 

Cette  droite  j=  ax  ■+-  Aq  est  asymptote  à  la  courbe 
si  Ao  a  été  déterminé  de  manière  que  l'équation  en  x' 
acquière  une  nouvelle  racine  nulle;  par  suite,  l'équation 
en  X  acquerra  une  nouvelle  racine  infinie.  L'équation 
y  =  a X  -h  Ag -\-  s.  sera  alors  celle  d'une  parallèle  à  l'a- 
symptote 7  =  (7x+Ao  et  aussi  voisine  que  l'on  voudra 
de  cette  droite  pour  des  valeurs  suffisamment  petites 
de;. 

Les  équations  [y)  ou  (9)  entre  les  quantités  x'  ot  A 
deviennent,  en  posant  A=AoH-S5  des  équations  entn; 
les  infiniment  petits  x'  et  s  5  elles  nous  donneront,  par 
des  raisonnements  identi(]ues  à  ceux  de  la  première 
Partie,  les  valeurs  approchées  infiniment  petites  de  x' 
pour  des  valeurs  très  petites  de  z,  et,  par  suite,  le  signe 
de  ces  valeurs  de  .r'  pour  des  valeurs  soit  positives,  soit 
négatives  de  e.  Donner  à  s  des  valeurs  positives,  c'est 
couper  la  courbe  par  des  parallèles  à  l'asymptote 
j'=aj-f- Ao  situées  au-dessus  de  cette  droite;  les  va- 
leurs négatives  de  s  doinient  des  parallèles  fi  l'asymptote 
situées  au-dessous  de  cette  droite. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ce  point,  la  dis- 
cussion étant  identique  à  celle  que  nous  avons  dévelop- 
pée précédemment.  Nous  allons,  en  terminant,  rappeler 


1 


(   '"9  ) 
une  propriété  remarquable  de  la  eourbe  représentée  par 
l'équation  (5)  en  x',j)',  que  nous  a\ons  désignée  par 

*(.r',  r')  =  o. 

La  eourbe  <!>(.*/,  j')  =  o  peut  être  considérée  comme 
une  transformée  par  pcrspcclive  de  la  courbe  représentée 
par  F[x^  j'-)  =  o. 

Si  l'on  conçoit,  eneiïet,  un  système  de  deux  plans  rec- 
tangulaires {/ig.  g)  qui  se  coupent  suivant  la  droite X\  , 

Fis.  9- 
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M 
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et  un  point  o  dont  les  distances  aux  deux  plans  soient 
égales  entre  elles  et  à  l'unité  :  soient  O,  O'  les  projections 
de  o  sur  les  deux  plans.  Si  l'on  unit  un  point  quel- 
conque M  du  premier  plan  au  point  o  par  une  droite, 
cette  droite  vient  percer  le  second  plan  en  un  point  M', 
qui  est  la  perspective  du  point  M.  Si  l'on  rapporte  les 
positions  de  M  et  de  M'  respectivement  aux  axes  xOj^ 
x'0'y\  on  a,  entre  les  coordonnées  x,  r,  x'^  y'  des 
points  M  et  M',  les  relations 


par  suite,  si  le  point  M  décrit  dans  le  premier  plan  la 
couibe  F  {:x\  r)  =  o,  le  point  M'  décrira  dans  le  second 


(     '!<•    ) 

plan  la  courbe  4>(x',  j' — a)  =  o.  Cette  équation  prend 
Ja   forme  <ï>( j:',j)'')  ==  o   par  une    translation    de    l'axe 

desr'. 

La  courbe   'I>(x',  7')  =0   peut  donc  être  considérée 
comme  une  perspective  dtî  la  première. 


THÉORÈMES  SlIU  LES  NORMALES  A  L'ELLIPSE; 

Par  m.  AVEILL. 

[fin   (').] 


Dans  le  cas  du  problème  proposé,  le  rapport  (a)  est 
égal  à  l'unité,  puisf[u'il  existe  une;  conique  tangente  aux 
côtés  du  triangle  A'IVC  aux  points  A,  H  et  C.  Le  rap- 
port (i)  est  donc  aussi  égal  à  l'unité.  Par  suite,  si  l'on 
désigne  par  a,  ^,  y,  a',  ^',  y'  les  distances  du  point  P  aux 
six  droites  menées  par  chacun  des  points  A,  B  et  C,  per- 
pendiculairement aux  côtés  qui  aboutissent  en  ces  points, 
l'équation  du  lieu  du  point  P  sera 


Ce  lieu,  qui  est  du  troisième  degré,  a  pour  centre  le 
centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  et  pour 
asymptotes  les  perpendiculaires  abaissées  de  ce  point 
sur  les  côtés  ;  il  passe  par  les  trois  points  A.  B,  C,  par  le 
centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle,  le  point  de 
concours  de  ses  hauteurs  et  les  centres  des  cercles  in- 
scrit et  exinscrits  au  triangle. 

Cherchons  maintenant  le  lieu  des  sommets  A',  B',  C 
du  triangle  obtenu  en  menant  des  tangentes  à  la  conique 


C)  .\niivelles  Annalcft.  :>'  si-ric,  t.  \\.  p.  tiS. 


(  III  ) 

aux  points  A,  H,  C.  Cliacun  des  sommets  de  ce  triangle 
décrit  une  courbe  du  troisième  degré  diOérente,  et  ces 
trois  courbes  ont  sept  points  communs,  qui  sont  b-s  som- 
mets A,  B,  C  du  triangb;  donne  et  les  centres  d(;s  cercles 
inscrit  et  exinscrits  à  ce  triangle.  Considérons,  en  par- 
ticulier, le  lieu  du  point  A'.  Cette  courbe  du  troisième 
degi'é  passe  par  les  points  A,  B,  C,  par  les  centres  ï,  I', 
1",  1'"  des  cercles  inscrit  et  exinscrits  au  triangle  ABC, 
et  par  le  point  diamétralement  opposé  au  point  A  sur  le 
cercle  circonscrit  au  triangle^  elle  a  pour  directions 
asyraptotiques  les  côtés  AB,  AC  et  la  perpendiculaire  au 
côté  BC;  entin  elle  passe  par  le  milieu  du  côté  BC. 

Parmi  toutes  les  coniques  circonscrites  au  triangle  ABC 
et  telles  que  les  normales  en  A,B,  C  soient  concourantes, 
on  peut  considérer  les  deux  droites  AB,  AC,  qui  forment 
une  conique  répondant  à  la  question;  le  triangle  A'B'C 
qui  lui  correspond  a  un  sommet  déterminé,  qui  est  le 
point  A',  diamétralement  opposé  au  point  A  sur  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  ABC,  et  les  deux  autres  sommets 
la  droite  B',  C  sont  indéterminés  sur  les  droites  A'  B,  A'C, 
la  droite  B'C  qui  les  joint  passant  constamment  par  le 
point  A  5  donc  le  lieu  complet  des  points  A',  IV,  C  se 
compose  de  six  droites  et  de  trois  courbes  du  troisième 
degré. 

Considérons  une  droite  quelconque  passant  par  le 
point  A5  elle  rencontre  la  courbe  du  troisième  degré  qui 
forme  le  lieu  du  point  P  en  deux  points  P'  et  P";  au 
point  P'  correspond  une  conique  circonscrite  à  ABC  et 
un  triangle  A'B'C'^  de  même,  au  point  P"  correspond  un 
triangle  A"B''C".  Les  points  B'.B",  C',C"sont  sur  la  droite 
menée  par  A  perpendiculairement  à  PA,  et  ces  points 
forment  deux  groupes  (B',  B"),  (C',C")  ^  les  deux  premiers 
points  B'  et  B"  sont  situés  sur  une  courbe  connue  du  troi- 
sième degré;  les  deux  autres  C  et  C"  sont  aussi  siu-  une 


(  '  '  '■'-  ) 
courbe  connue  du  troisième  degré  et  diirérente  de  la  pré- 
cédente. Or,  les  abscisses  des  points  P'  et  P"  ne  dépen- 
dent que  d'un  radical  carré;  il  en  est  donc  de  même  des 
abscisses  des  points  B',  IV,  C,  C",  puisqueles  deux  courbes 
du  troisième  degré  qui  contiennent  ces  points  passent 
toutes  deux  par  le  point  A. 

Si  l'on  considère  une  des  coniques  circonscrites  au 
triangle  ABC  et  telle  que  les  normales  en  xA,  B  et  G 
soient  concourantes  en  un  point  P,  si  l'on  projette  ce 
point  en  Q,  R,  S  sur  les  trois  côtés,  il  existera,  d'après  le 
théorème  de  Géométrie  que  nous  avons  établi,  une  co- 
nique tangente  aux  trois  côtés  du  triangle  ABG  aux 
points  Q,  R,  S.  Dès  lors,  si  l'on  projette  le  point  P  en 
Q',  R',8'sur  les  côtés  du  triangle  QRS,  il  y  aura  une  troi- 
sième conique  tangente  aux  côtés  du  triangle  QRS  aux 
points  Q',  R',  S',  et  ainsi  de  suite.  M.  Laguerre  a  énoncé 
sous  forme  de  question  (  Nouvelles  Annales ,  ques- 
tion 1341,  mars  1880),  une  proposition  qui  est,  au  fond, 
identique  à  la  précédente. 

Sans  développer  davantage  ce  sujet,  nous  énoncerons 
une  dernière  propriété  : 

Théorème  XIV.  —  Lorscju  un  triangle  est  inscrit  et 
circonscrit  à  deux  ellipses  ayant  les  mêmes  axes  en 

position^  si  l'on  pose  t  =  lang  ->  cp  étant  le  paramètre 

angulaire  de  l'un  des  sommets,  V équation  qui  donne 
à  chaque  instant  les  trois  valeurs  de  t  sera 

/^  -4-  X  /-  +  G  ^  H-  ^  =  o, 

dans  laquelle  G  est  une  constante  et  \  un   paraud-.lre 
variant  avec  la  position  du  triangle. 


{  i'3  ) 

SIRFACES  APPLICABLES  SIR  HES  SIRFACES  DE  UÉVOLliTIOX; 

Par  m.   a.   PIC  ART. 


\ .  M,  HaLou  tic  la  (joupillière,  dans  um;  Coiuniiuii- 
cation  faite  à  la  Société  pliilotnatliiqiic  le  17  mars  i8()7, 
'a  donné  la  solution  de  la  question  suivante  : 

Oiielles  sont  les  surfaces  sur  lesquelles  on  peut  tra- 
cer  un  réseau  isotherme  ou  isoniétrujue,  c'est-à-dire 
décomposant  la  sur/ace  encartés  infiniment  petits,  qui 
soit  formé  de  lignes  géodésiques  et  de  leurs  trajectoires 
orthogonales? 

Jl  a  trouvé,  en  considérant  la  forme  de  l'élément 
linéaire  de  la  surface  qui  est  propre  aux  systèmes  iso- 
métriques, savoir 

(  I  )  ds'  =  A  (  du"-  -i-  dv'  ) , 

que  les  seules  surfaces  jouissant  de  cette  propriété  sont 
les  surfaces  applicables  sur  des  surfaces  d(i  révolution. 

2.  Ce  résultat  peut  s'établir  immédiatement  à  l'aide 
des  principes  les  plus  simples  de  la  Géométiie  des  sur- 
faces. 

Il  suffit  de  se  rappeler  l'expression  de  la  courbure  géo- 

désique  i  — ^  j  des  lignes  d'un  réseau  ortliogonal  et  le 

théorème  de  Gauss  qui  en  est  une  conséquence. 

Soit,  en  eflet,  un  réseau  isométrique  formé  par  des 
lignes  géodésiques  (X)  et  leurs  trajectoires  orthogo- 
nales (Y).  Les  éléments  de  lignes  géodésiques  compris 
entre  deux  trajectoires  orthogonales  infiniment  voisines 
étant   égaux,  d'après  le  théorème  de  Gauss,  les  carrés 

^/in.  de  Mftc/irtnnc,  -i*  série,  t.  XX.   (Mars  1881.)  O 
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compris  entre  ces  deux  mêmes  trajectoires  sont  tous 
égaux;,  par  suite,  la  courbure géodésique  de  chacune  des 
trajectoires,  qui  est  égale  (si  l'on  désigne  par  dj  l'élé- 
ment de  trajectoire  et  par  ox  l'élément  de  ligne  géodé- 

\  >      ''  dy  I-  .  7  . 

sique     a  —, — —■ -,  est  constante.   Le  système  des  traiec- 

^         '         (IVj.V  -  ' 

toires  est.  donc  fur/ne  de  lignes  d'égale  courbure  géo- 
désique. 

Or,  il  est  facile  de  déinonlrei'  le  théorème  suivant  : 

QunJid  il  existe  su/'  une  surface  uns')  stème  de  lignes 
géodésiques  ayant  pour  trajectoires  orthogonales  un 
système  de  lignes  d  égale  courbure  géodésique,  ou,  en 
d'autres  termes,  quand  on  peut  tracer  sur  une  surface  un 
s'\  sterne  de  lignes  parallèles  de  courbure  géodésique 
constante,  la  surface  est  nécessairement  applicable  sur 
une  surface  de  réi'olution. 

En  effet,  la  courbure  géodésique  de  ces  lignes  peut 
être  regardée  comnie  une  fonction  de  l'arc  s  qu'elles  dé- 
terminent sur  une  certaine  ligne  géodésique,  à  partir  d'un 
point  fixe,  pris  pour  origine;  dès  lors,  si  l'on  considère 
la  surface  de  révolution  sur  laquelle  la  courbure  géodé- 
sicpu;  des  parallèles  soit  exprimée  par  la  même  fonction 
de  l'arc  de  méridienne,  on  voit  (pu;  les  deux  surfaces 
pourront  être  décomposées  en  carrés  infiniment  petits, 
respectivement  égaux  entre  eux,  et,  par  suite,  seront  ap- 
plicables l'une  sur  l'autre. 

Mais  quelle  est  la  sui'face  de  révolution  sur  laquelle  la 
courbure  géodésique  des  parallèles  est  une  fonction  '>^{s) 
de  l'arc  de  méridienne  ? 

Si  l'on  désigne  par  x  le  ravon  d'un  parallèle,  on 
trouve  l'équation  différentielle 


(    11.)  ) 
dont  l'iiité^ralo  première  est 

-f',..,.,. 

(3)  jc  =  Ce  ->o 

C'est  là  récjualion  de  la  méridienne.  Jl  y  entre  un  ])ai'a- 
mètre  arbitraire  C.  Si  l'on  fait  varier  ce  paramètre,  on 
a  une  infinité  de  surfaces  de  révolution  toutes  applicables 
les  unes  sur  les  autres.  Elles  forment  une  famille  dont 
les  sui'faces  individuelles  se  distinguent  par  la  valeur  du 
module  C. 

L(;  théorème  précédent  permet  de  reconnaître  immé- 
diatement que  les  Iirlicoïdcs  sont  applicables  sur  des 
surfaces  de  révolution,  propriété  découverte  par  Hour, 
car  il  est  évident  que  les  hélices  décrites  par  les  diffé- 
rents points  du  profil  générateur  sont  des  lignes  paral- 
lèles et  de  courbure  géodésique  constante. 

Il  y  a  plus,  on  peut  trouver  très  simplement,  en  s'ap- 
puyant  sur  les  mêmes  principes,  la  relation  qui  existe 
entre  le  profil  générateur  de  riiélicoide  et  la  méridienne 
de  la  surface  de  révolution. 

Soit  L  le  profil  de  l'hélicoïde  rapporté  à  l'axe  Or  de  la 
surface  et  à  la  perpendiculaire  O  x.  Considérons  l'hélice 
décrite  par  le  point  M,  dont  les  coordonnées  sont  a:  et  }''. 
Si  p  est  le  pas  de  la  surface,  la  tangente  à  cette  hélice 
en   M  fait  avec  l'axe  un  angle  a  dont  la  tangente  est 

'    "   •  Si  l'on  désigne  par  î  et  À  les  angles  que  la  tangente 

en  M  au  profil  fait  avec  O  a;  et  avec  la  tangente  à  l'hélice, 
on  trouve,  pour  la  courbure  géodésique  G  de  l'hélice  sur 
l'hélicoïde, 

(4)  G=.-ii^^^, 

.V      sni  A 

I          sin-a               f.               rnsî 
car  -  =  et  cos^J  r= -. — r  >  ou 

p  JC  SIIIA 

(5)  G=. ^'"^^""^         . 


i 


Ci) 


(     "^>    ^ 
j)uis(jiic.   (OS  A  =z  sinc  cosa,    ou    enlin,     en    remplaraiil 
sin-a,  cos-a,  cose,  sine  respectivement  par 

'Il 

[\t:''' .1-"'  j)-  I  cljr 


\  ■ 


(£)'  \/'"^(S 


[^"K^œ 


\ 


{/)'  -+-  /|r"-.z'' 


^,2_,_/i^2_^2_^^^o^2^^ 


'^rdle  est  la  courl)!!!!;  géodésique  des  liéliees  expi-iniét? 
en  loiielion  de;  l'x  des  diiTéfents  points  du  profil  et  du 


(/) 


eoeflicient  dinérenliel   -j~  •  Il  faut  expriin(;r  eette  eour- 


hure  en  loiietion  de  l'are  de  ligne  gèodésiqiie  qui  leur 
est  orthogonal. 

Or,  en  appelant  s  cet  arc  et  rr  l'arc  du  piofil,  on   a 
évidemment 

(7)  ds  ^=z  (h  ?,\\\'/., 

d'où,  en  remplaçant  d'y  et  sinX  par  leurs  valeurs, 


(8) 


Si  Ton  sujjpose  le  [)i'olil  connu,  x  est,  eu  vertu  de 
cette  dernièi(;  formule,  une  certaine  fonction  de  s  qui, 
mise  à  la  ph-UM;  de  x  dans  Féqualion  (6),  donnera  la 
«'ourhure  géodésiquc  des  hélices  en  fonction  de  l'are  s.  Si 
l'on  désii];ne  par  '-^(.v)  cette  fonction,  la  couihc  méri- 
dienne de  la  surface  de  révolution  sur  hnjuelle  l'hélicoïde 
est  applicahle  aura  pour  é(pialion 


(y) 


j'-Cf^ 


-   I      f.i),ls 


(  "7  ) 
Réciproquement,  connaissant  la  loiietittu  'f(.vj  ({ni 
exprime  la  variation  de  la  courbure  yéotlési(pie  des  pa- 
rallèles d'une  surl'ace  de  révolution  donnée,  on  [jontia 
déterminer  le  prolil  générateur  de  l'Iiélieoïde  sui'  l('(|nel 
cette  surface  est  applicable.  11  sera  donné  par  les  l'oi- 
mules  (9)  et  (8).  De  la  formule  (())  on  tirera  la  valeur 
des  en  x,  par  suite  celle  de  ds,  et  l'on  portera  cette  tlei- 
nière  dans  (8),  ce  qui  donnera  une  équation  différen- 
tielle entre  xcl  -7^  dont  l'intéirration  fournira  l'éfiuation 
(Le  "  '■ 

du  prolîl. 

Remarquons  que  del'équation  (8)  et  de  ré([uation  (6), 
où  l'on  remplace  G  par  "^  (••>),  on  déduit  l'écpiation 

'f  (5)  ds  -\ .^ j—, — ~  —  Or 

qui,  intégrée,  donne 

(10)  p"^ -^-  L\Ti^ x"^  ^  e     "^ 

Comme  application  de  ces  formules,  nous  eliercberons 
d'abord  quelle  est  la  surface  diî  révolution  sur  laquelle 
peut  s'appliquer  la  surface  de  vis  à  lilet  cairé. 

Le  profil  générateur  étant  une;  droite  perpendiculaiiH^ 
à  l'axe,  on  a 


par  suite 


dv 


et     G=—  - 


IXTZ-'S' 


^  L'équation  de  la  courbe  méridienne  di;  la  surlaee  de 
révolution  cliercliée  est  alors 

C 


(II)  X'  =  -  Jp^  -)-  f\  tJ  s-  ■ 

p 

On  reconnaîtra  là  l'éijuation  des  courbes  dérivées  de 


(   ..8   ) 

Ja  cliaiiiclli;,  car,  un  posant  =  A,    —  =  //.  on  peut 

la  niL-ltre  sous  la  forme 


J7  =  /.^  h-  -i-  ,¥-  , 

qui  ne  dillère  que  paf  le  module  A  Je  l'équation  de  la 
ehaiuelle 


.r  =;  \  /i--+-  S-. 

On  obtient  cette  dernière  équation  en  supposant  C  =  //. 

La  surface  de  vis  à  filet  carré  n'est  pas  le  seul  héli- 
coïde  applicable  sur  la  surface  de  révolution  qu'engendre 
la  chainctte  et  que  Bour  a  appelée  aljsscide. 

Proposons-nous,  en  elfel,  de  trouver  le  profil  des  héli- 
roïdes  applicables  sur  l'alysséide. 

Pour  celle  surface,  la  fonction  '-^{s)  qui   exprime  la 

courbure  géodésique  des  parallèles  est   —  jj^ — -;  par 
conséquent,  l'équation  (lo)  devient,  dans  ce  cas, 

//-  H-  .4  T.-  ,r-  =  /;i  (  A  -  -i-  5-  ) , 
ïH  désignant  une  constante,  d'où 


et 


"-  +  p'^ —  ni/i'^ 


^ 4 ---g 

^'■^        \'  /n\''\-^.c^-ir  p-  —  m  II  - 

Portant  cette  valeur  de -7^  dans  l'éuualion     8),  on  a 

d.v  ^  ^     ' 

;?z  (  4  ::-  .r-  -^  p-  —  m  h^  )  p'^-\-  [\  r^.v^ 


(  II.)  ^ 
croù 

,  cLv  , -, /^t:-  (  4-'-  —  ni  )  jl"'  —  /// 1  ]>'  —  mil-) 

.iT.^ym  V  .i--.v--h/J-—mh- 

'l\'\\c.  est  l'équation  diiïerentiulic  du  ptolil  de  1  In'li- 
coïde . 

Si  l'on  pose 

d'où 

dz 


dx  = 

2.r 


elle  devient 


.    dz        \/p-^  \ti'^z\'l\-k-{[\t:^ — in)z  —  ïn(p^  —  mil-] 

.\-z\  m  y  4 -"- z  -j-  jj-  ■ —  m Ir 

Sous  cette  lornie,  on  voit  que  la  valeur  générale  de  y 
fournie  par  l'intégration  renCerine  des  tran.s(;endantes 
elliptiques. 

Mais  on   n'a  que  des    {"onctions   alg(;briques  et   loga- 
rithmiques dans  les  trois  cas  particuliers  suivants  ■. 


m  = 

m  := 

f     0 

4--, 

m  = 

h 

Dans  le  premier  cas,  réfjuation  dillérentiellc;  devient 


V4 "'  1^'  —  /'"  \  I>'  -H  4 -'  -   , 

dv  z=:  -î 1—  ^ dz  : 

\P~  - 

dans  le  second. 


.  '  '  -.2  /,  2 ,,2  ,    '  _2  -  _,     ,,2 


(    •'-'^o   ) 
dans  le  troisième, 


dy  —  î- — -^  - —  :  ^/-  ■ 

L'intégration  s'effectue  donc  sans  aucune  difficulté; 
et,  en  faisant  p=  'itJi  dans  les  intégrales,  elles  se  ré- 
duisent à  j>  -h  C  =:  (),  c'est-à-dire  à  celle  d'une  droite 
perpendiculaire  à  l'axe.  On  retrouve  ainsi  la  surface  de 
la  vis  à  filet  carré. 


SOLITIÛX  DE  L\  QlESTIO\  PROPOSÉE  Ali  COXCOLKS 

D  \i)iiissio\  A  i;ëgole  normale  m  isso^ 

Par  m.  J.  GRIESS, 
Mailrc  ri'pi'litcur  au  lyci-e  d'Alger  ('). 


Ktaiit  donné  an  païuibolindc  hyperholufae,  on  con- 
sidère une  i^énéralrice  j'ecti ligne  A  de  cette  surfcice  et  La 
généi'atrice  B  du  même  système  qui  est  perpendiculaire 
à  la  première  ;  jyar  les  points  a  et  h  oii  ces  droites  sont 
rencontrées  par  leur  perpendiculaire  commune  passent 
deux  génératrices  rectilignes  A!  et  IV  de  V autre  sj  s- 
tèine;  soient  a'  et  h'  les  points  oit  les  deux  droites  A' 
et  B'  sont  renco/itrées  j)ar  leur  perpendiculaire  com- 
mune. 

1°  Trouver  le  lieu  des  points  a  et  A,  et  celui  des 
points  a'  et  //,  (juand  la  dioite  A  décrit  le  paraboloïde. 

2°  /rouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites 
A  et  Vi  ou  M  etW. 

3"  Calculer  le  rapport  des  longueurs  ah'  et  ah  des 

(')  (;ias<r  Ir  vincl  iin(|iiii'inr  ;ni  ri-inioiii~  (l'a'Inii>*if'n, 


(  •'>'>  ) 

perpendiculaires  communes,  et  étudie/-  lu  variation,  de 
ces  longueurs. 

Je  preiuls  rô(|ualioii  du  paraboloïJe  sous  la  forme 


■21!  _  il  — .,  ■ 


Une  ijénératrice  A  aura  pour  équations 

(A)  Y'  ^^ 

une  généraliice  B  du  même  système  sera 


s 

vy 

-A  , 

li 

-h 

2.r 

(B) 


Ces  deux  génératrices  seront  perpendiculaires  si  l'on  a 

(i)  À}/4-/>  +  ^  =  o. 

Le  point  a  où  la  perpendiculaire  commune  à  ces  deux 
génératrices  rencontre  A  est  défini  par  les  équations  (  A  ) 
et  par  celle  d'un  plan  mené  par  B  perpendiculairement 
sur  A.  Un  plan  passant  par  B  a  pour  équation 

.y ^ -,     I- 1  2L      — i:^ 

\^i      \''l  \\'p      \'i      ^^' 


bien 


2/1  I  -f-  /•  k  —  I  . , 

-vr  jc  H ;=r—  y  ~\ -r-  z  —  A  r=;  o; 


(    \>.:>. 

) 

ii  sera  pcrpi 

iidiculairc 

à  A  si 

—  •>.  /. 

A  +  i 

/.-  r 

À' 

\7' 

= 

> 

1 

y. 

\'<1 

v^v 

ou  bi(.'ii 

>  /. 

/.  —  I 

= 

/'  -^  '1 

9. 

ÀÀ' 

P  —  'l 

d  on 

/• 

_/>  + 

'1 

p  —  'I 

Le  plan  proposé  a  donc  pour  équation 

•O      ~ ^  —  A  +  ' ^  (  ^:=  +  -^ rr      =  o. 

\'l>      \'l  p-'i\i>      w       '•  / 

En  se  servant  des  équations  de  A,  celle-ci  peut  s'écrire 


A'  + 


7\  '• 


/>  —  V        /A 


Divisant  par  À  —  X'  et  remplaçant  ÀÀ'  par  —  [ j) 
>ieul  pour  l'équation  du  lien 


■  r  +  ' '- 


Cette  é([uati<)n,  jointe  à  celle  i\\\  pataholoïde,  nKjnlre 
(jue  le  lieu  des  points  <i  est  une  hyperbole  dont  le  plan 
<'st  perpendiculaire  à  l'axe  du  paraboloïde.  On  voit  d'ail- 
leurs (pu-  c'est  aussi  le  lieu  des  [)oiiits  /',  car  tous  les 
calculs  sont  syniétri(pu-s  en  À  et  )/. 

Je  reniai(pu'  cpie  *-ette  livperhole  est  aussi  le  lieu  des 
points  du  paraholoidc  où  les  génératrices  sont  pei'[>cndi- 


(  r>^3  ) 
(;ulaii'es.  On  aurait  pu  le  prévoir.  Si  je  mène  en  elï'et 
par  lî  un  |)lan  perpen(li('ulaire  à  A,  ce  plan  coupera  le 
plan  tangent  en  a  suivant  une  droite  passant  par  «,  per- 
pendiculaire à  A  et  rencontrant  B.  (yest  donc  une  géné- 
i-atrice  du  paraboloïde.  Donc,  en  d^  les  içénératrices  sont 
rectangulaiies. 

Cette  remarque  nous  [X'rmet  d'écrire  immédiatement 
les  équations  des  génératrices  A'  et  IV. 

Celles  de  A'  sont 

y  z         IX 

(A')  </'        ^' 

f  -7=  +  —  =  :^' 

et  A'  sera  perpendiculaire  à  A  si  Ïià-\- />  —  y  =  o. 
De  même  celles  de  IV  seront 

y  z          "2  X 

(B')  {^^        ^^ 

y       _^  _  ,  / 

\P      \ V      '  ' 

avec  la  condition  A'[j.'-i- />  —  </  =  o. 

Pour  trouver  le  point  a\  je  mènerai  par  B'  un  premier 
plan  parallèle  à  A'  :  c'est  évidemment  le  plan 

(3)  -^  -^  ~  —  ix'=o; 

\P       VV 

puis  un  second  plan  perpendiculaire  à  ce  dernier. 
Un  pareil  plan  a  une  équation  de  la  forme 


\'  z  ,       . 

^  -h  -^  -  !J-  4-  A- 


ou 


bien 


'"■  \P    '  W 


(  '^4  ) 

il  sera  pcîipciidiculaire  au  plan  (3)  si 


I  +  /■        I  —  /. 

_   -I rr:  O 


Le  plan  (4)  3  donc  pour  équation 


\'P       \'J      '        P-n\slp       V'V        i^' 

Le  point  a'  se  trouve  à  l'intersection  de  A'  avec  ce  plan, 
8oa  équation  s'écrit,  en  se  servant  de  A', 

,      P  ^  'I         \^'  —  \^ 

!-»•  •!■«■+ 2  X   r—   ■=■  O , 

p  —  q  [jl;x 

ou,  en  divisant  par  fx  — ■  p.', 

p  +  q  i 

I  2  X   r   =  o  . 

P  —  7         !-^!-^ 
Multiplions  entre  elles  les  deux  conditions 

),;i.  -h  p  —  q  =-0,      a'  <y  -!-/>  —  //  =  o  ; 
il  vient 

XX'.  [xa'n:  {p  —  «y)". 

Or 

XÀ'  =  -(/.4-y); 

donc 

/      ip  —  qy' 

|xa'  =: '- '- —  , 

P-^'I 

cl  l'équation  du  lieu  est 

J  +  2X'  i-    y- ^,  =0, 

p-u  ip-'i)- 

^    {p-qY 

'^■ip-^-q)- 


(  •^-'5  ) 

(l<;Ue  t'(|nali()ii,  jointe  à  celle  du  j)aial)()I()i(le,  nionlic 
(|ne  ee  lieu  représenlo  encore  une  liyperhoN-  dont  le  plan 
est  perpendicuIaiK;  à  l'axe. 

Cherchons    maintenant    le    [)oint   de     rencontre   des 
di'oit(;s  A  et  H'.  Pour  cela  prenons  l'écpialion 


\'r      \''i 


;x', 


avec  la  condition  W  fj.' -{- p  —  /f=za. 
Les  équations  de  A  donnent 


y         z 

11'  -^  p  -h  r/  z=  o, 

l"-'  ^_^P  —  'l 

A                 p  +  (J 

p  +  r/)  =  (jL- 

\  7/ 

(/' 

—  7 

avec 
d'où 


ce  qui  s'écrit 

q  p  y  c 

\/'  \'J  P\P        (JK'J 

Ce  plan  coupe  le  paraboloïde  suivant  une  parabole  qui 
est  le  lieu. 

On  voit  d'ailleurs  qu'en  opérant  avec  A'  et  B  on  ob- 
tiendrait le  même  lieu. 

Pour  calculer  les  longueurs  ah  et  «V/,  il  me  sulïira 
de  prendre  les  plus  courtes  distances  des  projections  des 
génératrices  sur  le  plan  des  yz\  car  les  plans  directeurs 
auxquels  les  génératrices  sont  parallèles  sont  perpen- 
diculaires au  plan  des  ■)  z. 

Pour  a\  oir  ah^  je  prendrai  la  distance  du  point  (  -  =  o, 


(  ''^^i  ) 

j  r=  Ày//>)  à  la  f^énératrice  -^ ^  —  À'=  o-,  c'csi 


A  —  A'  ,  -  /x      \  P'/ 


'  I  I 

-   ■+-  - 


M'+'l 


\  P       'I 

De  même,  poui' avoir  r///,    je   prends  la   distance  du 

point  (-  =  o,  y  -—  \}sl p)  à  la  droite  ■^-=.  H — ^  —  .7/=^  o, 

\P        \'l 
ce  fiui  donne 


(a—  \i.')\  pq 


Le  rapport  est  donc 


\P  +  7 


Oi 


ob   _  À  —  )/ 
a'  b'  ~  IX—  ix' 


P  —  'l        „,_       P  —  'l 


\h—\i^  —  —  {p  —  '1  ) 


,  ,    A    —  A  V    A  —  a' 

|X  —  IX  =:  —  {p  —  (j  )       .,,      =—(/>  —  7  ) 

'  AA  '  P  ^  '1 

Donc  le  rapport  — .-r?  t^'sti  t^Ji  valeur  absolue, 

P-'l' 

il  est  d()n(^  constant  cjuaiul  la  génératrice   A   se  déplactî 
sur  le  paraholoïde. 

(loinme  l'on  voit,  la  variation  di:  ces  longui-uis  ne  dé- 
pend (pie  de  À  -  -  a'.  Or 


(  '^-:  ) 

donc 

1  —  A   r^  A  + ; — '-   =  '- L  . 

A  A 

Pour  étudier  la  variation  de  celle  (juaritilé.  ])renoiis  la 
dérivée  ;  c'osl 

9.'/.'-^').^  —  /)  —  Y     ou     À- — ^(/'  +  7). 


Pour  A  =  \/p-h  </,  la  dérivée  est  nulle;  de  [)lus,  ell(î 
change  de  signe  en  passant  du  négatif  au  positif,  quand  a 
passe  par  celte  valeur  en  variant  de  o  à  -|-  ce  ;  donc  la 
fonction  passe  par  un  ininiiuuni. 

Pour  cette  valeur  de  À,  celle  de  la  première  longueur 
est 


Note.  —  La  môme  question  a  été  résolue  par  M.  A.  Leinekugel. 


SOLITIOX  m  IV  QIESTION'  PROPOSÉE  POIR  LE  CONCOIRS 
D'ADMISSIOX  A  l/ECOLE  POLYTECIIXIQIE  EX  1880; 

l'AR  M.  H.  LKZ. 


Soient  M  et  jN  les  points  oii  l'axe  des  x  rencontre  le 
cercle  x-  -\-  Y'  =  '"  \  considérons  une  quelconcfue  des 
hyperboles  éiiuilateres  (jui  passent  par  les  points  AI 
et  'x\\  menons,  par  un  point  (^  pris  arbitrairement  sur 
le  cercle,  des  tangentes  à  iln  pcrhole. 

Soient  A  et  B  les  points  oit  le  cercle  coupe  la  droite 
<jui  joint  les  points  de  contact.  Démontrer  que,  des 
deu.r  droites  (  )A  et  (  )H,  /  une  est  parnllcle  à  une  direc- 


(  1^^«  ) 

lion  fixe  et  l' autre  passe  par  an  point  fixe  P.  Le  point 
P  étant  donné,  L  hyperbole  correspondante  qui  passe 
par  les  points  JNI  et  N  est  déterminée;  on  construira 
s^éométrii/uenient  son  centre,  ses  as^  niptotes  et  ses  som- 
mets. Si  le  point  P  décrit  la  droite  j  =  x,  quel  est  le 
lieu  décrit  par  les  Jbjers  de  l'iij perbole?  On  déter- 
minera son  équation  et  on  le  construira. 

Pour  cjuiuie  hyperbole  équilalère 

(  I  )  ^2  -h  2  A  XV  —  r-  +  2  s^y  +  2  /  ./•+/=  o 

passe  par  les  points  M,  IN,  il  Jaut  que  le  liinôine 
.r-+  2^0:  -h  /  =  o  soit  vérilié  par  x  =  ±  /',  e'est-à-dire 
que  le  terme  eu  x  soit  nul;  alors  /  ==  —  /-,  et  l'équa- 
tion (i)  devient 

(  2  )  oc-  +  2  h  xy  —  y-  +  2  i^y  —  /•-  =:  o. 

Mais  la  polaire  d'un  point  Q([Ji-,  v),  par  rapport  à  cette 
conique,  est  représentée  par 

(  ;x  -f-  /<  V  )  J7  -f-  (  //  ;jL  —  V  +  f()y  H-  g^'  —  /•-  :=  o  ; 

si  le  point  Q  est  sur  le  cercle 

(3)  .r^+r^=/-2, 

on  a 

jx  =:  /•  cos  ot,     V  z=  /•  sin  a, 

et,  pour  l'équation  de  la  polaii-e, 

/■(cos a  +  h  sin  'x)x  +  (///'cosa  ■ —  /•  siiia  +  :,")  v 

+  rig  sin  a  —  r)  r=i  o. 

Or  cette  droite  renconlrant  le  cercle  (3)  en  deux  points, 

(.\)  .7"=:/'COSa,       )•  rz:  — /■  sin  a, 

(/•  cosa(/-  —  /•'- A'^  —  ,i,''^)  4-  'ilir-{r  sin  a  —  g) 
r'^-^  r'^h'^-\- g'^-j- •AgrihcosoL  —  sin  a) 

i       —  ''  sing(rV>'—  /-^  —  ff^-)  -hotr-irh  cosa  H-  .y) 

'  ■  r'^  H-  r'^  li-  -t-  g-  4-  2  gr  (  //  cos  a  -    si  n  a  ) 


ou  trouve,  pour  Icqualion  de  ()A, 

;v  =  /•  ces  a, 
et,  pour  colle  de  QB, 

(//r+^cosa)  j  +  [/•■ —  ^  sina).r  —  (//  siiia  +  cosa)r-=r:  o. 

La  première  droite  est  donc  perpendiculaire  à  MN  et  la 

seconde  passe  par  un  point  lixe  P  (  x  =^ ,  j  =  — 

car  son  équation  peut  facilement  se  mettre  sous  la  forme 

—  —  )(/<!/■+  ^>-cosa)  =z  Lr  H —  )  (^'sina  —  /•). 

Ce  point  P  est  le  pôle  de  MN  par  rapport  à  l'iiyperbole 
équilatère  (2).  Lorsqu'il  est  donné,  l'équation  (2)  ne 
contient  plus  de  coefficients  variables  5  car  on  écrira 

(4)  .r^ ^y_y2_l r  —  r-=o, 

c     "^        "  c   ' 

en  faisant 

, r'^  h        /'^ 

tr  o* 

L'hyperbole  équilatère  est  donc  bien  déterminée.  Les  dé- 
rivées dx  -\-  cj  =^  r-  ^  c  X  —  (fy  =  o  montrent  que  son 
centre  est  à  la  rencontre  de  la  polaire  du  point  P,  par 
rapport  au  cercle  (3),  avec  une  droite  passant  par  l'ori- 
gine O  et  le  même  point  P.  Quant  aux  axes,  leurs  coeffi- 
cients angulaires  étant  donnés  par  l'équation 

du^  —  2CU  —  d=  o, 
de  laquelle  on  tire 

_c±  ^/c^-i-d.-^  _c±'[ 


ils  sont  faciles  à  tracer  5  d'ailleurs,  ils  sont  parallèles  aux 
bissectrices  des  angles  formés  par  les  droites  y  =  o, 
dx  -h  cj  =  /•-. 

Jti/i.  de  Mnthéinat.,   2°  série,  t.  XX.  (Mars  1881  .)  9 


(    '3o   ) 

Connaissant  la  direction  des  axes,  on  a  celle  des  asym- 
ptotes. 

Or,  les  asymptotes  et  un  point  quelconque  JM  ou  N 
étant  donnés,  on  peut  déterminer  la  longueur  des  axes 
et  par  suite  les  sommets. 

En  décrivant  une  circonférence  sur  le  diamètre  HMK, 
perpendiculaire  à  l'axe  transverse,  on  a,  en  elïet, 

Enfin,  si  le  point  P  doit  suivre  la  droite^  =  x,  il  faut 
que  rf=  c;  alors  l'équation  (4)  devient 

2  /■■- 

<•    ■ 

En  l'identifiant  avec  l'équation  générale  aux  foyers 

( I  —  nf- )  ,r-  —  2 mil xy-  +  (  t  —  'i^)y  —  ?■  ( a  -h  mp)x 

"  —  2  (  ;3  -f-  niAy  -V  ^-  +  ?^  — />2—  o, 
on  a  les  égalités 

o 


1 

I 

1 

i  —  ni- 

«■-  — 

1         tn  II 

/•'- 

2  (  a  -H  inp  ) 
(5) 


(•  (  ^  +  np  )  a-  -f-  '^-  —  p- 

d'où 

a  a" 

o  =r et      —  /-  mil  =  a-  -t-  3"^  —  — -  • 

'  m  m- 

Celte  dernière  relation  entre  les  coordonnées  a  et  ^  des 
foyers  permet  d'avoir  de  suite  le  lieu  demandé,  car  des 
égalités  (5)  on  tire  encore 

\[9.zt.\                        V^  =i=  I  I 

m^rrr^ — —  ,       «2=:» — — ,       ,nnz=:Zf--, 

\'2  V  ■  •  V^ 

ce  (pii  louinil  deux  équations  dillérentes  : 


(  '3l  ) 

I  "    C^elli'  criiiH!  ellipse 

(,  C)  )  /•-  ('  v'â  -1-  I  )  =  a-  ^/^  +  p2  (_!î  -h  y/â  )  ; 

Ci"  Cclli'  d'iiiK!  hyperbole 

(  7  )  /•- ( v'!'-  —  I )  =  a^  V '^  —  P' ( ^  —  V^ )  • 

Ces  deux  coiiicpies  passent  par  les  sommets  d'un  carré, 
ont  leur  centre  à  l'origine  et  leurs  foyers  en  M,  JN  ^  elles 
sont  donc  liomoiocales.  Ouand  2C-^/'-,  le  point  P 
est  à  l'extérieur  du  cercle  (3).  les  loyers  des  hyperboles 
équilatères  décrivent  l'ellipse  (6);  par  contre,  ils  dé- 
crivent riivperbole  (y)  si  ic-  <^ /'-. 

Note.  —  Solution  ;iiialytique  de  JM.  AUjert  Isay,  élève  du  lycée  de 
Nancy. 

M.  J.-B.  Pome3''a  envoyé  une  excellente  solution  géométrique.  Nous 
en  avons  d'ailleurs  déjà  publié  une  dans  le  Tome  précédent. 


SIU  L'ÉQIATION  DE  IIESSE  AIX  POINTS  D'IPLEXIO^; 

Pak  m.  CRETI\, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis. 


En  vertu  des  identités  d'Etiler  sur  les  fonctions  ho- 
mogènes, si  deux  Jonctions  ont  des  dérivées  secondes 
respectivement  égales,  pour  un  système  de  valeurs  des 
variables,  les  Ibnclions  elles-mêmes  et  leurs  premières 
dérivées  sont  respectivement  égales  à  un  facteur  numé- 
rique près. 

Soit  /  \af,  j  )=  o  l'équation  d'une  courbe  algébrique^ 
l'équation  qui  détermine  les  points  d'inflexion  ne  ren- 
ferme que  les  dérivées  premières  et  secondes  de  la  fonc- 
tion f. 

Considérons  sur  la  courbe  un  point  de  coordonnées  x 
et  1  ,  les  dérivées  secondes  de  la  Ibnclion  /"(rendue  ho- 


mogènc)    pour  le  point  considéré,  cl  la   conique  dont 
l'équation  est 

X2/:,  +  2  XY  /::,.  +  y^  /;,  +  2  x  /;;,,  +  9.  y/;,  +  /:.  =  o. 

Les  coefficients  sont  précisément  les  dérivées  secondes 
du  premier  membre,  au  facteur  2  près.  Donc  la  conique 
passe  par  le  point  considéré,  et,  pour  ce  point,  les  déri- 
vées premières  et  secondes  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion de  la  conique  sont  égales,  à  un  facteur  constant 
près,  aux  mêmes  quantités  relatives  à  la  première  courbe. 
Donc  le  point  (^x^j)  sera  simultanément  un  point  d'in- 
flexion sur  la  courbe  et  sur  la  conique.  Or,  la  condition 
pour  que  le  point  soit  d'inflexion  surla  conicjueest  qu'elle 
se  réduise  à  deux  droites.  C'est  donc  que  l'on  ait 

j  /%     /'y     /-   i 

'  fu  ./■;.  ./i.  i 


SUR   LE    THEOREME   DE    ROLLË 

Tar  m.  J.  COLLIN. 


Dans  le  cas  où  il  s'agit  d'équations  algébriques,  le 
théorème  de  Rolle  peut  se  démontrer  de  la  manière  sui- 
vante. 

Soient /(  x)  =  o  l'équation  considérée  ^  «,  Z>,  c, . . . ,  /  ses 
racines  réelles,  a  et  Z»  étant  deux  racines  consécutives-, 
<^{x)  le  polyuùme  relatif  aux  racines  imaginaires  et 
<i(x)  le  quotient  dey(a:)  par  .ï'  —  a,  de  sorte  que 

f{x)  =r-  (.V  —  n){.r  —  h).  .  .  (  .r  —  /)  o(.r)  —  (x  —  a)<l{j:). 

D'après  un  théorème  bien  connu,  on  a 


donc 

/'{a)  —  [a  —  b){a  —  c) .  .  .{n  —  l)  'f  («), 

et  de  même 

/'( b)  ^  { h  —  a){b  —  c) .  .  .{b  —  l)  ^{b). 

Or,  o[a)  ot<p(A)  sont  de  même  signe-,  lous  les  autres 
f'aeleurs  de  /'[a)  et J'I^b)  sont  aussi  de  même  signe,  à 
l'exception  de  (r^  —  b)  et  [b  —  «),  qui  sont  de  signes 
contraires.  Donc  /'(«)  et  fi^b)  sont  de  signes  contraires  ; 
donc  l'équation^ (a:)  =  G  admet  un  nombre  impair  de 
racines  comprises  entre  a  et  b. 

Le    théorème;  de    Rolle   n'est  ainsi   qu'un    corollaire 
immédiat  du  théorème  des  substitutions. 


NORMALE  MENÉE  A  Ml  CONIQUE  A  CENTRE  D'UN  POINT 
DE  L'AXE  FOCAL; 

Par  m.  Eknest  LEBON. 


PuoBLÈMH.  —  Si  par  lui  point  o  de  l' axe  focal  d' une 
conique  à  centre  c  on  mène  à  la  courbe  les  deux  nor- 
males égales  og  et  oh  et  une  perpendiculaire  ok  à  un 
diamètre  pq ,  le  lieu  du  point  d' intersection  r  de  cette 
perpendiculaire  et  du  diamètre  ij  conjugué  au  précé- 
dent est  la  droite  gh  qui  passe  par  les  pieds  des  deux 
normales. 

Prenons  les  axes  de  la  conique  pour  axes  coordonnés. 
On  a,  en  désignant  par  d  la  distance  co^  les  équations 
suivantes  dt;  pq^  ij  et  ok  : 

b-.r  1 

}'rrr/?/,r.      v  = r=. (jc — d). 

a- m  m 
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Eu   portant  les   valeurs  des   courjouiiées  du   point  o 

dans   l'équation  de.   la    normale   en   /t ,   on  trouve  que 

l'équation  de  I/g  est 

rt-  d 

C' 

L'abscisse  du  poinL  /•  avant  aussi  cette?  valeur,  la  pro- 
priété énoncée  est  vraie. 

^pplicaliuns.  —  i"  Pour  mener  d'un  point  c  de  l'axe 
focal  les  normales  égales  à  une  conique  à  centre,  on 
construit  les  deux  diamètres  conjugués  égaux,  et  Toii 
détermine  le  point  d'intersection  /'  d'un  diamètre  et  de 
la  perpendiculaire  à  l'autre. 

2°  Cette  propriété  permet  de  vérifier,  ou  mieux  de 
simplifier,  les  cojistructions  relatives  aux  parallèles 
limites,  mini  ma  et  double  qu'il  faut  trouver  dans  l'épure 
du  problème  suivant  :  ConsLiniie  les  fuojectiu/is  de  la 
surface  de  révolution  à  axe  vertical  engendrée  par 
une  conique  à  centre  dont  l'axe  focal  coupe  l' axe  de 
révolution. 


CONCOIUS  GENERAL  DE  1880. 


jMalli éniatiques  spécia les . 

Sur  une  courb(î  donnée  du  troisième  degré,  ayant  un 
point  de  rebroussement  O,  on  considère  une  suite  de 
points  A_„,  A_{„_,,,  ...,  A_2,  A_i,  Ao,  A,,  A.,,  ...  , 
A„_,,  A„,  tels  que  la  tangente  en  chacun  de  ces  points 
rencontre  la  courl)e  au  point  suivant  : 

i"  Ktant  dounées  les  coordonnées  du  point  A,,,  on  pro- 
pose de  trouver  les  coordonnées  des  points  A_„  A«,  et 
de  déterminer  les  limites  vers  lesquelles  tendent  ces 
points  quand  l'indice  n  augmente  indéfiniment. 


(    i');")    ) 

2"  Ou  demande  le  lieu  décrit  par  le  [ueiuier  point 
limite  lorsque  la  courbe  du  troisième  degré  se  déforme  en 
conservant  le  même  point  de  rebroussement  O,  la  môme 
tangente  en  ce  point,  et  en  passant  constamment  par  trois 
points  fixes  P,  Q,  F». 

3"  On  étudiera  comment  varient  les  points  d  intersec- 
tion de  ce  lieu  et  des  côtés  du  triangle  PQR,  ([uand  les 
sommets  de  ce  triangle  se  déplacent  sur  des  droites  pas- 
sant par  le  point  O. 

Philosophie. 

La  Terre  étant  supposée  spliérique,  on  considère  le 
point  INl  de  la  surface  dont  la  latitude  est  égale  à  la  lon- 
gitude : 

1°  Déterminer  le  licai  des  projections  des  points  M  sur 
le  plan  de  réc|uateur; 

•2"  Déterminer  le  lieu  des  droites  A!M,  A  étant  le 
point  de  l'équateur  j"i  partir  duquel  on  compte  les  lon- 
gitudes. 

Malhénialiijaes  èlénientairçs . 

I.  Résoudre  le  système  de  a  équations  à  n  inconnues  : 

1(^2 -t- ^•3  +  .  .  .-r-.r„)  +1.2  (._rl  +  .^.■.2  +  .  .  .  +  .r,,)----—     (j  a-, 
2(>-i-l-J"3  +  .  .  .-4-.r„)-|-  2.3   (.r,H-.r2+.  .  .-^  x„Y-  ■=!  25  <7-, 

«i-''i-+--''-2~t-  ■  ■  •-^■■'■/i  -i)  +  ''(  //-i-i  U  ./'i-i-.rjH-.  .  .-+-.A-,,)-r^C.î«H-i  j'-a- 

II.  D'un  point  O  pris  dans  le  plan  dun  cercle 
partent  quatre  droites  qui  coupent  sa  circonférence,  la 
première  aux  points  a  et  a\  la  deuxième  aux  points  h  et 
b'\  la  troisième  aux  points  c  et  c  \  et  la  cjuatrième  aux 
points  d  et  d' . 

Prouver  (|ii(;  les  sinus  des  moitiés  des  arcs  ac,  hd , 
ad.   Ar,   a'r'.   h'd\   a'd'^    />'<■'  sont   liés  entre  eux  par  la 


relation 
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.    ac   .    bel    .    ad    .    b  c 
sin —  sin —  sin sin- — 

2  2  2  2 


.    cb   .    da    .    d!b'    .    a'c' 
sin —  sin —  sin sin 

2  2  2  2 


RJukorique 


7' 

I.  Aux  deux  extrémités  A  et  B  du  diamètre  AB  d'un 
demi-cercle,  on  lui  mène  deux  tangentes  5  on  construit 
ensuite  une  troisième  tangente,  qui  coupe  les  deux  pre- 
mières aux  points  C  et  D.  On  demande  de  déterminer 
cette  tangente  de  manière  que  le  volume  engendré  par 
le  trapèze  ABDC  en  tournant  autour  du  diamètre  AB 
et  la  splière  engendrée  par  la  révolution  du  demi-cercle 
autour  de  son  diamètre  soient  entre  evix  dans  le  rap- 
port de  ma  i .  Discussion. 

II.  Révolution  sidérale  et  révolution  synodique  de  la 
Lune.  Orbite  décrite  par  la  Lune  autour  de  la  Terre. 

Seconde. 

Sur  le  côté  BC  d'un  triangle  ABC  ou  sur  son  prolon- 
gement, on  prend  un  point  arbitraire  D.  On  fait  passer 
deux  circonférences,  l'une  par  les  points  A,  B  et  D, 
l'autre  par  les  points  A,  C  et  D^  soient  O  et  O'  les 
centres  de  ces  deux  circonférences.  On  propose  : 

1°  De  démontrer  que  le  rapport  des  rayons  de  ces 
deux  circonférences  est  indépendant  de  la  position  du 
point  D  sur  le  côté  iiC  5 

2"  De  déterminer  la  position  que  doit  occuper  le 
point  D  pour  que  les  deux  rayons  aient  la  plus  petite 
longueur  possible^ 

3"  De  démontrer  que  le  triangle  AOO'  est  semblable 
au  triangle  ARC; 


I  o- 


4"  De  trouver  lo  lieu  décrit  par  le  point  M  qui  par- 
tage la  droite  00'  dans  le  rapport  de  deux  longueurs 
données  m  et  n\  on  examinera  le  cas  particulier  où  le 
point  M  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  A  sur  00'. 


T, 


voisicnie. 


I.  Par  les  deux  extrémités  d'une  droite  AB,  et  d'un 
même  coté  de  cette  droite,  on  lui  élève  deux  perpendi- 
culaires AC  et  BD,  telles  que  l'aire  du  trapèze  ABCD  ait 
une  valeur  constante  donnée.  Du  milieu  E  de  la  droite 
AB  on  abaisse  une  perpendiculaire  EM  sur  la  droite 
CD.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  pied  M  de  cette  per- 
pendiculaire, quand  on  fail  varier  les  longueurs  des 
perpendiculaires  AC  et  BD. 

Même  problème  quand  les  lignes  AC  et  BD,  au  lieu 
d'être  perpendiculaires  à  AB,  sont  parallèles  à  une 
droite  fixe  donnée. 

II.  Construire  un  quadrilatère  inscriptible,  connais- 
sant les  deux  diagonales,  l'angle  qu'elles  forment  entre 
elles,  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  quadrilatère. 
Discussion. 


NECROLOGIE. 


xM.  Giusto  Bellavitis  est  mort  à  Tezze,  près  de  Bas- 
sano,  le  6  novembre  i88o.  Son  nom  est  bien  connu  des 
lecteurs  des  Nouvelles  Annales,  et  tous  comprendront 
que  c'est  une  grande  perte  que  viennent  de  faire  les 
sciences  mathématiques,  en  Italie. 

Né  le  22  novembre  i8o3,  à  Bassano,  il  lit  par  lui- 
même  ses  études  ;  la  tournure  de  son  esprit  le  porta  sur- 


(  i3S  ) 
tout  vers  les  sciences  nialliénialiques.  Eu  i84o,  il  fut 
admis  à  l'InsLilut  véuitieii^  nommé  professeur  au  Lycée 
de  Vicence  en  1842,  puis  à  l'Université  de  Padoue  en 
1845,  il  y  a  constamment,  depuis  lors,  enseigné  les  Mathé- 
matiques, et  il  y  avait  acquis  une  grande  renommée.  Il 
était  en  outre  sénateur  du  royaume  italien  et  conseiller 
municipal  de  Padoue. 

Les  premiers  travaux  qu'il  ait  publiés  remontent  à 
1826;  à  partir  de  cette  époque,  il  n'a  cessé  de  produire  un 
nombre  considérable  de  Mémoires  se  rapportant  le  plus 
souvent  aux  sciences,  mais  sans  négliger,  pour  ainsi  dire, 
aucune  branche  des  connaissances  humaines.  11  publiait 
aussi,  sous  le  titre  de  Rii'ista  (Ji  Giornali,  à  des  époques 
irrégulières,  un  Recueil  scientifique  des  plus  intéressants. 

Mais  son  principal  titre  de  gloire  est  l'invention  de 
la  méthode  des  équipollences,  dont  il  conçut  la  première 
idée  dès  l'année  i83:>.,  et  à  laquelle  il  a  donné  ensuite 
de  grands  développements.  Ce  calcul  géométrique  nou- 
veau commence  h  être  connu  et  apprécié  aujourd'hui, 
après  être  longtemps  resté  dans  l'indi/rérence  et  l'oubli. 

L'écrit  dans  lequel  Bellavitis  a  publié  l'exposé  le  plus 
complet  de  sa  méthode  ,  Exposilioii  de  la  inéthode 
des  êt/uipolle/ices  i  [Sj4U  ^  ^^*^  traduit  en  français  par 
M.  Laisant  et  inséré  tout  d'abord  dans  les  Nouvelles 
ylnnales.  Cette  traduction  a  paru  ensuite,  en  18741  t;" 
un  Volume  édité  par  M.  Gautliier-Villars.  La  même 
année,  M.  Zahraduick  en  publiait  une  traduction  en 
langue  boliênie. 

Ces  faits  montrent  que  la  méthode  de's  écpnpolbmces 
se  répandait  en  Europe  au  cours  tics  dernières  années  de 
l'inventeur.  Tout  fait  croire  qu'elle  sera  de  plus  en  plus 
appliquée  désormais^  il  est  bien  probabb;  même,  et  c'est 
en  même  temps  désirable,  ([u'clle  finira  par  pénétrer 
rians  i'enscignenuîiil . 


(    '39  ) 

IjCS  cjualilt's  cloiJiiiiauLcs  de  lit'llavilis  étalcMit  un 
cspi-it  d'iiivcnlion  1res  curieux  et  très  droit,  rt,  par- 
dessus tout,  une  préoccupation  minutieuse  de  la  clarté 
et  du  bon  sens.  JNous  savons  cjue  ses  leçons  étaient 
considérées  comme  tout  à  (ait  remarquables,  et  cela  est 
loin  de  nous  étonner,  car  on  sent,  rien  que  par  ses 
écrits,  combien  il  avait  souci  de  faire  passer  dans  l'esprit 
du  lecteur,  sans  dilîicalté,  sans  obscurité,  ce  qu'il  avait 
nettement  conçu  dans  le  sien. 

11  faut  ajouter  que  l'iiomnie  lut  à  la  hauteur  du 
savant.  Très  fin,  très  bienveillant  et  très  juste,  il  était 
aimé  autant  qu'admiré  de  ses  élèves,  et  il  laisse  des 
regrets  universels,  d'autant  plus  vifs  que  sa  mort  était 
plus  imprévue. 

11  y  pensait  pourtant,  et  il  avait  fait  préparer  depuis 
quelques  années  des  Lettres  imprimées  ainsi  conçues  : 
«  Hier  a  cessé  de  inçre  le  professeur  comte  Giiisto  Bel- 

la\ntis,  sénateur  du  ro}  aunie.  Padoue ,  le )> 

Détail  touchant  :  les  adresses  de  ces  Lettres,  destinées  à 
tous  les  amis  avec  lesquels  il  était  en  correspondance 
habituelle,  avaient  été  écrites  de  sa  propre  main  ;  il  ne 
voulait  pas  qu'ils  apprissent  par  d'autres  que  lui-même 
la  douloureuse  nouvelle. 

Bellavitis  laisse  derrière  lui  une  veuve  et  un  fils,  qui 
l'adoraient  autant  qu'il  les  adorait  lui-même.  Puissent 
les  sympathies  et  les  regrets  cju'inspire  la  mémoire  de 
celui  qu'ils  ont  perdu  adoucir  un  peu  leur  douleur  I 

Ujn  Aboa'ivé. 


CORUESPOXDAXCE. 


Le  numéro  de  décembre  i88o  des  Nouvelles  Annales 
de  Alalhématiques  renferme  une  très  intéressante  Di- 


(  '4o  ) 

gressîon  historique  sur  les  quantités  négatives.  On  v 
voit  (p.  563)  que  le  mol  yJlgèbre  vient  de  l'arabe.  Je 
voudrais  vous  faire  une  simple  observation  orlliogra- 
pliique  sur  la  transcription  dchebr  du  mot  arabe. 

Ce  mot(  '  )  est  composé  de  trois  lettres,  dont  la  première 
(le  djini  )  représentait,  originairement,  l'articulation  de 
notre  g  devant  a,  o,  u\  mais  cette  lettre  s'est  adoucie 
par  la  suite  et  a  pris  la  valeur  du  g  italien,  c'est-à-dire 
celle  de  dj  français,  qu'elle  a  partout  aujourd'hui,  à  l'ex- 
ception de  quelques  contrées  orientales,  notamment 
l'Egypte,  où  elle  a  conservé  sa  valeur  archaïque.  C'est 
avec  la  valeur  de  dj  que  le  djim  arabe  s'est  introduit 
dans  les  alphabets  persan,  turk  et  hindoustani. 

Les  Allemands,  ne  connaissant  pas  l'articulation  douce 
de  notre  y,  transcrivent  le  djim  des  noms  orientaux 
d'une  façon  fort  barbare  par  dscli  \  ils  écrivent  donc  al 
dschebr  au  lieu  de  al  djebr^  et  c'est  en  copiant  les  Alle- 
mands que  des  Français  écrivent  al  dchebr,  fort  à  tort 
puisque  nous  pouvons  rendre  exactement:  le  mot  arabe. 
Les  Anglais  écrivent  tout  naturellement  al  jebr,  leur  y 
ayant  exactement  la  valeur  de  la  lettre  arabe  {dj).  Il  y  a 
donc  une   singulière  méprise  dans  cette  phrase  :    «  Le 

nom  al  dchebr.^  et  plus  tard  al  jebr »  Dchebr  est  une 

orthographe  tudesque,  et  jebr  l'orthographe  anglaise 
d'un  seul  et  même  mot  arabe  qui  n'a  jamais  varié  et  que 
nous  devons  transcrire  par  djebr. 

G'*'  Paumejntikk. 

Extrait  d'une  lettre  de  M.  D.  Marchand , 
curé  de  Pofitoise. 

.l'avais  trouvé  depuis  longtemps  une  iormuh;  permet- 
tant de    calculer  la  somme   des   cinquièmes  puissances 

I  '  )    t^  ■  «l'élit  In  promif-iT  l<>tli-r  n  rfroife  ^  rrpiivniil  à  rfj. 


I 

I 
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des  n  premiers  iioinl>i'es  entiers.  La  voici 


Aujourd'hui  même,  après  avoir  lu  les  développements 
donnés  (2''  série,  t.  XVIII,  p.  4'J9)î  j'ai  voulu  savoir," 
malgré  mon  ignorance  de  l'Algèbre,  si  je  ne  pourrais  pas 
découvrir  une  autre  formule. 

Faisant  application  de  ma  méthode  de  décomposition 
des  éléments  contenus  dans  un  quotient,  je  suis  arrivé 
rapidement  au  résultat  suivant  : 


n{n  -^  \) 


Il  { Il  ~\-  \  )'        '.i(  n  —  i)(  /i)(  Il  ^ 


i)(n^o.)l 
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Voici,  du  reste,  comment  j'ai  raisonné  : 

i*'  On  sait  que  la  somme  de  deux  nombi*es  à  la  pre- 
mière puissance  divise  exactement  la  somme  de  ces 
mêmes  nombres  dans  les  puissances  impaires,  la  troi- 
sième, la  cinquième,  la  septième,  etc. 

a°  On  sait  également  qu'à  la  cinquième  puissance, 
comme  à  la  neuvième,  la  treizième,  la  dix-septième,  etc., 
les  désinences  des  nombres  sont  les  mêmes  qu'à  la  pre- 
mière puissance. 

3°  On  sait  encore  que  les  nombres  triangulaires,  en 
dernière  analyse,  se  forment  par  l'addition  successive 
des  nombres. 

M'appuyant  sur  ces  principes,  j'ai  tiré  rigoureusement 
les  conclusions  suivantes  : 

1°  n  divise  exactement  S«^. 

„/if/?-!-i),..  _„  .  ,         ,,. 

divise  exactement  j]/i^,  puisque  les  aesi- 


2 


nences  de  la  cinquième  puissance  sont  les   mêmes  que 
celles  de  la  première  puissance. 

3°  La  division  do  ^iv"  par  — — ^ étant  efïcctuéc,  il 
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n'y  a  plus  (ju'unc  seule  chose  à  i'aire  :  c'est  d'analjser  le 
quotient . 

4"  Or,  les  éléments  contenus  dans  le  quotient  sont  les 
suivants  : 

i"  Le  carré  du  triangle  de  ri  *, 

2"  Deux  fois  11!    pyraniido-pyraniidal   de  // — -i,  c'esl- 
à-dii'e 

i"  n(n-^\)-, 

9.( n  —  j)(n)(  ff  -h  J)( n  -h  9.) 

9,"  -. 5 

ce  qui  donne  la  formule 

/*(/?-  H-  I  )  f '/*(«+  I  )-         9.(  n  —  \](  n)(  n  -Jr  i)(  n  -ho.)! 

1        2  ^4 


Note  relative  à  un  tJiéorènie  de  M.  TVeill .  —  A  la 
page  57  de  ce  Tome,  M.  Weill  démontre  le  théorème  sui- 
vant : 

Lorsqu'un  poljgone  convexe  se  déplace  en  restant 
inscrit  et  circonscrit  à  deux  circonférences,  sa  surface 
reste  proportionnelle  à  celle  du  poljgone  ayant  pour 
sommets  les  points  de  contact  des  côtés  du  premier 
avec  la  circonférence  intérieure. 

D'autre  part,  j'ai,  eu  i(S64,  proposé  la  (juestiou  sui- 
vante, qui  porte  le  n"  71  î  dans  les  Nouvelles  Annales  : 

Lors(pi  un  poly gone  est  à  la  fois  inscrit  à  un  cercle 
et  circonscrit  à  un  autre  cercle  :  i*'  le  centre  des 
moyennes  distances  des  points  de  contact  est  situé  sur 
la  ligne  des  centres  des  deux  cercles  ;  2°  le  double  de 
la  surface  du  polygone  est  égal  à  la  somme  des  siniL^ 
de  ses  angles,  multipliée  par  la  j)uissance  du  centre  du 
cercle  inscrit  par  rapport  au  cercle  circonscrit ,  prise  en 


(  l43  ; 
Dans  renoncé  des  JS'ouvelles  yj anales,  les  mots  prise 
en  signe  contraire  ont  été  omis.  Ce  théorème  tigure 
aussi  dans  mon  liccncil  de  lliéorèmes  relatifs  aux 
sections  coniques,  pnhlii'  en  i8()7.  La  seconde  partie 
de  ce  llicorème  (qui  n'a  pas  encore  été  démontrée)  rend 
évident  celni  de  lM.  \\(!ill,  puiscpu;  la  surface  du  poly- 
j^one  ayant  pour  sommets  les  points  de  contact  est  égale 
au  carré  du  rayon  du  cercle  inscrit,  multiplié  par  la 
moitié  de  la  somme  des  sinus  des  angles  du  polygone 
donné.  JL   Faure. 

On  lit,  :>'■  série,  t.  XIX,  p.  255  : 

La  formule  (  i  )  donne  immédiatement  ce  théorème,  qui 
est  dû  à  M.  jNLinsion  et  qu'il  a  étendu  h  l'espace  : 

Si  un  triangle  est  circonscrit  à  une  conique  et  si 
le  point  de  concours  des  hauteurs  de  ce  triangle  a  une 
puissance  constante  par  rapport  au  cercle  circonscrit, 
ce  point  décrit  un  cercle  concentrique  à  la  conique. 

M.  Weill  m'attribue  là  un  théorème  qui  appartient  à 

cjuelque  autre. 

P.  i\1a:\sxoj\. 

Professeur  à  l'Université  de  Gand. 


M.  le  D''  Marcello  llocchetti  nous  a  envoyé  une 
deuxième  solution  de  la  question  1310,  ainsi  généralisée  : 

c<  Déterminer  l'aire  du  triangle  S,  dont  les  sommets 
sont  les  pieds  de  trois  lignes  droites  a,  !3,  y  menées  res- 
pectivement par  les  sommets  A,  B,  C  du  triangle  ABC,  de 
manière  qu'elles  divisent  les  côtés  opposés  «,  Z»,  c  en 
lapports  donnés.    » 

Il  en  a  déduit  l'expression  que  nous  avons  proposée 
dans  la  (jucstioii  1353,  antérieuremiînt  à  la  publication 
de  l'énoncé  de  cette  question. 


(  i41  ) 
QICSTIOXS. 


1359.  ABC  étant  UTi  triangle  donné,  on  le  coupe  par 
une  transversale  qui  détermine  sur  ses  côtés  ou  leurs 
prolongements  six  segments,  tels  que  le  produit  de  trois 
d'entre  eux  non  consécutifs  soit  constant  :  trouver  l'en- 
veloppe de  la  transversale.  (Barbariin.  ) 

1360.  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  d'une 
droite  de  longueur  constante  mobile  entre  deux  axes 
rectangulaires.  (Barbarie.) 

13G1 .  Faire  voir  que  Tétude  des  variations  de  la  fonc- 

tion  — ; — ^ T, ;  peut  toujours  être  ramenée  à  l'étude 

a  x^  H-  b  X  -\-  c  ^  •' 

A  x"-  -i-  R  .r  -4-  C 

des  variations  de  la  fonction  '—— — '- -■,  dans  la- 

X'  -^  px  -k~  q 

quelle  les  racines  a,  [î  de  x-  -\-px  -\-  (j=  o  sont  réelles 

et  inégales  j  que,  si  R(a:)  est  le  reste  de  la  division  de 

Kx-  -\~  B  j'  -t-  C  par  x-  -\-px  +  <7,il  y  aura  un  maximum 

.R(a)  . 

et  un  minnnum  si  p        p>  o,  il   n  y  aura  m  maximum 

.      .    .  .  R(a)  ^        .,      , 

ni  minimum  si  <^o,  n   ny  aura  qu  un  viaxiniurn 

(pour  la  fonction  transformée),  si  R(-2')  est  constant. 

Trouver,  en  fonction  de  a,  [ï,  R(a)i  R(P)5  les  valeurs 
de  X  qui  font  passer  la  fonction  proposée  par  un  maxi- 
mum ou  un  minimum:' 

Dans  le  cas  où  a  et  ^  se  présenteraient  sous  la  forme 

a±Jb  ^  .       ....      ,  11-1 
*^— ,  peut-on  siniplilier  les  calculs: 

(  Hénet,  répétiteur  à  Bordeaux.) 


(  '46  ) 

KOLVELLË  mnmu  nmauwm  m  l'hqiiation  diffé 

KE^riELLI^    DES   LIG\ES   M    COURBURE    DE    L'ELMP 
SOiDE; 

Par  m.  a.  PIGART. 


1.  Soit  — ;  H-  ■-—  4-  ^  =:=  I  (n-"'>  h-    >  c'-)    réquatiou 

do  l'cllipsoide.  L'équation   différentiel  le   des   lignes  de 
courbure  de  celle  suiface  est,  en  posant,  pour  abréger, 

a- [a- — C-)  a- — c- 


(x)       A.rr(^y+(.r-^-Av--B)i^-xv=:o. 

2.  Cette  équation  a  élé  intégrée  pour  la  première  fois 
par  Monge.  Le  procédé  suivi  par  cet  illustre  géomètre 
consiste  à  difïérentier  cette  équation  pour  éliminer  les 
constantes  A  et  B.  Celte  élimination  de  deux  constantes 
exige  généralement  deux  différentiations  successives; 
mais,  dans  ce  cas  particulier,  une  seule  différentiation 
permet  d'éliminer  à  la  fois  A  et  B,  et  l'on  oblient  l'é- 
quation du  second  ordre 

rr\r    ,    c/yf     dy  \ 

qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

dy 
Y  d-  y        dy       dx 


X  dx'        dx 

a  flérivfip  Ai\ 

X  dx 


Le  premier  membre  est  la  dérivé»;  de  ^^ — ^  ;  on  a  donc, 


Ann.  deMnthènuit.,  ■.«  sérip,  1 .  XX .  (Avril    iSSi. 


(  '  l'i  ) 

piii  uiu'  première  iiuégralioi), 

(3)  L^^C. 
.r-  n.r 

Une  sc'coudi;  intégration  donne  immédiatement 

(4)  y'-=Cx'--hC'. 

Reste  à  déterminer  une  relation  entre  les  con- 
stantes C  et  C,  par  la  condition  que  la  valeur  de  j  tirée 
de  (4)  satisfasse  identiquement  à  l'équation  (i). 

3.  Ce  procédé  d'intégration  s'applique  à  un  grand 
nombre  d'équations,  et  les  calculs  qu'il  exige  sont  géné- 
ralement simples.  Mais  il  faut  reconnaître  qu'il  est  un 
peu  détourné  et  que,  faisant  dépendre  l'intégration 
d'une  équation  diflérenlielle  du  premier  ordre  de  celle 
d'une  équation  d'ordre  supérieur,  il  semble  prendre  les 
choses  à  rebours  de  la  marche  naturelle. 

JNe  pourrait-on  intégrer  directement  l'équation  (i) 
sans  passer  par  la  dilférentiation  ?  (Vest  ce  que  nous  nous 
proposons  d'examiner. 

4.  Résolvons  l'équation  (i)  par  rapport  à  -y—;  il  \ienl 


dv (jj?'^—  .\  1- —  B)  -t-  \/jc''-^  2  A.r-  y^H-  A'\v'' —  >.  B .r'--^  •>,  AB  r-- 

d.v  2  A  .r  V 

ou 

\  ■}.  A  œy  dv 

\      +(a:-^— AK'^^B+va^^-HriAa^^y'-'-hA^j*— o.Ba;^H-2ABj2+B--'Wcr 

Multiplions  cette  dernière  équation  par  x  et  posons 

.r^  --  M,      T^  -r^  r, 
d'où 

-i-JL-dx^    du.      xvilv       dv; 


nous  ohienoiis  .iiiisi 
2  A//  (U' 


+  [u.  —  A (•—  B  +  y/ a-  +  ■?.  A «^'  H-  A- c-  —  -a B a  -v- 1 AB c  r  B-j f/« 

Keniarquoiis  que,  dans  cette  équation  dilléfenticlle,  les 
quantités  u  et  w",  égales  respectivement  à  x^  et  7  -,  doivent 
être  regardées  coninie  essentiellement  positives. 

On  reconnaît  aisément  que  les  coefiicients  de  du  et 
de  f/p»  conservent  le  même  signe  pour  toute  valeur  posi- 
tive de  u  et  r.  La  chose  est  évidente  pour  le  coeflicient 
àc  dv  \  quant  au  coefficient  de  du,  si  on  l'égale  à  o,  on 
obtient,  eu  chassant  le  radical, 

[\Xuv  =  o, 

d'où  l'on  voit  que  le  coefficient  ne  s'annule  que  j)onr 
u^=o  et  (>  1=  o  ;  il  conserve  donc  le  même  signe  pour 
toute  valeur  positive  de  u. 

Il  résulte  de  là  (fU(;  le  coefficient  diiïérentiel  -7-  ou 
^  du 

du  .  1  .  •  r 

son  inverse  -7-  garde  constamment  le  même  signe.   La 

dv   ^ 

quantité  t^,  considérée  comme  fonction  de  u^  est  donc 
conslamment  croissante  ou  décroissante;  il  en  est  de 
même  de  la  quantité  u  considérée  comme  fonction  de  v. 
En  d'autres  termes,  si  l'on  regarde  u  et  v  comme  les 
coordonnées  d'un  point  dans  un  plan,  le  système  de 
lignes  que  représente  l'équation  (6)  est  tel  que  chacune 
de  ces  lignes  n'est  coupée  qu'en  un  point  par  une  paral- 
lèle à  l'un  ou  l'autre  des  axes  de  coordonnées. 

Cela  nous  conduit  à  examiner  si  l'intégrale  de  l'équa- 
tion (6)  ne  serait  pas  linéaire  en  u  et  v',  de  la  forme 

V  =  hu  --y-  k. 
Si  l'on  pose 


rr=.«  —  r\  (•  —  B  h-  \i  u-  V-  ■?.  A  //('  -h  A-  r-  r    o.  B  //  -\-  ■>.  A  B  r  ^    B^ 


\u 


(  I  i8  } 
et  qu'on  rei^arclf  u,  v^  z  comme  les  coordonnées  d'un 
point  de  l'espace,  l'intégration  de  l'équation  (  i)  revient 
à  trouver,  sur  la  surface  du  second  ordre  que  représente 
l'équation  (7),  un  système  de  lignes  telles  que  les  pro- 
jections de  chacune  d'elles  sur  le  plan  des  iiv  et  des  uz 
remplissent  la  condition  géométrique  exprimée  par  l'é- 
qualioji 

(SI  ^"=-4- 

au   z  2  A 

S'il  existe  une  relation  linéaire  entre  c  cl  //,  comme 

1  c/c  .,   ,.  u 

dans  ce  cas -y- est  constant,  il  iaut  que  -  soit  aussi  con- 
stant, et  de  plus  que  le  produit  de  ces  deux  (piantités 

soit  égal  a  —  — 7-  • 
^  2  A 

Nous  avons  donc  à  rechercher  S'il  existe  un  système 

réel  de  lignes  droites  sur  la  surface  (^),  si  ces  lignes  se 

projettent  sur  le  plan  des  uz  suivant  des  droites  passant 

par  l'origine  des  coordonnées,  et  si  le  produit  des  coef- 

...  ,   .         r/c     //    ,  .       .  ,  ,     . 

ticienis  angulaires  -y-»  -  tics  projections  de  ces  droites 

sur  les  i)lans  iiv  et  uz  est  éiial  à 7- • 

^  ^  2  A 

Mettons  l'équation  (7  )  sous  forme  rationnelle  : 

(  9  )  z-  —  2  c  (  u  —  A  c  —  B  )  —  4  A  «('  --  o  ; 

on  voit  sans  peine  que  l'axe  des  v  est  sur  la  surface. 
En  conséquence,  tout  plan  passant  par  cette  droite 
coupe  la  surface  suivant  une  autre  droite.  \  oilà  donc  un 
système  de  droites  situées  sur  la  surface  et  se  projetant 
sui'  le  plan  des  uz  suivant  des  droites  passant  par  l'ori- 
gine. 11  reste  à  vérilier  si  la  relation  (8)  est  satisfaite 
par  les  projections  de  ces  droites  sur  les  plans  des  hv'  et 
des   uz.   Soit    u -- m  z   la    projection  de   l'une   de    ces 


(    '19   ) 

droites    sur  le  plan  des    uz.    F<iisons  z= —  dans   l'é- 
'^  /// 

(jualion  (9);  nous  obtenons,  en  divisant  par  /<,  l'équa- 
tion 

(10)  u  —  2m{u  —  A  t'  —  B  )  —  /j  ni-  A  c  :==  o, 

qui  représente  un  système  de  droites  dont  le  coefficient 
antrulaii-e  est 


2mA(i  —  2  m)  2/?iA 

Le   produit  de  ce  coeflicieut  angulaire  par  t?i   est  Lien 

°  2  A 

Donc  l'équation  (10),  où  entre  une  constante  arbi- 
traire /?i,  est  l'intégrale  générale  de  l'équation  diiïéren- 
lielle  (6). 

En  rempiaiant  dans  cette  écjuation  u  et  k'  par  ,x-  et 
7  -  (?t  2171  par  A,  on  obtient,  pour  la  projection  des  lignes 
de  courbure  de  l'ellipsoïde  sur  le  plan  desx^  ,  l'équation 
suivante 

A     0       ^'  B 


Bk  B 


A(/.-i) 


qui  représente  des  ellipses  réelles  pour  les  valeurs  de 
Asupéi'ieures  à  i,  des  ellipses  imaginaires  pour  A  positif 
et  plus  petit  que  i,  et  des  hyperboles  pour  k  négatif.  Le 
grand  axe  des  ellipses  et  l'axe  transverse  des  hyperboles 
sont  diriirés  suivant  l'axe  des  x. 


(     «'^o    ) 


QIESTIOXS  D'ANALYSE  IM)ÉTERMI\ÉK  PIIOPOSÉES 
PAR  ^!.  ÉDOIÎAIU)  LICAS; 

(voir  7.'  série,  1.  XIV,  p.   509); 

Par  m.  M0RP:T-BLANC. 


i.  Trouver  tous  les  systèmes  de  deux  nombres 
entiers  dont  le  cjuotient  par  leur  somme  de  la  somme 
de  leurs  cinquièmes  puissances  est  un  carré  parfait. 

Cette  question,  qui  comprend  comme  cas  particulier 
la  question  1168,  a  pour  solutions  simples 

{'i,  —  I ,  I  I  ),     (  8,  I  1 ,  loi), 
(^123,35,  i336i),    (8o8,  —  6:17,  1169341). 

Il  laul  trouver  les  solutions  <;ntièi'es  de  l'équation 

ou 

(  i)  x''  —  x^Y  -f-  .r'-y-  —  xy^  -+-  y*  =  Z-. 

i"  On  ne  tloit  pas  regarder  eoninie  distiiules  deux 
solutions  (jui  ne  dillèrent  que  par  la  pernuitatiou  des 
valeurs  de  x  et  y. 

a"  Si  .r  =  «,  ')  z=z  h  est  une  solution,  x  =  ma^ 
7  z:^  nd)  en  sera  aussi  une,  cpu'l  que  soit  le  uombi'c 
entier  ///  :  il  sullit  doue  de  clieiclur  li's  solutions  eu 
nombres  premiers  entri!  eux. 

Si  Ton  divise  j)ar  )  '  el  (pie  l'on  pose  —  =  /(,  l'é- 
quation [^\)  peut  s  écriic; 

(2)  //'  -   u^    \II--U    I-  I         — r    — /-, 

V  y. 


(  '■>'  ) 

til  l'on  est  ramené  à  Iroiiver  K's  sol  niions  ralionnelles 
de  l'équation  (■'.). 

Or  toulo  solution  connue  en  fait  découvrir  d'autres 
parles  procédés  suivants,  indicpiés  par  l'.uler. 

Soient  //  nue  solution  tic  l'équation  (  •>.  )  et  A-  le  ré- 
sultat de  sa  substitution  dans  le  premier  membre  de 
cette  équation.  Posons  u  =  t' H- /( -,  l'équation  [■i)  de- 
vient, en  développant, 

+  (6 ^2  —  3 /i  H~  ! )  i'^  -t-  (4  A'—  3 h-  \-2h-  1  )  »w-  A-  =:  tK 

Désignons,  pour  a])r<''yer,  le  premier  membre  par  V. 

i"   On  pose 

\     -  (r-  + /ne  +  A-)-, 

et  l'on  détei-minc;  ///  de  manière  à  faire  disparaître  soit 
le  terme  en  e^,  soit  le  terme  en  e;  divisant  les  termes 
restants  par  s'  ou  c-,  on  a  une  équation  du  premier 
degré  pour  déterminer  c,  ce  qui  fournit  deux  solutions, 
y."   On  pose; 

\  "(c-  +  7«c  —  A-y, 

et  Ton  o[)ère  comme  dans  le  cas  précédent. 

3"  On  [)OS(î 

\'  ■==  (  i'-  -1-  mv  -+-  /i)-, 

et  l'on  détermine  m  et  v  de  manière  à  faire  disparaître 
le  terme  en  v  et  le  terme  indépendant,  et  l'on  divise 
par  {>-. 

4"  On  pose 

\    ~:  [17H'-  -+-  71V  4-  A")-, 

et  l'on  détermine  ///  et  Ji  de  manière  à  laire  disparaître 
les  termes  en  v-  et  en  v^  et  l'on  divise  par  <^' ;  on  a  en- 
core une  équation  du  premier  degré  pour  déterminer  r. 
Appliquons  à  l'équation  (  •^.  V 


(  «5.  ) 
On  a  les  solulions  évidentes  u  =  o,  «t  =  i . 
Faisant  //  =  i ,  ou  a  : 

\'  -—  i'*  ^-  3  i'^  -T-  4  *''  +  2  ('  H-  I  =:  (  i^^  +  //n-  4-  I  )-  ; 


ou  trouve 


1)1  :=z  I  ,      r  — _  —  I  ,      //  =.  o, 


/Hz=i-,       i' =z — 4,       «= — 3. 


i'^  -+-  3  i'^  -i-  4  «'"  +  2  «'  -T-  I  =  (  r^  -T-  niv  -  -  I  )-; 
m  ^ —  I ,      r  =  —  I ,      «  =  o, 


3 


-I  « 


solutions  équivalentes  aux  précédentes. 

3° 

i'*  -h  3  ç'*  -1-  4  ^'''  -H  2  »■  +  I  =:  (  «'-  -i-  /«r  -f-  « )^  ; 


4° 


3  7  3  II 


i'*  +  3  V^  -i-  4  <■'  -i-  2  ('  -t-  I  :=  (  nH'-  -r-  /ît'  -i-  I  )-, 


«nrl,       m^=^-,       <'  =  0,       «t^:!, 
2 


Faisons  maintenant  //  =  —  3,  d'où  A  =  1 1  : 
V  =  r*  —  1 3  i'*  ~  64 1'^  —  1 42  v^"  -h  1 2 1 . 

i'*  —  1 3  »•'  -h  64  i  -  —  1 4'*  i'  -i-  1  '.^  I  -~  (  i'-  -r  nu'  h-  i  i  )-, 


2 

71               4i  8 

ni  —z  '  ^  ■—  ,  (•  -  — ,  //  -    — 

Il                 II  II 


,vi  _. ,  3  ,.3  _f_  64 1'-  —  1 4'-*  ^  +  '  '-i  I  =  (  ''■  +  ''**'      '  •  )■'» 

l3  2::î8  10.3 

2  OO  O.) 

71  1 07  .'>  8f  )8 

m  ^^—,      r  =  -„-^  j     //    -  —  ,. — ■  • 
I 1  627  627 

3" 

{>*  —  I  3  l'^  -i-  64  r-  —  I  4-i  i'  +  I  2  I  :rr:  (  t'-  H-  /«('  +  rt  V", 

1 3  71  35  II 

//«  r=: ,        n  —  ,        (•=:---,        Il  =.  -- ■ 

1  II  O  O 

4" 

r* —  i3i'^+  64<'- —  14^1'+  12  1  =:  (/?M''^-:-  /a'  -1-11)'-, 
71  27o3  763752  io38.' 


II  2x11^  219965  219965 

On  a  ainsi  les  solutions 

(o,  I,  i),    (i,  I,  i),     (3,   —I,   II),     (8,   II,    ici), 

(i23,  35,  i336i),     (808,  —  627,  I  169341)) 

{io3857,  219965,  40176822841)- 

Ces  solutions  en  feront  trouver  d'autres  indéfiniineiil, 
sans  autre  diffieulté  que  la  longueur  des  caleuls,  à  me- 
sure que  les  nombres  augmentent. 

Ce  premier  calcul  donne  toutes  les  solutions  simples 
indiquées  par  M.  Lucas. 

2.   Résoudre  en  nombres  entiers  l'cquation 

X*  —  5  x"- y-  -r-  ~<iy'*  =  -3". 

Il  suflit,  comme  plus  haut,  de  trouver  les  solutions  en 
nombres  premiers  entre  eux.  On  a  la  solution  évidente 

y  z=-o^     X  s..\. 


(  '^4  ) 

Divisant   par  7  *    et  posant  '    =  // ,    l'équation    peut 
s'écrire 

U'  —  5  M-  -h  5  r=  ^  rr:  t'^. 

y* 

On  aperçoit  immédiatement  la  solution  u  =  i ,  i  =  1 . 
Posons  «  =  ^  4-  //  •  il  vient 

c^-f-  L\lu-^-v-  (6/i-—  5)i'2-H  (4/i^—  io/i)t^  -t-  I  =  t-. 

Faisons  Ji  z^  \: 

v'*  -h  4  ^'^  H-  ''"  —  6  (^  H-  I  ~-  t^. 
1"  Posons 

,-i_u  4c''+  r^—  6(''  H-  1  =  (('^4-  mc+  i)*; 
»<  :=:  2     donne      ^'  --=  — ■  1,     «  =  —  i , 

solution  évidente  a  priori  ; 

m  -   —  3     donne     i'  =::  i ,      «  r=  p.. 

■-i"  Posons 

i'*  -t-  4  '"^  +  *'"  —  6  (•  -h  I  =  (  ('-  4-  ;«  ('  —  1  )-  ; 
m  ■=■  2     donne     \'  -^  —  9.,     a  :=  —  i , 
m  r=  3  »  4'=^ — ^3,      M  =  —  2. 

3°  Posons 

v'*  -+-  4 1'^  H-  <""  —  6  j'  +  I  =  (  ('"  -t-  ffn'  -t-  /<  )-  ; 

///  =:  2 ,       «  =1  I  ,       »'::=:  —  2 ,       W  =r  —  I . 

4"  Posons 

«•'-H  4*''+  ''"^-^  6('  +  I  —  {nu --h  //(•  -H  i)^; 
o  /  4  • 

/lrr= — 3,       m        --4'       «' := —  3'       "  =  —  ô* 

Connue  le  signe  de  ii  est  arbitraire,  on  a  les  solutions 
n-i,  2,  y 


(    ^ro  ) 
ce  qui  donne  pour  l 'équation  proposée  les  solutions 

(i,o,  r),   (i,  I,  i),   {9.,  I,  i),   (i,  3,  19). 

Faisons  maintenant  //  =  >.. 

r'*-h  8r^  -1-  194'-+  12  t'  -h  I  ^=  (t'--h  nn>  +  1)'; 

4  4  ^^ 

a" 

r'-f-  8r^-t-  i9('-+  i2<'  -i-  I  =  (r--h-  /««'  -- 1)'; 
m  =  4,  r  -r  -    4,      « --  —  2, 

3  II 

4  4 
3" 

r'  H-  8i'*+  igr-H-  12  r  +  1  =  (r-+  //«r  -h  «)^  ; 

,  3  // 

m  -=.  4 ,     nzzz  -,      1 7,  r  +  I  =  1 2  c  -4-  -,  > 

('  =  00  ,       //  nr.  00  ,        V  =  O. 

4° 

f*  +  8  ('^  -f- 1 9  r^  -h  1 2  r  -+- 1  =  ( mv-  +  /a'  -H  i  )-  ; 

^  17  88  20!i 

2  07  07 

On  a  les  nouvelles  solutions 

(ii,4,79)>    (202,57,32479). 

3.  Trouver  tous  Les  (riau^/es  rectan^iles  en  nombres 
entiers  et  tels  que  le  carré  de  l'hypoténuse,  augr/ientc 
ou  diminué  du  double  de  l'aire  du  triangle,  soit  égala 
un  carré  parfait . 

Ia\s  côtés  et  l'aire  duii  Itianyle  re<lani;Ie  en  nombres 


(  l'^^^  ) 

entiers  sont  donnés  par  les  formules 

œ  —  p'  —  r/2 ,       r  —  •>. ])(/ ,      z—p"--^  ff- ,      s  —  pcj {p^—q'-). 
11  faut  donc  que  l'on  ait 

P 

ou,  en  posant  —  =:  «, 

(2)  //*+ 2  «^+ 2  «-— 2  « -h  I  =  — p  =  f2 

i"  11  suflît  de  chercher  les  solutions  de  l'équation  (1) 
en  nombres  premiers  entre  eux,  car  tous  les  triangles 
semblables  jouiront  de  la  même  propriété. 

2     Les  deux  solutions  «  =  -  et  u  ^ sont  eiiui- 

b  a  ' 

valentes.  Si  l'on  écrit  la  valeur  de  u  de  telle  sorte  que  le 

numérateur  soit   plus   grand   que    le   dénominateur  en 

valeur  absolue,    le    carré    de   l'hypoténuse  devra   être 

augmenté   ou  diminué  du  double  de  l'aire  tlu  triangle, 

suivant  (|ue  cette  valeur  de  u  sera  positive  ou  négative. 

Cherchons  d'abord    une    solution   de  l'équation  (2) 

en  posant 

« '•  -T-  2  /<'  -f-  2  «■-  —  1  U  -\- \  z=-  { a-  -r-  /nu  ~  i)-  ; 
711^=^1      donne      «  =^ — !\,     j)=z^,     q  z=i  i , 

JCz=Ii>,        >:=_8,       ^1=17,       25t^20,       Z' —  2  5=:;r3-; 

I  ^  ,     . 

Hi  :z= — I,      t/my,      même  solulion. 

A 

//'•-i-  2  «•■'h-  2  K- —  2  ;/  -r-  I  :=  {nill^-r-  IIU  -r  l)^; 
«  =:  —  I ,       m  rrr  -  ,       11:=.  —   '}, 

solution  déjà  trouvée. 

Soient,  en  général,  //  une  solulion  de  l'équation  (2  ), 
/,-  le  rcsidl.il  de  s;i  .siihsiiinlinii  dans  le  piemier  mcmbic 


(   >^>7  ) 
Posons  n  =z  s<  -^r  /i  -^  l'équalion  dc'v  iciidra 

i'''  -4-  (4/i  +  2  )  v^  -\-  {6h'  +  6  A  -^  2  )  r- 

-H  (  4  A^  4-  6  h-  -H  4  A  —  2  )  V  -i-  A-^  -^:  ^^ 

Faisons  //  =  —  4  • 

i" 

(•■•—  i/|  c^-f-  74r-—  ijSr  +  169  =  (r-+  /«c  +  i3)-; 
ni^=  —  7,     t' =  4,     11=10, 

solution  inadmissible  ; 


89^      ^._  191 
i3'  5-2 

d;  =  24i5,     V'— 1-68.     ::^='.?993,     z'--{-  2s=z36o--. 


l3  02  02         ^  '  ' 


('*—  i4c''H-  74r-  —  1781'  +  169  =  (("^M-  rt/v  —  i3)"-; 

120  52 

171=:.  —  7 ,       r  ^:  j       i/  =  5 

17  17 

solution  équivalente  à  la  précédente; 

8q  2993 

1 3  1 000 

32^7  ,  . 

M= ^r^'        Orr=d247r       r/=ilobo. 

lobo  ' 

./■    r^  8  109  409,        >■  =:  10  l3o  740,       ^  =  12976609, 
Z- —  9.S  =9286489-. 

3" 

4.v_  i4  i'3+  74  r-—  i78r  4-  169  =  (  r-  4-  /?*(•  +  /?)-; 
2,5  17  I 

/«  r= —  7,       «  ^=  î        i'=:~y-y        l/z=y, 

■i  4  4 

solution  équivalente  à  —  4- 


(  i:)H  ^ 
4^'  . 


{•''  —  I  |r''+  j'm"--  ijSi'  4-  169  =:  (^/«r-  +  /?(•  H-  i3)-  ; 
n  =1  —  89,  «i  =^  — ■ 


_   7847 


2 
2793476     _   ?435o8i44 


6157540.3         61575405 
a;  z=z  5550468569341 071 1 ,  y  '=  29988225 175 196640, 

Z  ■=  6808774669523876  I  ,    Z-  —  2  .Ç  =r  3363994206872969*  . 

Les  mêmes  méthodes,  appliquées  aux  solutions  ob- 
tenues, en  feront  trouver  d'autres  indéfiniment. 

•4.  Trouver  tous  les  triangles  rectangles  en  nombres 
entiers,  tels  que  le  carré  de  V hypoténuse,  augmenté 
ou  diminué  de  l'aire  du  triangle,  soit  égal  à  un  carré 
parfait . 

En  adoptant  les  mêmes  notations  que  précédemment, 
l'équation  du  problème  est 

(  I  )  //•  4-  />^  Y  -^~  2  //-  (f-  —  pq^  -f-  7*  =  /•- 

ou 

(  2  )  «^  +  //^  -(-  2  U  ^ —  //  +  I  =  t*. 

La  méthode  précédente,  appliquée  directement  à  l'é- 
quation (2),  donne  la  solution 

Wrr:—  S,       />  —  8,       7  ~:  I  , 

.r-63,     r=i6,     .-  =  65,     .v--:5o4,     c^      ,v-6i-. 
Posons  «  =  i'  -f-  //  :  il  vient 

v'  -+-  (  4  /'    h  n  (•■'+( 6  h^  4-  3  h  4-  2  )  r- 


Il 


Faisons  //  =  —  S  : 

i" 

m  = flomie     ('  =  0,      11^=0, 

'> 

qui  ne  donne  pas  do  triangle  j 

i88q  383q  65  488 

129-  488  488  65 

j:=r  288919,       V  =  6344o.      ^^242869,      Z'-^  s  ^=  9.5~9.i  l' 


t,v_  3n,3_^  362  ,,-._, 889  (■  +  6i2— (('5+ mp  —  6i)2; 
8r  1008  488 

2  6o  6o 

solution  identique  à  la  précédente  ] 


1889  _  242869 

49085 


122       61288 


■■,       />=:  249585,   </^:r6l488, 


61 488 
;r  =  58486942081 ,   j  =  80686816 160,   .-  —  66048490869, 

S2 -^5=  5886437004 I^ 

3" 

r^ —  3i  r^-f-  862  r- —  1889»'  +  6 1  -  —  (  p- -f-  mv  +  /<  )-, 
81  487  65  I 

2  S  8  8 

solution  identique  à  «  =  —  8. 

i-*  —  3 1  ('^  -f-  862  r-  —  1 889  r  H-  6 1  -  =r  ( /?ic-  +  «r  h-  6  j  )-  ; 
1889  181 9687 

122  I22'* 

_  21558078880      __  777886804 

2791868773  2791863778 


(  '<><^  ) 

œ  ■=z  7i86?.3'^3373jG.')iji  iJ, 
7  =  43.12448160619629984, 
-=  83962909689971-5945, 


y':;^  +  A=:  9  i52o4836o  16240 1489. 

Au  moyen  des  solutions  déjà  obtenues,  on  pourra  en 
trouver  d'autres  indéfiniment. 

5.  Trouver  tous  les  triangles  rectangles  en  nombres 
entiers,  tels  (fue  Vaire  du  triangle,  augmentée  des 
carrés  construits  sur  les  trois  côtés,  soit  égale  à  un  carré 
parfait. 

L'équation  à  satisfaire  est 

pq  (/j2  _  ^2  )  _^  2  ^jyi  ^  ^^2  )2  _  ,.2 
ou 

prj  (p  -+-  q  )  (/>  —  //  )  +  2  (/^^  +  72  y>  _  ,.2_ 

Or,  dans  les  quatre  nombres  p,  y,  p  4-  y,  p  —  y,  il 
V  a  nécessairement  un  multiple  de  3,  et  il  n  y  en  a  qu'un 
seul,  puisque  p  et  q  sont  supposés  premiers  entre  eux  : 
le  premier  membre  de  l'équation  est  donc  de  la  forme 
Wni  -h  2,  ineompatil>le  avec  celle  d'un  carré ^  il  en  résulte 
que  le  problème  proposé  n'a  pas  de  solution. 

On  voit  de  même  qu'il  n'existe  pas  de  triangle  rec- 
tangle en  nombres  entiers  tel  que  la  somme  des  carrés 
des  trois  côtés,  dintinuée  de  l'aire  du  triangle,  soit  un 
(;arré  parfait. 


IVOTË  suit  LV  CAKDIOIDË  ET  lË  LliMAÇOX  DK  PASCAL; 

Par  m.   WEIM.. 

Considi-rons  deux  circonférences  se  coupant  aux  points 
A  cl  W.  P.ir  le  point  A  mi-uons  une  sécante  quelconque 


(  >''•  ) 

rciicoiitrauL  les  deux  cii'conférences  aux  points  C  vl  J), 
et  menons  eu  ces  points  les  tangentes  qui  se  rencontrent 
en    M.  Lorsque  la  sécante  pivote   autour  du   j)oint   A, 

l'angle  CMI)  reste  constant^  les  quatre  points  C,  M,  D,  B 
sont  sur  une  même  circoulérence  qui  a  pour  enveloppe 
le  lieu  décrit  par  le  point  M.  Ce  lieu  est  une  cardioïdo 
ayant  le  point  B  pour  point  de  rebroussement-,  si  l'on 
mène  au  point  A  les  tangentes  aux  deux  circonférences 
données,  ces  deux  droites  déterminent  respectivement 
sur  les  circonférences  un  point  où  elles  sont  touchées  par 
la  cardioïde.  On  en  déduit  les  conséquences  suivantes: 

TnÉoniLME  I.  —  O/i  considéra  deux  coniques  se  cou- 
pcint  en  A,  B,  I,  J.  Une  sécante  menée  par  le  point  A 
rencontre  les  coniques  en  C  et  D  ;  on  mène  en  ces  points 
les  tangentes  qui  se  rencontrent  en  ]M  : 

1°  Le  rapport  anharmoniquè  de  quatre  quelconques 
des  cinq  droites  JMC,  MD,  MB,  MI,  MJ  reste  constant 
ijuand  la  sécante  tourne  autour  du  point  A. 

2"  Les  six  points  M,  C,  D,  B,  I,  J  sont  sur  une  même 
conique,  qui  a  pour  enveloppe  le  lieu  du  point  M. 

3"  Le  lieu  du  point  M  est  une  courbe  du  qualriéme 
degré  ayant  les  points  B,  I,  J  pour  points  de  rebrous- 
sement et  tangente  à  chacune  des  coniques  au  point  oii 
elle  est  rencontiée  par  la  tangente  menée  à  l'autre  au 
point  M. 

Théorème  11.  —  Etant  donnée  une  courbe  quelconque 
du  quatrième  degré  possédant  trois  points  de  rebrous- 
sement, par  un  point  A  de  son  plan  on  peut  mener 
deux  coniques  touchant  la  courbe  et  passant  par  les 
trois  points  de  rebroussement  ;  la  droite  (jui  joint  le 
point  A  au  point  oit  i une  des  deux  coniques  touche 
la  courbe  est  tangente  à  l'autre  conique. 

Théorè:meIII. —  Etant  donnée  une  courbe  quelconque 

Ami .  de  MdChéintU .,  .«''séfio,  t.  KX.(  Avril  iSt^i.)  I  I 


(  •^>''^  ) 

du  (jualriame  degré  possédaiiL  trois  points  de  rcbrous- 
sement  et  une  droite  quelconcjae  D,  les  (juatre  points 
de  rencontre  de  cette  droite  D  a^^ec  la  courbe  et  les 
quatre  points  oit  cette  même  droite  est  touchée  par  les 
quatre  coniques  qui  passent  par  les  points  de  rehrousse- 
ment  et  touchent  la  courbe  se  correspondent  deux  à 
deux,  c'est-à-dire  que,  lorsijue  les  coordonnées  d'un  des 
points  du  prender  'groupe  sont  données,  celles  d'un 
point  du  deuxième  groupe  sont  des  fonctions  ration- 
nelles des  premières,  et  inversement. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  considérons  une  courbe 
du  quatrième  degré  ayant  M,  N,  P  pour  points  de  rcbrous- 
sement,  prenons  sur  cette  courbe  un  point  K  et  menons 
par  ce  point  une  droite  1);  la  conique  qui  passe  par  les 
quatre  points  M,  N,  P,K,  en  touchant  la  courbe  considé- 
rée au  point  K,  rencontre  la  droite  D  en  un  second  point 
L5  la  conique  qui  touche  la  droite  D  au  point  L  et  qui 
passe  par  les  points  M,  N,  P  touche  la  courbe  considé- 
rée, en  vertu  du  théorème  précédent  ;  à  chaque  point  de 
rencontre  de  la  droite  D  avec  la  courbe  correspondra 
donc  une  conique  et  une  seule  touchant  la  droite  D,  pas- 
saut  parles  trois  points  de  rebroussement  et  touchant  la 
courbe.  La  proposition  est  donc  établie. 

Appelons  cercle  générateur  de  la  cardioïde  le  cercle 
variable  qui  passe;  par  h;  j)oinl  de  rebroussement  et 
touche  la  couibe. 

Théorème  IV.  —  Si  d'un  point  fixe  P  on  mène  les 
tangentes  à  la  série  des  cercles  générateurs  de  la  car- 
dioïde, le  lieu  des  points  de  contact  de  ces  tangentes 
est  une  courbe  du  sixième  degré  ayaul  un  point  double 
au  point  P  et  trois  points  triples,  dont  deux  sont  les 
ombilics  du  plan  et  le  troisième  est  le  point  de  rebrous- 
sement de  la  cardioïde  :  les  tangentes  en  ce  point  triple 


sont,  la  droite  (lui  joint  le  point  au  point  V  et  les  deux 
bissectrices  des  angles  formés  par  cette  droite  avec  la 
tangente  à  la  cardioïde.  La  courue  du  sixième  degré 
est  unicursale. 

Pour  éta])lir  ce  llK-orèmc,  il  suftit  de  remarquer  que 
le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un 
point  (ixe  P  à  un  système  de  coniques  ayant  ])our  carac- 
téristiques [j.,  V  est  une  courbe  de  degré  u.  -+-  v  ayant 
au  point  P  un  point  multiple  d'ordre  [jl.  Or,  on  a  ici 

Théorème  V.  —  Etant  donnée  une  courhe  quel- 
conque du  quatrième  degré  possédant  trois  points  de 
rebroussement,  si  d' un  point  fixe  P  on  mène  les  tan- 
gentes à  toutes  les  coniques  passant  par  les  trois  points 
de  rebroussement  et  tangentes  à  la  courbe,  le  lieu  de 
leurs  points  de  contact  est  une  courbe  du  sixième  degré, 
unicursale,  ayant  un  point  double  au  point  P  et  trois 
points  triples  aux  trois  points  de  rebroussement  ;  les 
tangentes  en  chacun  des  points  triples  se  déterndnent 
individuellement  :  l' une  d'elles  passe  au  point  P. 

TnÉonÈME  VI.  —  Etant  donnée  une  parabole  et  un 
point  P  dans  son  plan,  on  considère  une  tangente  quel- 
conque à  la  parabole  et  on  mène  un  cercle  tangent  à 
cette  droite  et  passant  par  le  point  P  et  le  foyer  de  la 
parabole;  le  lieu  des  points  de  contact  est  une  courbe 
du  troisième  degré  ;  toute  tangente  à  la  parabole  i  en- 
contre cette  .courbe  du  troisième  degré  en  trois  points 
que  l'on  peut  trouver  par  la  règle  et  le  compas;  en 
d'autres  termes,  V équation  du  troisième  degré  dont 
dépend  le  problème  a  toujours  une  racine  commensu- 
rable. 

Une   propriété  analogue  se  trouvera   dans  tout  pro- 


Idèim;  où  il  s'agii-a  ilc  trou\  cr  le  lieu  des  points  do  con- 
lact  des  eercles  passant  par  deux  points  lixes  avec  nn 
système  de  droites  on  de  ccreles  dont  le  mouvement  est 
déterminé.  Cettt,'  remarque  est  susceptible  d'une  généra- 
lisation bien  plus  grande  et  donne  des  équations  dont  le 
premier  membre  se  décomposa!,  par  suite  d'une  propriété 
géométrique  qui  permet  de  distinguer  certaines  racines 
des  autres;  on  ne  peut  pouitant  en  conclure  que  les 
points  (pii  correspondent  à  ces  racines  décrivent  des 
courbes  distinctes. 

Théorïîme  \'II.  —  .Si  (V  un  puini  P  pris  sur  la  cnrdioïde 
on  mené  les  tangentes  à  l'un  des  ceicles  générateurs, 
les  points  de  contact  se  déterminent  individuellement. 
Quand  on  considère  le  sjstème  des  cercles  générât  us, 
le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  du 
point  P  se  compose  de  deux  courbes  distinctes^  l'une  est 
le  cercle  générateur  (jui  passe  au  point  V,  et  l' autre  est 
une  anaUagmati(jue  du  (juatrihme  degré  ayant  un  point 
double  au  point   de  rebroussement  de  la  cnrdioïde. 

TnÉORiiME  VIII.  —  Par  un  point  Jixe  P  pris  sur  une 
parabole  et  par  le  Joj  er  on  mène  un  cercle  tangent  à 
une  tangente  variable  de  la  courbe  ;  le  lieu  des  points 
de  contact  se  compose  d  une  droite  et  d' une  coni(/ue  ; 
la  droite  est  la  tangente  au  poi//t  P  //  la  parabole. 

Théorème  IX.  —  On  considère  une  coni(/ue,  un 
triangle  circonsc/it  ABC  et  un  point  fixe  P  pris  sur  la 
courbe.  Par  ces  t/uatre  points  on  fait  passer  une  co- 
ni(/ue  tange//le  à  u//e  tangente  luiriable  de  la  conitjue 
fixe;  les  points  de  contact  des  deux  co/iit/ues  t/ui  ré- 
pondent il  la  ipieslion  se  fléterminent  individuellement  : 
l'un  d'eux  décrit  une  droite  et  l'autre  une  conique. 

Tni^:oiu-.Aii".  X.  —  /•Uaiil  dvnnre   une  courbe   du  ipia- 
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Uii'ina  degré  à  irais  poinls  (la  rcbrDUsscinrnl .  si  l  on 
considcre  une  con'ujue  passant,  par  ces  trois  jjoints  et 
LangenLe  à  la  courbe,  les  points  de  contact  des  tangentes 
menées  d' un  point  P  de  la  courbe  à  cette  conique  se 
déterminent  individuellement  ;  lorsque  la  conique  varie, 
le  point  P  restant  fixe,  le  lieu  des  points  de  contact  se 
compose  de  deux  courbes  distinctes  ;  l'une  est  la  conique 
qui  passe  par  les  trois  points  de  rebroussement  et  touche 
la  courbe  au  point  P^  l'autre  est  une  courbe  du  qua- 
trième degré  ayant  les  trois  points  de  rebroussement 
pour  points  doubles  et  (jui  est,  par  suite,  unicursale. 

Lesquali'c  Jciuiers  ihcoiièiiies  que  nous  venons  d'énon- 
cer, et  ([ui  déeoulent  de  la  inèine  propriété,  présentent 
l'exemple  remarquable  d'un  système  de  deux  points 
qu'aucune  propriété  géométrique  ne  semble  distinguer 
et  qui  décrivent  deux  courbes  entièrement  différentes; 
on  explique  facilement  ce  résultat  en  observant  que  la 
quantité  placée  sous  le  radical  carré  introduit  par  la  ré- 
solution de  l'équation  du  second  degré  dont  dépend  la 
question  est  un  carré  parfait  pour  une  position  conve- 
nable du  point  P;  ce  cas  se  présente  justement  quand  ce- 
point  lixe  est  situé  sur  la  courbe  considérée:  le  double 
signe  du  radical  donne  alors  deux  courbes  différentes. 

Considérons  deux  circonférences  ayantpour  centres  Cet 
O',  et  un  point  M  5  soientMA  et  MB  deux  tangentes  menées 
par  ce  point  aux  deux  circonférences.  Menons  les  droites 
OC,  O'C  respectivement  parallèles  à  AM  et  MB,  et 
joignons  CM;  celte  droite  rencontre  en  un  point  Pla  cir- 
conférence qui  passe  par  les  points  O,  C,  O'.  Ceci  posé, 
si  le  point  M  se  déplace  de  manière  que  l'angle  AMB 
reste  constant,  la  longueur  CM  sera  constante  et  le  point  P 
sera  un  point  lixe;  dès  lors,  le  point  iM  décrit  un  limaçon 
de  Pascal ajanlla  point  P  pour  point  double  et  le  cercle 
OCO'  pour  cercle  directeur  ;  ce  lésultat  v.i>\.  bien  connu. 
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Si  l'on  uiùnela  langenle  JM'H'  au  cercle  O'  qui  csl  parallèle 
à  MB,  elle  détermine  sur  MA  un  point  M',  et  le  Heu  de 
ce  point  est  un  deuxième  limaçon  de  Pascal  avant  pour 
point  double  un  point  Q  situé  sur  le  cercle  OCO'. 

Les  deux  points  P  et  Q  sont  tels,  comme  le  montre 
un  raisonnement  fort  simple,  que  l'on  voit  de  ces  points 
les  deux  circonférences  O  et  O'  sous  Je  même  angle;  ces 
points  sont  donc  à  l'intersection  de  la  circonférence  OCC 
et  de  la  circonférence  qui  a  pour  diamètre  la  droite  SS' 
qui  joint  les  centres  de  similitude  des  deux  circon- 
férences. 

Le  lieu  des  points  d'où  le^  tangentes  menées  à  deux 
circonférences  font  un  angle  donné  a  se  compose  donc 
(lorsque  l'angle  a  est  bien  délini)  de  deux  limaçons.  Si 
l'angle  a  varie,  les  points  doubles  P  et  Q  des  deux 
limaçons  se  meuvent  sur  une  circonférence,  et  la  droite 
PQ  passe  par  un  point  lixe  ;  le  même  résultat  a  lieu  si  les 
rayons  des  deux  circonlerenees  changent,  leur  rapport 
restant  constant.  Supposons  les  deux  circonférences 
invariables,  ainsi  que  l'angle  a;  le  limaçon  de  Pascal 
correspondant  et  ayant  le  point  P  pour  point  double  est 
doublement  tangent  à  chacune  des  circonférences,  et  les 
droites  qui  joignent  les  points  de  contact  se  coupent  sur 
l'axe  de  symétrie  de  la  courbe.  On  en  trondut  les 
théorèmes  suivants: 

Thkorème  XI.  —  On  consicUu'c  une  circonfcrenve 
variable  dont,  le  centre  se  meut  sur  une  circonférence 
fixe  et  (fui  est  vue  d'un  /)oint  P  de  cette  circonférence 
sous  un  ani^le  donné  (•)  ;  cetle  circonférence  a.  pour 
enveloppe  un  liuuuyn  de  Pascal  ayant  le  point  P  pour 
point  double'  considérant  deux  cpielconipies  de  ces  cir- 
conférences comme  fixes  ^  l' an gle circonscrit  et  ayatitson 
sommet  en    un  point  tpiclco/K/ue  du  linuwon  sera  con- 
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sLant;  la  circonfcrence  vatiuhlc  est  o/thogonnla  à  une 
circoJiférence  fixe. 

Théorème  XII.  —  Un  cercle  doublement  tangent  à 
une  conique  et  dont  le  centre  est  sur  l'axe  non  focal  est 
vu  d'un  foyer  sous  un  angle  constant  et  égal  au  sup- 
plénienL  de  l'angle  des  asjniptotes . 

Théorème  XIII.  —  Le  lieu  des  foyers  des  coniques 
qui  restent  semblables  à  elles-mêmes  et  doublement 
tangentes  à  un  cercle  fixe  [la  corde  de  contact  étant 
parallèle  à  l'axe  focal),  et  qui  sont  assujetties  à  une 
autre  condition  simple  quelconque,  est  un  cercle  con- 
centrique au  cercle  donné. 

Théouème  XIV.  —  Si  l'on  considère  une  suite  de 
cercles  ayant  leurs  centres  sur  le  cercle  directeur  d'un 
limaçon  de  Pascal  et  doublement  tangents  à  cette 
courbe,  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes 
menées  d' un  point  P  du  plan  à  ces  cercles  est  une  courbe 
du  sixième  degré  ayant  pour  points  doubles  le  point  P 
et  le  point  double  du  limaçon  et  pour  points  l riples  les 
ombilics  du  plan. 

Considérons  une  circonférence  O  et  le  limaçon  de 
Pascal  ayant  celte  circonférence  pour  directiice  et  un 
point  P  de  cette  circonférence  pour  point  double.  Con- 
sidérons la  circonférence  qui  a  son  centre  en  un  point  A 
de  cette  circonférence  et  qui  est  doublement  tangente  au 
limaçon.  Soit  un  point  M  du  limaçon  situé  sur  le  rayon 
vecteurPM  qui  rencontre  la  circonférence  en  un  point  B. 
Menons  la  droite  AB  et  par  le  point  M  une  parallèle 
MC  à  cette  droite;  MG  louchera  au  point  C  la  circon- 
férence A;  le  rayon  CA  rencontre  la  circonféience  O  en 
un  point  J).  Le  cercle  qui  a  pour  diamètre  MD  touche  le 
liniaçon  au  point  M  et  passe  par  le  point  doubb'  P  et  p;u' 
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Je  point  clc  coulacl  C  de  la  tangente  i\JC  menée  du  point 
INI  au  cercle  A.  On  a  donc  les  tliéoi^ènies  suivants: 

THÉonÈME  XA  .  —  Etant  donnce  une  circonférence 
ayant  son  centre  sur  le  cercle  directeur  d'un  limaçon  de 
Pascal  et  doublement  tangente  à  la  courbe,  les  points 
de  contact  des  tangentes  menées  à  cette  circonférence 
par  un  point  M  du  limaçon  se  déterminent  individuel- 
lement; si  la  circonférence  varie,  l'un  des  points  de 
contact  décrit  la  ciicoirférence  qui  touche  le  limaçon 
au  point  M  en  passant  par  le  point  double,  et  l'autre 
décrit  une  anaUagmatiijue  du  <juatricme  degré. 

TnÉoniîME  X\J.  —  ICtant  donnés  un  cercle  double- 
ment tangent  à  un  limaçon  de  Pascal  et  ayajit  son  centre 
sur  le  cercle  directeur,  et  une  droite  D  tangente  à  ce 
cercle,  l éijualion  du  <iualrieme  degré  ijui  donne  les 
points  de  rencontre  de  la  droite  D  avec  la  courbe  a  une 
racine  rationnelle  en  fonction  des  coefficients. 

Thkorkme  X\11.  —  Si  l'on  considère  un  point  A 
d'une  conique  et.  un  cercle  C  doublement  tangent  à  la 
courbe  [la.  corde  de  contact  étant  parallèle  à  l'axe 
focal) .^  les  deu.r  cercles  (ju'on  peut  mener  par  le  point 
A  et  le  foyer  F  tangentie/leme//t  au  cercle  C  se  déter- 
minent indii'iduellejuent  ;  le  point  de  contact  du  cercle 
C  avec  l' un  d'eux  se  trouve  siij-  la  tangente  menée  par 
le  point  A  à  la.  conique. 

J^e  tliéorènn!  que  nous  venons  d'énoncer  se  prèle  à  un 
grand  nombre  d'énoncés  dillérents,  car  il  établit  une 
relation  entre  les  tangentes  (pi'on  peut  mener  par  un 
point  à  une  conique,  les  foyers  et  les  deux  cercles  qu  ou 
peut  mener  par  le  point  avant  avec  la  conique  un  double 
contact,  la  corde  de  contact  étant  parallèle  à  l'axe  focal. 
On  a,  en  p8itirtdi(n',  le>  tlu'orèuies  suivants  : 
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Théorème  X\  JJI. —  F.c  lieu  dcsfoj  a/s  d'une  coniijue 
tangenle  à.  une  dioiie  1)  en  un  point  A  el.  douhlenieni 
tani^ente  à  un  cercle  C  [lu  coide  de  contact  étant 
parallèle  à  l'axe  focal )  se  compose  de  deux  cercles 
passant  par  le  poi?it  A  el  respectivement  tangents  au 
cercle  C  aux  points  oii  il  est  reticontré par  la  droite  1). 

Théorème  XI\.  —  Le  lieu  des  foyers  des  coniques 
doublement  tangentes  à  deux  circonférences  se  compose 
d' une  droite  et  d'une  circonférence,  pourvu  que  les 
cordes  de  contact  soient  parallèles  dans  les  deux  cir- 
conférences. 

Pour  detnontrer  ce  théorème,  il  suffit  de  remarquer, 
d'après  le  théorème  XII,  que  du  foyer  on  voit  sous  le 
même  aagle  deux  circonférences  doublement  tangentes  à 
la  conique  et  ayant  leurs  centres  sur  l'axe  non  focal. 

Considérons  deux  courbes  quelconques  et  un  angle 
AMB  formé  par  les  tangentes  MA  et  ]MB  menées  du  point 
M  aux  deux  courbes^  lorsque  le  point  M  se  déplace, 
l'angle  AMi3  restant  constant,  le  cercle  circonscrit  au 
triangle  A^IB  a  deux  enveloppes;  l'une  est  le  lieu  du 
point  M,  car,  pour  mener  la  tangente  en  M  au  lieu  décrit 
par  ce  point,  on  peut  remplacer  les  deux  courbes,  dans 
le  voisinage  des  points  A  et  B,  par  ces  points  eux-mêmes  ; 
pour  obtenir  le  point  de  contact  du  cercle  avec  sa 
deuxième  enveloppe,  considérons  les  cercles  O  et  O', 
osculateurs  aux  deux  courbes  en  A  et  B;  comme  le  cercle 
AMB  dépend  des  éléments  infiniment  petits  du  premier 
ordre,  la  recherche  de  son  enveloppe  ne  dépendra  que 
de  ceux  du  deuxième  ordre,  et  l'on  pourra  substituer  aux 
deux  courbes  leurs  cercles  osculateurs  ;  le  point  de  contact 
du  cercle  avec  sa  deuxième  enveloppe  est  donc  le  point 
double  P  du  limaçon  de  Pascal  qui  constitue  le  lieu  du 
sommet  d'un   angle  de   grandeur   constante    \MB  cir- 
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conscrit  aux  deux  circonférences  OelO';  on  aura  donc 
ce  point  P  en  menant  par  les  points  O  et  O'  des  parallèles 
OD,  O'D  aux  droites  MA,  MB  et  en  joignant  les  points  M 
et  D;  le  point  où  la  droite  MD  rencontre  la  circonférence 
est  le  point  cherché. 

Reprenons  le  système  de  deux  cercles  O  et  O'  et  de 
l'angle  AMB  de  grandeur  constante  circonscrit  aux  deux 
cercles.  Le  point  M  décrit  un  limaçon  de  Pascal  ayant 
pour  point  douhle  un  point  P  situé  sur  la  circonférence 
OO'M.  D'après  ce  qui  a  été  démontré  plus  haut,  on  voit 
du  point  P  les  deux  circonférences  Cet  O'sous  le  même 
angle  ^  donc  le  rapport  des  rayons  OA,  O'B  est  égal  au 
rapport  des  distances  PO,  PO'-,  de  plus,  il  est  facile  de 
voir  que  les  angles  AOP,BO'Psont  égaux;  on  en  conclut 

que  le  rapport  — 77  l'Cste  constant,  ainsi  que  l'angle  APB; 

donc,  C|uand  le  point  M  se  déplace  sur  le  limaçon,  le 
triangle  APB  reste  semblable  à  lui-même  ;  en  particulier, 
l'angle  PAB  reste  constant,  et,  comme  le  point  A  se  meut 
sur  une  circonférence,  la  droite  AB  enveloppe  une  co- 
nique ayant  le  point  P  pour  foyer. 
On  a  donc  les  théorèmes  suivants  : 

Théorî^meXX.  —  Quand  un  an^leAMl^cIe  grandeur 
constante  est  circonscrit  à  deux  cercles,  la  droite  x\B  qui 
joint  les  points  de  contact  de  ses  côtés  avec  les  deux 
cercles  enveloppe  une  conique  ayant  pour  foyer  le  point 
douhle  du  limaçon  de  Pascal  qui  constitue  le  lieu  du 
point  M. 

TnÉonkAit:  XXI.  —  Si  autour  du  foyer  commun  V 
de  deux  coniques  on  fait  tourner  un  angle  AFlî  c^al à 
l'angle  des  axes  focaux  des  deux  coniques,  le  lieu  du 
point  M  de  rencontre  des  tangentes  menées  aux  deux 
coniques  respectivement  en  \etVt  est  un  cercle. 
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On  pc'uL  envisager  le  problème  (jiii  ((jusisle  à  Irouver 
le  lieu  du  sommet  d'un  angle  de  grandeur  eonstante  cir- 
conscrit à  deux  circonférences  comme  un  cas  particulier 
du  problème  suivant: 

Trouver  le  lien  du  sommet  d'un  angle  circojiscrii  à 
deux  circonférences,  les  coefficients  angulaires  des  côtés 
étant  liés  par  une  relation  linéaire  par  rapport  à  cha- 
cun d' eux. 

Le  lieu  est  alors  du  huitième  degré  ;  il  se  décompose 
lorsque  l'angle  doit  être  constant  (on  a  alors  deux  lima- 
çons de  Pascal),  ou  bien  lorsque  l'angle  doit  avoir  une 
bissectrice  de  direction  constante.  Dans  ce  dernier  cas, 
l'équation  de  chacune  des  courbes  du  quatrième  degré 
qui  composent  le  lieu  prend  une  forme  remarqualjle  5 
avec  des  axes  rectangulaires  convenablement  choisis,  cette 

équation  est 

^J=:Ko  -(-  H-, 

H  et  K  étant  des  constantes,  et  0  étant  la  distance  d'un 
point  du  lieu  à  un  point  hxe  situé  sur  l'hyperbole  équi- 
latère  qui  a  pour  équation 

xy  —  \P  —  o. 


Slli   IKE  QlESTIOi\  DE   LlCEl^CE; 

Par  m.  E.  FAUQUEMBERGUE, 


D'après  M.  Catalan  [IVouuelle  Correspondance  ma- 
thématique,  novembre  1880),  la  solution  de  la  question 
de  licence  publiée  dans  ce  Recueil,  1'^  série,  t.  XX, 
p.  35,  peut  être  simplifiée  de  la  manière  suivante. 

Pour  l'homogénéité,  rcniplaçons  C  par  —  et  ha-  par 
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De  la  première  ou  tire 

/■  =:  c  sin  \  ±  \  C'  siii'^  V  —  h- , 

cl  pai'  cousécjueut 
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L'iiiléii,ialc  est,  en  supposant  nulle  la  constante, 

e  ros  \ 
0  r=:  arc  ces  -  • 


La  courbe  (c)  est  donc,  si  l'on  veut,  r(;préscntée  par  le 
système  des  formules 

.  /•■-+//'  ,         '- -p,        ,, 

c  sm  Y  = 5       c  COS  Y  rr:  y  c-  —  U-  eus  ') . 

Si  l'on  élimine  \  .,  on  a  l'équation  unique 

l'- 
on, en  coordonnées  rectangulaires, 

\  (  //- .r'  +  c-y'  )  —  (  .<•'-  -h  /-  M-  //^  )■'. 

équation  qui  peut  encore  s'écrire 

(.^•2_^  ,.2_j_  3 y'c-"^  —  ^/\v  —  h'^)  (.r--h  v-  —  2  v''c*—  ^^>■  —  ^2)  —  o. 

Sous  cette  foiiiie,  on  reconnaît  que  la  coiirhe  se  com- 
posa lia  deux  circoiifcrciiccs,  ou,  plus  exaclenu-nt,  les 
couiIm's   {  c)   et  ('(1)    sont    des    cirritiiliMenccs    foin|)iiscs 
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oiilic  Jeux    lang(Milcs  {■oiumuncs    menées    du    |»<">le ,   cl 
dont  les  ravous  sont  dans  le  rapport  /'. 


CORUESPO^DAXCE. 


-Monsieur  le  Ilédacteur, 

\oulez-vous  Lien  nu-  permettre  de  vous  adresser 
quel(jues  observations  relativement  aux  questions  13'2i 
«•t  l!29()  et  aux  solutions  qui  en  ont  été  données  dans  le 
derniei"  numéro  d'oetobre.  Je  dirai  tout  d'abord  qu'en 
proposant  la  question  13l2i  je  demandais  une  démons- 
iiation  etuon  une  vérilication,  qui  u'ollVait  aucune  dilli- 
culté  :  la  question  reste  donc  toujours  proposée. 

Quanta  la  question  li296,  il  est  certain  queiM.  llea- 
lis,  eu  la  proposant,  a  voulu  ollrir  un  exercice  de  vérifi- 
cation aux  jeunes  lecteurs  des  Annales ,  car  il  sait  aussi 
bien  que  personne  que  les  formules  qu'il  donne  sont  un 
cas  particulier  des  formules  générales  de  Caucliy  démon- 
trées dans  le  quatrième  cahier  des  Exercices  niathénia- 
Lujues.  11  est  curieux  que  l'auteur  de  la  vérilication 
ariive,  sans  y  faire  attention,  à  des  formules  plus  simples 
cjue  celles  de  Caucliy,  les  formules  (2)  (2*^  série,  t.  XIX, 
p.  4^8),  qui,  après  la  suppression  du  facteur  commun 
XPQR,  sont  précisément  les  formules  (5i)de  mou  Mé- 
moire (p.  408^  1879)'  L'identité  (3)  (p.  45y)  se  trouve 
aussi  dans  le  Mémoire  cité  (p.  407  ;  1879J.  Elle  est  remar- 
quable eu  ce  qu'elle  donne  la  solution  d'une  question 
que  j'ai  proposée  autrefois  dans  les  Nouvelles  jinnales  : 
Trouver  six  nombres  entiers  x,  }  ,  c,  x' ,j  ',  z'  tels  que  ces 
nombres  satisfassent  à  l' un   ou  l'autre  des  deux  sys- 


(  -:1  ) 


lentes 


.3  __    -3  -_  j^li 
-3  ^'3 


x"^  H-  T^  -i-  ^'=r  j?'3  H-  r'3  H-  c'*,      JC^y-^Z  =r.r'H- 7''  +  ^'. 

Lors  (Je  la  dernière  réunion  à  Pœims  de  l'Association 
pour  ravancemeut  des  Sciences,  j'ai  communiqué  les 
formules  (oi)  à  M.  Sylvester,  qui  m'a  dit  les  avoir  trou- 
vées de  son  côté,  mais  étendues  au  cas  plus  général  de 
l'équation 

( I )  aX'^-b \  »  -f-  r/XYZ  =  c Z ' . 

\oici  en  'quelques  mots  une  démonstration  très- 
simple  : 

[x^j,z^),  [x\j\z')  étant  deux  solutions  de  l'équa- 
tion (i),  les  formules  de  Caucliy  donnent 

X  =  ^byy'  {œj  — ■  Yx')  —  'èczz'{xz' —  zj-') 
-h  cl{jc-y'z'  —  Jc'-yz), 

Y  =r  oaxx'iyx' —  œy')  —  Zczz'{yz'  —  zy' ) 
-\-d{y-x'  z'  —  y'-xz), 
I  Z  =  3axx'{zz'  —  xz')  -h3hyy'{zy'  —yz') 
I         -j-d{z^y'x' — z'-xy). 

D'ailleurs,  des  deux  équations 
nx^-\-  by^  -h  (/xyz:=  cz^,  a x'^  —-  by'-^  -^  d x' y'  z'  ^=.  cz'^ 

on  tire 

f  ( -3y 3  _  y3 -'3  )  ^  dyy'{y\v'z'  —  y"-xz:) 


(^) 


x*y  ■*  —  j"*  X  •* 
c(.z-3y3_  ;3^'3)_  dxx'{x^y'z'  —  x"^yz) 


X'  y 


Y  X 


a, 

b. 


Si  maintenant  on  substitue  l'expression  précédente  de 
b  dans  la  première  des  formules  (2),  on  obtient 

[  ^cjvz'  —  zx'){yz'  —  zx')  +  'djxy'  -  yx'  )«]  (x\y'z'  —  x'\yz) 
,.i  yi-i  _|_  jryx'  y'  -\-  y^x'^ 


Or  la  valeur  do  \  se  déduit  évideininciil  de  celle  de  X 
en  permuLaut  x,  j  et  x',  ) ',  et  comme,  par  ce  change- 
ment, tous  les  facteurs  de  X  restent  les  mêmes,  excepté 
.T-j'z'  —  JL■'-J^c:,  qui  devient  j)^  a/ c'  — j'-xz.,  on  a 

\  x-y'^'  —  x'-yz 

\  v'-^x'z'  —  Y'XZ 

On  obtient  de  même 

Z        z-x'  ^■'  —  z'-xy 

\      Y'  Ji'  z'  — y'xz 

Lrs  formules  (ji)  sont  donc  étendues  à  l'équation  (i). 

M.  Sylvester,  si  je  ne  me  trompe,  a  communiqué  sa 
démonstration  à  M.  Lucas  :  il  serait  intéressant  qu'elle 
fût  publiée. 

Veuillez  agréer,  Monsieur,  etc. 

DESBOVliS. 


SOLlTiO\S  DE  QIESTIOXS 
PROPOSÉES  U\%  LES  NOIYELLES  AXMLES 


Question    1275 

(voir  /"série,  1.  XVII,  p.  Z?,:,)  ; 

Par  "\I.  R.-W.  GENÈSE. 

On  donne  quatre  points  «,  Z»,  c,  d  dans  un  plan  et 
deux  points  p,  p',  non  situés  dans  ce  plan. 

Les  droites  d' intersection  de  deux  couples  de  j)lans 
{^ab)^  [^'  cd)  et  [ocd).  ['^  ah)  sont  dans  un  même  plan 
(P)  ;  on  peut  obtenir  six  plans  a/ialo^ues  en  combinant 
de   toutes  les  manières  possibles  les  points  <^/,  /;,  c,  d ■. 


(     I  ~()    I 
ces  six  plans  sa  coupent   suis>(int  une  même  droite  (D) 
r/ui  rencontre  pp'.  (  Genty.  ) 

Un  point  est  donné  par  Jes  rapports  a,  ,j,  v,  o  des  aires 
des  tétraèdres  PpBC,  PpCA,  Pp  AB  et  PABC  à  l'aire  de 
zuhc.  Soient  a,  [ii,  v,  o  les  coordonnées  de  p';  p.  g^  /•,  o 
celles  de  d .  Les  coordonnées  de  «,  Z>,  c,  p  sont 

(  I ,  o,  o,  o),     (o,  I  .  o,  o),     (o,  o.  I  ,  o)    ot     (o.  o.  o.  f  ). 

Alors  l'équation  du  plan  paZ»  est 

(  I  )  ■;  =  '>: 

celle  de  p'c(/  est 


o      <> 
P      'I 


ou 


(/>  Ji,  —  Y  -y.,  )  0  +  0,  (  y  a  —  />  3  )  =  o. 


Le  plan  z' ah  est  représenté  par 


ou 

(4) 


1 

() 

o.       u 

o 

1 

(-)       o 

ou 

(3)                                   ^^1 

i 

et  p  c<^/  par 

a 

0 

1       ■" 

o 

O 

o        1 

o 

o 

I      o 

/' 

V 

/•      o 

Y  a  —  p'i  -=  o. 


[  '77  ; 

contienl  les  iiilcrseclions  do  (i)  avec  (y.)  et  de  (3)  avec 
l4)-  Alors  c'est  un  (les  plans  de  la  (juestioii.  Il  v  en  a 
(feux  autres  : 

(VTi  —  '■?i)('^-i^  —  ^i«)  +  '^l'^iO'?  —  77^  ^^  '• 
et 

(/•a,  — 7>Y,)(?iO  —  0,  p)  4-  ^,Oi(/>Y  —  ra)  =  o. 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  s'annulent  par 
addition.  Alors  les  trois  plans  passent  par  une  mènu! 
droite. 

Note.  —  L.T  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Hlanc. 


Question   1313 

(voir  a"  série,  l.  XVIII,  p.  335); 

Pau  m.  s.  REALIS. 

Un  nombre  /?,  <iai  est  In  somme  de  n  cubes  entiers, 
étant  donné,  nssignei-  un  nombre  q  tel  que  le  produit 
j)'- q  soit  la  somme  algébrique  de  n  cubes  entiers. 

Soit 

/>  =  a^  4-  ai]  +  a;j  +  .  .  .  H-  af^, 

et  posons 

\\  =2a^  +  3ai(a2  +  a2H-...4-a,|)  — (a^  +  a:]H-.  .  .+  a3), 
1*2  =  2  a|  M-  3  a2(aj  +  a^  +  .  .  .  +  a;,  )  —  (  a-*  +  a;|  +  .  .v  +  a,^), 

l^^=  ^^;^+  3a„(a2H-  a2  +  .  .  .+  <_,) 

—  (a^  +  a^-h...-l-af,_i), 
7  =  (9  —  /^)  (  a','  4-  a^  +  a;;  +  .  .  .  +  a,^,  ) 

-t-  9 [ '^i( ^2  +  ^s  +  •  •  •  +  ^'/T )  +  •  •  • 

-f-  o£„  (a"f-l-  %\-\-.  .  .  -+-  '4-  i)]- 
^ti/i.  de  Mat/iéniac,   -2'  série,  t.  XX.  (Avril   iS8i.)  12 


(   '7«^  ) 
iVoiis  auroîis,  par  identité, 

A'ofe.  —  La   solution    flomn'C,  flans  le   numéro  de   septembre  der- 
nier, par  M.  .Marcello  Fîoclietti,  ne  répond  pas  aux  termes  de  l'énoneé. 


Question   1342 

(voir  y'  série,  t.  XIX.   p.  i-,-,  el  479): 

Par  ai.  A.  I-KI.MZKUGEL. 

D'un  point  donné  jM  on  mené  deux  droites  nor- 
males à  un  parnboloïde;  soient  a  et  h  leurs  pieds,  a 
le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  la 
corde  ah  et  ^  le  conjugué  harmonique  de  a  relative- 
ment aux  points  a  et  h;  démontrer  que  le  point  ^  est 
sur    la   droite   menée   par   M  perpendicuLnrement  à 

l'axe. 

(Laouerre.) 

Soit  D  la  cli'oitc  d'intersection  des  plans  tangents  en  a 
et  en  b.  Par  cette  droite  D  menons  le  plan  diamétral  D}s 
conjugué  aux  cordes  parallèles  à  ab  et  le  plan  DQ  paral- 
lèle à  ah.  Ces  quatre  plans  forment  un  faisceau  harmo- 
nique, le  plan  ^\ab  les  coupe  suivant  un  faisceau  har- 
monique de  quatre  droites  et  les  perpendiculaires  abaissées 
du  point  M  sur  ces  quatre  droites  forment  aussi  un 
faisceau  harmonique.  La  proposition  s'en  déduit  immé- 
diatement, car  dans  les  paraboloïdes  tous  les  plans  dia- 
métraux sont  parallèles  à  Taxe. 

Note.  —  I-a   même  (lueslioii    a   «■lé  n'-soluc   par   M.  A.  rienlil,  élève 
rlii  Ivrée  de  Crenohle. 


(  '79  :> 

Question    1344 

■  Tiiir  •/*  stMic,  t.  \I\,  p.  fi'iy.y, 

r\u    M.    l-ii\Nçois  LAIDIKHO, 

IClrNO   lie  II   iiixcrsili-  (le   Nilplcs. 

Soient  A,  lî,  C,  1)  (/uatrr  points  d'une  coniijne  (S),  et 
M  un  point  (juelconcpie;  si  l'on  mené  les  droites  ]MA, 
MB,  MC,  iMD  qui  rencontrent  de  nouveau  la  conique 
(S)  en  des  points  A',  B',  C,  D'  respectivemeTit,  les  deux 
coniques  (M^  \^  B,^,!)),  (M,  V,  IV,  C,  Jï)  auront  la 
même  tangente  au  point  M.  (Ge>ty.  ) 

On  sait  que,  si  deux  coniques  es,  o'  se  coupent  aux 
[)()iiits  A,  B,  C,  D  et  si  l'on  mène  par  A,  B  respectivetnent 
deux  droites  qui  coupent  'j  en  F,  G  et  'j'en  F',  (j',  les 
cordes  FG,  F'(t  concourent  en  un  point  II  de  la  droite 
CD,  et  il  est  clair  que,  si  les  points  F',  Ci'  sont  iniîni- 
inent  voisins,  la  droite  FG  et  la  tangente  en  F'G'  à  la 
conique  '.:•'  se  coupent  sur  la  droite  CI). 

Cela  posé,  désignons  par  -i;,  -L' les  deux  coniques 

(M,  A,B,C,  D).     (M,  A',B',C',  D) 

respectivement,  et  observons  que  pour  les  coniques  (S), 
'i,  qui  se  coupent  dans  les  quatre  points  A,  B,  C,  D,  la 
tangente  à  la  conique  o  en  JNI  et  les  cordes  CD,  B'A' 
concourent  en  un  même  point.  De  même,  pour  les  co- 
niques (S),  cp',  la  tangente  en  M  à  la  conique  'J  et  les 
cordes  B'A',  CD  concourent  en  un  même  point. 

Donc  les  deux  tangentes  en  M  aux  coniques  o,  z' 
coïncident,  et  les  coniques  'j;,  'i' ont  conséquemment  la 
même  tangente  au  point  M. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  .MM.  Morel-BIanc  ; 
F.  Pisani;  .\.  Goflart  ;  \.  Droz;  J.  Marchai;  H.  Merzog,  du  lycée  rie 
Rouen;  E.  Pecquery,  élève  du   lycée  du   Havre. 


1     I  !^()    I 
Question   1348 

{  voir  ?.'  série,  l.  Xl\,  p.  '.So); 

Par     m.    J.     BOLDÈNES, 

Elève  du  lycée  de  Grenoble. 

O/i  donne  une  j>araboIe  P  et  on  propose  : 

1°  De  trouver  V  équation  du  cercle  C  qui  passe  par  un 

point  M  du  plan  et  par  les  points  de  contact  des  tan- 

gentes  menées  de  ce  point  à  la  parabole  ; 

2"  De  trouver  le  lieu  des  points  M  ])our  lesquels  ce 
cercle  a  un  rayon  constant  ; 

3°  De  trouver  le  lieu  du  centre  de  ce  cercle  de  rayon 
constant  ; 

4°  De  démontrer  que  la  polaire  du  f)oint  M  j)ar 
rapport  à  la  parabole  et  la  seconde  corde  d'intersec- 
tion du  cercle  et  de  la  parabole  se  coupent  sur  une 
droite  déteriui/iée.  (B.vrba.rijv.) 

1°  On  sait  que  les  cordes  d'intersection  de  deux- 
coniques  à  axes  parallèles  sont  également  inclinées  sur 
les  directions  de  ces  axes.  Dès  lors,  si  nous  prenons  pour 
origine  le  foyer  de  la  parabole  et  pour  axe  des  .r  l'axe 
de  cette  courbe,  son  équation  sera 

(i)  y^  =  o.px  ^-/^'^ 

et,  si  7.,  [j  sont  les  coordonnées  du  point  M,  la  polaire  de 
ce  point  sera  représentée  par  l'équation 

(?.)  «.r.-/>(a  +  .r)-f-y;2  =  o. 

Toute  coni(|ue  passant  par  l'intersection  de  la  droite 
précédente  et  de  la  parabole,  et  ayant  un  axe  parallèle 
à  celui  de  cette  dernière,  aura  par  suite  nn(^  ('qualion  de 


(  '«•  ) 

la  (urnic 

[ i^.)'  - P {'■>■  +  -r)-\-  />-] L>  -I- £ .r  +  'I 

-h  \ (  r'^  —  "ipx  —p'^)  '■=  o. 
Pour  que  oc  soit  nu  cercli',  il  faut  d'aljord  (|uc 

'■> 
et,  pour  que  ce  cercle  passe  par  le  point  INI, 

j){  p  —  a") 
«  =  ^ 

L'équation  de  ce  ci:rcle  est  donc 

I  •^■'  -^y"  ~  -77  ^/^'  +  "■)  +  -77-  ^/-'  -  '^^ 


-[(/?- a)- +/>-+?-]=:o. 

2"  Son  rayon  a  pour  valeur  la  distance  du  centre  au 
point  INI.  Le  lieu  du  point  M  pour  lequel  ce  cercle  a  un 
rayon  constant  est  donc,  a,  ^j  étant  les  coordonnéiîs 
courantes, 


{'—-hi^' 


=  R2 


[p'  +  r-mp-^f  +  r^^p'^^', 

é([uation  du  quatrième  degré  qui  représente  une  courbe 
passant  par  les  points  cycliques.  Elle  devient,  si  l'on 
transporte  l'origine  au  point  x  ■■=^  —  />  sur  l'axe  des  x^ 

3°  Les  coordonnées  du  centre  du  cercle  de   rayon  il 

étant  devenues,   par   la   transf'orjnation   précédente    de 

roordonn<''es, 

___//-  +  V  'J.'^ 

— ^-  '       '         />  ' 


('    1 8>,  ) 
le   lieu  de   le   eeiilre,    [)()iir    \\    coiislanl,    a   donc   pour 

équation 

u-  [  y2  +  (  ^-  —  y>  )2  ]  =  K2  (  ^i-  _y,  ) , 

obtenue  par  r«;limination  de  a,  p  entre  la  condition  (4) 
et  les  équations  (5).  Ce  lieu  représente  une  courbe  du 
troisième  degré  passant  encore  par  les  points  circulaires 
à  l'infini. 

4"  Les  deux  cordes  d'intersection  du  cercle  (3)  et  de 
la  parabole  (i)  étant 

|îi  V  — p  (  a  -1-  j-  )+/>"-=:  o 
et 

l^;  >•  -H  p.v  -\-  p  (/>  —  a  )  =  o, 

on  voit  aisément,  en  les  retranchant,  que  le  lieu  de  leur 
point  d'intersection  est 

X  =  o, 

et  que,  par  suite,  ces  deux  droites  se  coupent  toujours 
sur  l'axe  des  x,  c'est-à-dire  sur  la  perpendiculaire  à 
l'axe  menée  du  foyer. 

.\ote.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.M.  H.  Lez;  .Moret- 
Blanc;  Baron,  élève  du  lycée  Henri  IV;  G.  Lambiotle,  élève  de  l'École 
polytechnique  de  Bruxelles;  E.  Kauquembergue;  A.  (lencix-Marlin  : 
J.  Nctler,  élève  du  Ivcée  de  \ancv. 


Question  1353  V'' 

(Tolr  ?.'  série,  l.  Xl\,  \t.  jjs); 

Par   m.  .I.-H.   DKLACOURCKLLK. 

l'.iit.inl  lie  lriiii|ii'  au  ').'î'  de  !i;,'uc,  ;"i  Tariics. 

Soient  ABC  un  triiuii^le  donné.  A,,  H|,C|  trois  points 
pris  sur  les  côtés  (la  ce  trians^le  et  tels  (pi' on  dit 

A,  B  _  ^       B,(:  _    /^       C^  _  _/_ 
A,C        ///        B|  A        m'       C,  B       m"' 


83  ) 
AlîC,  inulli/)lice  /xir 


l'aira  du  triaiii^lc  A  ,  lî|  C)  est  égale  à  L aire  du  triangle 


ll'l"+mm'm" 


(/  +  ni){i  -v-  m' ){l"~h  ni") 

((jEJNTY 


Les  deux  triangles  A 13,  C,  et  ABC,  ayant  un  angle  égal, 
sont  entre  eux  comme  les  produits  des  côtés  qui  com- 
prennent cet  angle.  Ou  a  donc 

AB,C,  _  AC,  X  AB,  _  AC,        AB, 
ABC    ""   AB  X  AC    ~  AB   "^   AXJ 

AC,  AB, 


X 


~  AC,  +  BC,       AB,  +  CB,' 
ou  bien 


AB.C,  _        r  m'  /"m' 

^  '  -'       \  ur^  /"       ..."  ^   r 


i^- 


ABC  /" -^  m"        1+  m'        ( /" -h  m" ){l'-h  m' ) 

Ou  obtient  de  la  mèiue  manière 
BA,C,  Im" 


ABC         (r+w")(/4-//0 

■>) 


CA,B,  /'m 


ABC  (/'-h  m')(/ +  m) 

Or  on  a 

A,  B,  Cl  =  ABC  -  ABiC  -  B  A,  C,  -  C  A,  B^. 

En  portant,  dans  cette  identité,  les  valeurs  de  AB,C,, 
HA,C,,  CAjB,  tirées  des  égalités  (i),  (2),  (3),  on 
trouve,  toute  réduction  faite, 

A,B,C>  =  ABC>  frr^-,un,'n," 


(/+  /»)(/' H-  /«')(/"+  /fl") 


\otc.  I.ii  iiirilic  qwL-slioii  a  rlé  n'soliic  par  MM.  L.  Flohcrt,  a 
Mnntrciiil  (Seine);  rhoiirlarlow,  de  Slnnvro[)(iIp  (Caiirasr);  V.  Drnz. 
a   l'nriTiiliiiN    (F^crnc):   II.    I.cz;    \'..    l 'auqiieiiilirryiio.    mailrc   rrpéli- 


(   i8i  ^ 

leur  au  lycée  de  Sainl-Queiiliu  ;  F.  Fisaiu,  piutcsbeiir  a  l'IubUlul 
royal  technique  de  Messine;  J.  Boudènes  el  Désiré  Giroud,  élèves  dw 
lycée  de  Grenoble;  E.  Peccjuery  et  É.  Chrétien,  élèves  du  lycée  du 
Havre. 


Question  1350 

(voir   ■>'  sprie,l.  XV,  11.48); 

l'AH  M  .M.  l:.  pecquery  et  é.  chrétien, 

Élèves  du  lycée  du  Havre. 

Il  y  a  trois  cubiques  passant  par  huit  points  donnés 
et  tangentes  à  une  droite  menée  par  l'un  de  ces  points. 

(E.G.). 

L'équation  générale  d'une  cubique  contenant  neuf 
paramètres  variables,  si  l'on  exprime  que  la  cubique 
passe  par  huit  points  donnés,  on  aura  huit  relations  qui 
détermineront  huit  des  paramètres  en  fonction  du  neu- 
vième au  premier  degré.  L'équation  générale  de  la  cu- 
bique ne  contiendra  donc  finalement  qu'un  seul  para- 
mètre variable  au  premier  degré. 

Si  maintenaut  on  rapporte  la  cubique  à  des  axes, 
dont  la  droite  donnée  est  l'axe  des  x,  et  l'origine  le 
point  donné  sur  cette  droite,  pour  j>^=  o  on  a  d'aboni 
x  =  o,  puis  deux  autres  racines  données  par  une  éqtia- 
tion  du  second  degré  en  fonction  du  paramètre  variable 
qui  y  entre  au  premier  degré. 

On  exprimera  (jue  la  cubique  est  tangente  à  l'axe 
des  X  en  écrivant  que  <x'lte  équalion  du  second  degrt- 
en  X  a  ses  deux  racines  égales,  ce  qui  donne,  en  général, 
une  équation  du  second  degré  pour  déterminer  le  para- 
mètre variable,  ou  en  exprimant  que  x  =  o  est  racine  de 
cette  équation,  ce  qui  donne  une  équalion  du  premier 
degré   pour  déterminer  le  même   paranièlr<'.    Donc,   en 


(     iS:")    ) 
^(jiiéral,  il  y   ^i   trois    valeurs    pour  ce  [)aianu'tre,  cl  [)ar 
suite  trois  cubiques  satisf'aisaut  aux  couditious  douuees. 

Note.  —  iM.  Dcwuir  fait  rcniarqiu  r  ([iic  le  tln-()rrmr  ]icul  rire  gcin'-- 
ralisé  ainsi  : 

Dans  un  faiscaau  de  courbes  de  l'ardre  ii,  il  y  n.  en  gênerai. 
■>{n —  I  —  0  )  courbes  tangentes  à  une  droite  qui  pusse  par  $  /toints 
de  la  base  du  faisceau,  en  des  points  (tulres  que  ces  o  /loinfs. 

On  lient  ('nonciT  un  t  liiini'riir  atialoi^ui'  on  la  tli'oili'  iinrli'on(]iic  est 
l'ciiiplacée  par  une  courlje  de  l'ordre  m. 
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QIESTIONS. 

1362.  On  donne,  sur  un  plan  :  nn  point  o,  une  cir- 
conférence, les  extrémités  a^  h  d'un  diamètre  dt;  cetlt; 
courbe  et  un  autre  diamètre  J).  On  demande  de  déter- 
juiner,  sur  la  circonférence,  un  point  ///  tel  que  les 
droites  ///<7,  mh  interceptent,  sui"  D,  un  segment  vu,  du 
point  o,  sons  un  angle  droit.  (  MANiVHEiAf.) 

13()3.  On  donne  une  ellipse;  on  prend  le  liiangle /7(  7' 
iormé  par  les  deux  tangentes  tv/.,  ch  à  celte  cniu'bt;  et 
le  corde  de  contact  ah,  et  l'on  détermine  un  point  /// 
d'où  l'on  voie,  sous  des  angles  droits,  les  côtés  du 
triangle  abc.  Qu(;lle  (;st  la  surface  lieu  des  points  tels 
(]ue  ///.  lorsque  l'on  {)rend  tous  les  triangles  analogues 
h  acb?  (Mannueim.) 
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Considérons  une  ccjualîon  entière  et  formons  pour 
eette  équation  les  fonctions  de  Sturin,  que  nous  dési- 
gnerons par  V ,  \  ,....,  \,^. 

On  aura 

(I)  V    -V,Q,-\\,. 

(3)  V,-=:V3Q,-V,. 


Nous  supposerons  que  V„  est  une  constante,  c'est-à-dire 
que  V  et  \  i  sont  premiers  entre  eux. 

Remarquons  que,  lorsque  V=:o,  V,Q,  =¥._,,  c'est- 
à-dire  que  Q|^  2  a  le  signe  de  \  , .  Le  polynôme  Q|V, 
jouit  donc,  relativement  au  polynôme  V,  des  pro- 
priétés de  \',  sur  lesquelles  est  fondé  le  théorème  de 
Rolle,  c'est-à-dire  qu'(;ntre  deux  racines  réelles  de  V  se 
trouve  au  moins  une  racine  de^  oQ, .  Cette  remarque,  en 
particulier,  nous  donne  un  moyen  de  séparer  les  racines 
d'une  équation  du  troisième  degré  par  des  nombres  com- 
mensurables.  En  eilet,  Q,  et  \  o  sont  tous  les  deux  du 
premier  degré,  et  leurs  racines  séparent  les  trois  racines 
du  polynôme  considéré  (  si  le  polynôme  a  ses  trois  ra- 
cines réelles). 

Cela  posé,  supposons  que  ^  =  o  pour  une  certaine 
valeur  de  a:  ;  on  a 

(1')  V,Q.=rV,. 

Ann.de  Mncltérnat . ,  i"  série,  t.  XX.    (Mai  i.SSi.)  l3 


Portons  dans  la  socoiule  équation  la  valeur  de  V.j  ;  on 
aura 

(■ï)  V,(i-Q,Q,)  =  -V3, 

ce  qui  nous  montre  que  \\  (Q1Q2 —  i  )  jouit  encore  des 
mêmes  propriétés  que  V, . 

Tirons  V3  de  (2'),  et  portons  sa  valeur,  ainsi  que  celle 
de  Vo,  dans  l'équation  (3)-,  elle  deviendra 

(3')  V,r),  =  V,(Q,Q,-,)Q3-V„ 

c'est-à-dire 

Nous  continuerons  de  même  jusqu'à  la  dernière  équa- 
tion. 

Or  remarquons  que  les  facteurs  successifs  de  V, 
dans  les  diverses  équations  que  nous  obtenons  ainsi  ne 
sont  autres  que  les  numérateurs  des  réduites  successives 
delà  fraction  continue 


Q, 


On  le  vérifie  facilement  pour  les  premières  réduites, 
et  l'on  en  déduit  sans  peine  la  loi  générale. 

Je  dis  qu(;  les  numérateurs  de  ces  réduites  jouissent 
des  mêmes  propiiélés  que  les  fonctions  de  Sturin. 

i"  Deux  fondions  consécutives  ne  peuvent  pas  s'an- 
nuler en  même  teinj)s,  car  pour  cela  deux  fonctions  con- 
sécutives de  Sturm  devraient  s'annuler. 

2"  Lorsqu'une  fonction  s'annule,  les  deux  l'onclions 
qui  la  comprennent  sont  de  signes  contraires. 

En  eifet,  les  numérateurs  de  trois  réduites  consécu- 
tives de  la  fraction  conlinvu'  sont,  comme  on  le  verrait 


(   '9''  ) 
facilement,  liés  par  la  rclalioii 

3°  Considérons  d'abord  la  fraction  continue  comme 
ayant  pour  dernier  quotient  Q,/_].  Si  l'on  désigne  par 
P(H_i)  le  numérateur  de  la  réduite  correspondante,  on  a 

lorsque  Y  =  o. 

Y,i  est  positif  ou  négatif.  S'il  est  positif,  la  suite 

♦  ?     •(«-!)>    1    («-2))     •  •  •  5    1^2>    *    »5    ï  • 

P,  n'étant  autre  cpie  (^,,  P2  que  Q,  Qj —  i ,  .  .  . ,  jouit 
des  mêmes  propriétés  que  la  suite  de  Sturm,  puisque  le 
dernier  terme  est  une  constante  et  quePf„_))  jouit  des 
mêmes  propriétés  que  Y) . 

Si  \n  est  négatif,  ce  sera  la  suite 

^>    — P(/i-i)'    — P(«-î))    ■  ■  •  ■>    — Pi>    — ' 

qu'il  faudra  conserver. 

Dès  lors,  il  suffira  de  substituer  x  dans  Q, ,  Q^,  ...  et 
de  former  les  réduites  successives,  ou,  pour  mieux  dire, 
leurs  numérateurs.  On  pourra  se  dispenser,  d'ailleurs, 
de  substituer  directement  dans  Y  la  valeur  de  x.  En 
effet,  remarquons  que 


V,  --•      Q. 


Q«-i 


V 
Alors  ^  sera  la  dernière  réduite  de  cette  fraction  con- 
'1 

linue;  \  sera  donc,   au  signe  près,  identiquement  égal 
au   numérateur.  On  déterminera  ce  signe  une  fois   pour 


toutes,  et  l'on  aura  alors  uue  suite  clans  laquelle  les 
substitutions  seront  plus  aisées  que  dans  les  fonctions  de 
S  tu  r  ni. 

Oii  Q:2i  •  •  ■  sont  des  fonctions  dont  les  coefficients  ne 
sont  pas  en  général  entiers,  ceux  de  \  étant  supposés 
entiers;  dans  les  opérations  successives  que  l'on  fait, 
on  rend  les  coeflicients  entiers  en  multipliant  par  des 
nombres  convenables  et  toujours  affectés  du  signe  -h. 

Ou  devra  alors  modifier  la  fraction  continue. 

Supposons  que  l'on  ait  multiplié  la  première  identité 
V  =  \  ,  Q ,  —  ^  2  par  "J-  '■ 

ol\=  aVi  Q,  —  a\ ,  ^  Vi  q;  —  y;. 

Continuons  l'opération  : 

v,  =  v;o,-V3. 

Supposons  qu'il  faille  multiplier  encore  par  [j  : 

?v,:=v;q;-v;. 

On  a 


^-^^- 

I 

=  Q'.- 

v; 

On  continuerait  ainsi,  et  l'on  voit  que  l'on  obtient  une 
fraction  continue  où  toutes  les  fonctions  auront  leurs 
coefficients  entiers  et  dont  les  réduites  jouiront  encore 
des  propriétés  démontrées  plus  liant. 

]Nous  donnons  ci-dessous  un  calcul  des  fonctions  pour 

l'équation 

.T^  —  6x^  -h  n.r  —  6  =  0; 
on  a 


3.H_iS!.r-^-4-33.r  — 
3  .r"^  —  1 2  .r  -H  1 1 


3.r  — 6 
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siin  L\  co^sTiucTio^  M  \À  mvswui  \)m  in  certain 

lllOME  IMÎ  (ii:NÉl{,VilO\  «ES  COmiBES  PLANES-, 

l'Au   M.  ,AlAi  iiici:    D'OCAGNE, 

Klùvc  (lo  l'Ki'olc  l'(il\  li'(liiii(|iit'. 


Considérons  dans  un  plan  deux  courbes  fixes  (p)  et 
(/7,).  Soient  j}ip  une  normale  à  la  courbe  f/^),  mpf  une 
normale  à  la  courbe  f/'i),  tu  leur  point  de  rencontre 5  si 
nous  posons  inp  =^  p,  z///^,  ;=  pi,  le  lieu  [m)  du  point  m 
sera  défini  par  une  relation  de  la  forme  F(p,  pi)  =  o. 

Proposons-nous  de  construire  la  normale  en  un  point 
m  de  la  courbe  (  m  ) . 

Soient  a  et  a,  les  points  où  cette  normale  est  coupée 
par  les  normales  aux  enveloppes  des  droites  t?ip  et  inp^^ 
c'est-à-dire  par  les  perpendiculaires  aux  droites  m/}  et 


////;i,  aux  points  e  et  e,,  centres  de  courbure  des  courbes 
[p)  et  (/?,  )  respectivement  relatifs  aux  points  p  et  /:>, . 

Pour  un  déplacement  infiniment  petit  du  point  ///. 
on  a,  d'après  un  principe  connu  de  Géométrie  cinéma- 
tique ('),  en  appelant  clH  et  fZO,  les  angles  de  contingence 

(')  .Maxmieim.  Cours  cic  Gcomclric  th'xcripth'e.  p.  (io3. 


(     HjS    ) 

respectifs  des  enveloppes  rnp  et  niju. 


d'où 

(O 


do  ea.r/0 


dpi        eia,.c/Oi 

Mais,  le  déplacement  infiniment  petit  du  point /«étant 
représenté  par  d[ni)^  on  sait  que  (') 

d{m)  =  fnoi.dO. 
et  de  même 

d'où  il  résulte  que 


d(m)  ■=.  ma,.r/0,. 
dO  I  ni  a 


OU 


La  relation  (  i  )  devient  donc 

dp        et.ni'x^ 
c/pi         <^'a,.  1)1% 

fh         siiuo 


c/pi        siiurj. 


Or    on   a,    par    dilFérentiation    de    l'équation    de   la 

courbe , 

Fp  dp  H-  Fp,  dp  y  m  o, 
d'où 

dpi  F;' 

et,  par  comparaison  avec  la  relation  (2), 
si  11(0  FI 


f: 


sinco, 

De  là  la  rèyle  suivante  : 
On  parla  ic.spaclii'cntcnl.   su/'  nip  cl  sur  nip,  des  lon- 


(')   Mùnio  Onvriigr.  iiitMiic  |>iii;c. 


(   I()()  ) 

isneurs  proport ùj/u/cHcs  à  ï'\^  et  \\^^  ;  su/-  la  droites  ainsi 
obtenues  on  construit  un  parallélogramme  :  la  diago- 
nale de  ce  parallélogramme  passant  par  le  point  m  est 
la  normale  cherchée. 

II  y  a  lieu  de  ;faire  la  distinction  suivante  :  en 
supposant  l'une  des  longueurs  ci-dessus  désignées  con- 
stamment portée  dans  le  sens  de  m  vers  p.  il  faudra  por- 
ter l'autre  dans  le  sens  de  m  vers  /;,  ou  en  sens  contraire, 

,  s  Ml  (0  ,         . ,,  .   .  p 

suivant  (jue  le  rapport-^ sera  negaiii  ou  positii,  parce 

que,  dans  un  cas,  les  angles  co  et  oj,  doivent  être  comptés 
en  sens  inverses,  et,  dans  l'autre,  dans  le  même  sens. 

Comme  cas  particuliers  de  ce  théorème  général,  on  a 
les  théorèmes  de  Joachimslhal,  proposés  par  M.  Frenet 
dans  son  Recueil  d' Exercices  sur  le  Calcul  injinité- 
simal,  p.  33. 

11  est  aisé  de  voir  que  la  courbe  dont  l' éiptalion  en 
coordonnées  bipolaires  est  la  même  que  l'équation  de 
la  courbe  [m]  rapportée  aux  courbes  {p)  et  (/7<  )  sera 
tangente  à  celle-ci  au  point  m,  si  l'on  j)rend  pow  pôles 
les  points  p  et  pf  correspondant  à  ce  point  m. 

Faisons  une  application  de  ce  qui  précède.  Supposons 

qu'on  prenne  pour  courbes  fixes  un  point  et  un  cercle, 

et  pour  équation 

p  —  Kp,  =  o. 

K  étant  une  constante.  La  courbe  ainsi  définie  est  un 
ovale  de  Descartes  (  '  )\  comme,  dans  ce  cas,  on  a 

et  par  suite 

siii  co  Fpi  ., 

Sin(0[  V'a 


('  )  .\oiiveIlea  Aniudcs.   >.'  sccic  I.  \l\,  p.  'yj.'ti. 


on  voit  lacileincuL  quelle;  est  Ja  couslrucLioii  de  la  nor- 
male par  a^îplication  de  la  règle  générale. 

Appelant  p  le  point  ii\e,  />,  nn  point  de  la  cireonfé- 
renee  fixe,  m  1(î  point  correspondant  de  l'ovale,  on  voit, 
d'après  la  remarque  faite  plus  haut,  que  le  cercle  ayant 
pour  dianièire  la  distance  des  points  conjtif^ués  harmo- 
niques qui  divisent  le  segment  pp^  dans  le  rapport  K 
est  tangent  à  l'ovale  considère  nu  point  m. 

Je  terminerai  cette  Note  par  quelques  théorèmes  sur 
la  lemniscate  qui  résultent  des  principes  précédents. 

L'équation  de  cette  courbe  en  coordonnées  bipolaires 

est 

k. 


\ 

I 


Par  suite", 
et 


d'où  l'on  conclut  lacilement  que  ; 

La  normale  en  un  point  d\ine  lemniscate  est  s)  mé- 
trique de  la  droite  qui  joint  ce  jfoint  au  centre  de  la 
courbe  par  rapport  à  la  bissectrice  intérieure  de 
r angle  fornu'  par  les  rayons  vedears  du  même  point. 

Il  est,  de  plus,  aisé  de  déuioutrer  (pie,  dans  le  triangle 
rectangle,  la  hauteur  et  la  médiane  issues  du  sommet 
de  l'angle  droit  sont  symétri(|ues  par  rapport  à  la  bissec- 
trice intérieui'e  issue  du  même  sommet. 

On  arrive  sans  dillieulté,  par  la  combinaison  de  cette 
proposition  avec  le  théorème  précédent,  an  nouveau 
théorème  que  voici  : 

Les  points  d  une  lemniscate  oii  la  tangente  est  paral- 
lèle à  l axe  des  foyers  sont  sur  une  circonférence  con- 
cent/ique  à  celle  courbe  et  passani  par  les J'o)  e/s. 


(  ■.-'.1>I    ) 

IIEMAIIOIE  m\  LE  CEXTIiE  DE  COMPOSITION  D  IIV  SYSTÈME 
DE  POUCES  OliEECOMIllES  DAXS  LE  TLAX, 

Tau  m.  .AIvuiuci;  D'OCAGNi:. 


Comme  complément  à  ma  JNole  Sur  la  cowposilio/i 
(les  forces  dans  le  plan  (^  ),  je  ferai  remarquer  que  le 
moyeu  le  plus  siuiple  de  déleruiiner  le  centre  de  com- 
position est  le  suivant. 

On  construit  nn  polygoue  funiculaire  quelconque 
ayant  ses  sommets  respectiveuient  sur  les  diverses  forces 
données.  La  lii^ne  d'action  de  la  résnltante  du  système 
passe  par  le  point  de  rencontre  des  côtés  extrêmes  de  ce 
polygone  luniculaire  et  est  parallèle  à  la  souiuie  géomé- 
trique des  forces  considérées. 

On  fait  tourner  toutes  les  forces  du  système  du  même 
angle  autour  de  leurs  jioints  d'application.  On  construit, 
comme  précédemment,  la  nouvelle  ligne  d'action.  Le 
point  de  rencontre  de  ces  deux  lignes  d'action  est  le 
centre  de  com[)osition  cherché. 


(IIJESTIONS  D'ANALYSE  1\DÉTEIIMI\EE  PUOPOSEES 
PAR  M.  EDOIAIID  LUCAS; 

l  voir  ?'  série,  I.  XIV,  p.  :>jM  ); 

l'AK   M.    M01U-T-15LANC. 


1 .   Si  [  X,  7',  z  )  représente  une  solution  en  nombres 
eniiei's  de  V cipiation  indéterminée 

(  1  )  \ .r'  +  B  >-^^  +  C ;3 ^  3 D xyz  =  o, 

(')   Xuiwelles  AniKilcs.  i"  série,  l.  \l\.  \\.  n.')  (  iiiars  i88o). 


on  obtient  une  nom>elle  solution  à  l'aide  des  éz/uations 


Z 

-  =  o, 


X       Y 

1 

X        y 

AX.c^+HYr--+-CZc2 


De  CCS  deux  dernières  équations  on  tire 
X  Y  Z 


.r  (  C  z'  —  By'  )        y  { A  .r'  —Cz') 


[liy'—  \x\ 


/.. 


Â  étant  un  noml>re  (juelconque. 

En  remplaçant  X,  Y,  Z  par  les  valeurs  déduites  de  ces 
relations  dans  l'équation 

A  X^  +  n  Y»  +  c  z*  -I  3  D  XYZ  :=.  o, 

on  obtient  l'équation 

+  3 D .ryz ( Cz'  —  B  r^  ) ( , V .c^  —  C  :•■'  )  i  By'  —  A .r» )  =:  o, 

qui  doit  être  satisfaite  en  vertu  de  l'équation  (i). 

En  effet,  si  l'on  élimine  D  entre  ces  deux  équations, 
on  obtient  l'identité 

(  A  a^«  +  B.)'«  +  C .-  «  —  BCy^  z^  —  A  C  ./•'  z^  —  AB  a-\y'  ) 

x[ka;^Cz-'—  Bf'  )  +  B  v^  (  A  x'^  —Cz--^)-hC  z-'  (  B_)-^  —  A  j:'  )] 

car  le  dernier  facteur  est  identiquement  nul. 

2.  67  (j:,j',  r:),  (.r),7),C|)  désignent  deux  solutions 
distinctes  de  l'équnlion  précédente,  on  obtient  une 
nouvelle  solution  à  l'aide  des  équations 

X      Y     Z 

^      r      x;      — :  o, 

.ri      r,     .-, 

AX, <■•/•,   (    UV)»',   h(1Z:;c,   -_o. 


-A. 


('    uo'S    ) 
De  CCS  cIcun:  dcruicrcs  ccjuations,  ou  lire 

X 

Y 

A (  Ji;- ./■,>',  —  J:-^  x-y )  -hC[ z-  Vi Zi  —z'îjz  ) 
"_ Z  

~  B  ()-->•,  G, —  ^l\»'^  j  -H  A(^.r-a'i-,  —  u-la.-z) 

Si  entre  les  cqualions 

A  x-'  +  Bf  +  G  c^'  +  3  D  j^fz  =  o, 
AX^4-  BY^+  CZ^  +  3DXYZ  =:  o, 

Ax^  -+-Bfj  -i-Cz]~\-  SDj:-!  ri-i^=o, 

on  élimine  D,  on  a  les  deux  équations 

A{.r^a-iyiZi—  .i^\,vyz)  +  B(  )'^r,  l'j  :;,  — j-'J  .rr^) 

A(^3XYZ  —  XKryz)  +  B(  r^XYZ  —  YKryz) 

+  C  (':;^XYZ  —  7Ja'\-z)  =  o. 

Si  l'on  élimine  un  des  coefficients  entre  ces  deux 
dernières  équations,  après  avoir  remplacé  dans  la  der- 
nière X,  Y,  Z  par  les  valeurs  trouvées  plus  haut,  ou 
obtient  une  identité^  donc  l'équation 

AX3+BY3-t-GZ5+3DXYZ  =  o 

est  une  conséquence  des  autres. 

3.  L' équation  hicjuadvaliqiie  x''  —  5  > '' =  i  a  pour 
solution  en  nombres  entiers  x  ■=  ?)^  y  =  2,  et  n  en  a 
pas  d'autre. 

Il  est  évident  que  j  doit  être  pair  et  x  impair. 

Je  rappellerai  d'abord  que  tout  carré  impair  est  égal  à 
huit  fois  un  nombre  triangulaire  plus  i .  Dans  ce  qui  suit^ 
la  lettre  t  désignera  toujours  un  nombre  triangulaire. 


(  ■>--\  ) 

Cela  pose,  l'cqualioii  peut  s'écrire 

(.r-4-i)(.r-— i)  =  5r^ 

Les  deux  facteurs  a- -f- i  et  a:-  —  i  ayant  pour  plus 
grand  commun  diviseur  2,  et  x--f-  i  étant  de  la  forme 
8m -+-2,  il  faut  que  le  premier  soit  le  décuple  ou  le 
double  d'un  carré  impair,  et  le  second  le  double  ou  le 
décuple  d'un  carré  pair. 

i"  Soient 

.37-  H-  I  =:  I O  «-  =:  I O  (  8  ^  H-  I  )  =:  80  Z  +  I O, 

X-  —  I  —  2r-  =  2 4"  (8^' 4-  i)  =  4"- i6i'  +2.4", 
d'où 

.r2  — 8oZH-9  =  4".i6z'4-  2.4"  + I. 

La  comparaison  de  ces  valeurs  montre  que  l'on  doit 
avoir  tz  =  i ,  d'où 

;r2  —  80  ;  +  9  =;  64  Z'  +  9. 

X- — 1  est  un  multiple  de  8  par  un  nombre  impair; 
les  deux  facteurs  x  +  i  et  x  —  i  seront  donc  l'un  le 
double,  l'autre  le  quadruple  d'un  carré  impair.  Soient 

a:  +  i  — 4(8r'  +  0^32/"+4, 

^_i  — 2^8r+i)  =  i6z"'+2. 


1 


d'où 


Il  faut  (pi'on  ait  2//'=  l"\  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu, 
comme  je  l'ai  démontré  (question  1180),  qu'en  Jaisant 
l"  =  o,  /"'=  o,  d'où  0?  =  3,  1=  2,  solution  admissible 
avec  /;  r=  o,  //—  o  ;  ou  bien  f"=  3,  /'"=-.  6,  d'où  x  =  99, 
ce  qui  donne  pour  //  une  valeur  fractionnaire  :  cette 
solution  est  donc  inadmissible. 
Si  l'on  posait 

j;  +  I  =  2(8<,  +  i)  =  i6i,+ 2, 
,r  —  i  =  4(8fî  +  i) -32^2+4, 


(  u(.5  ) 
il  en  résulterait 

./■  ^rl  G  ^1  +  I  rr-  3?.  <,  +  -^  ; 

valeurs  incomjiatibles. 
2"   Posons  maintenant 

.7^2  _4_  I  —  2  ( 8 /;  +  I  )  =  i6^ -h  îî, 
.r-  —  I  =:  10. 4"  (  8  /'  4-  I  ). 

De  la  première  équation,  on  tire 

^•-  =  16^  +  1  =  8  ^"  +  I , 

ce  qui  exige  que  ^"=  ^^,  et,  par  suite,  t  =  o^  t"z=o^ 
x=  I,  )=  o,  solution  admissible;  ou  bien  Z  =  3,  i"=  6, 
ce  qui  donne  x-  =  491  valeur  qui  ne  satisfait  pas  à  la 
seconde  équation. 

Les  seules  solutions  en  nombres  entiers  positifs  sont 
donc 

.r  =:  I ,     r  ^=  o     et     a-  ■=  3,     y  z=  2. 

i.  La    différence    de   deux    cubes   consécutifs   lî est. 
jamais  égale  à  un  hicarré. 

De  l'équation 

3.^2  +  3 a:  -I-  \-=.  z* 
on  tire 


3±:v/3(4^.^-r) 
G 

Il  faudrait  donc  que  4  -  '  —  i  fût  le  triple  d'un  carré, 
et  l'on  aurait,  en  remarquant  que  z-  est  de  la  forme 
3  /7i  +  1 , 

'2z.^-^j  =  3u^=3{8t^i)=2fit  -^3, 

d'où 

:;  2  =  I  2  ^  +  I  --.  4  <  '  4  -  I  =  8  r'  +  I  , 

ce  qui  exige  que  l'on  ait 

t'  =r  o,     /-  ;=  o,     ^  =:  o. 


(   2o6   ) 

d'où 

^  —  I ,     x  —  o; 

t' z=  6,  /":=  3  donnerait  «  =  a,  inadmissible,  puisque  i 
n'est  pas  un  noiul^re  triangulaire. 

Donc  la  dijjérence  des  cubes  de  deux  nombres  entiers 
consécutifs  n'est  jamais  un  bicarré,  à  moins  que  l'un 
d'eux  ne  soit  o. 

5.  Trouver  toutes  les  solutions  en  Jiombres  entiers 
des  deux  progressions  arithmétiques 

;  .T-.  Sy-.:)z-.y  //-. 
On  a  pour  la  jyremière 

i  167-.2  X  97^3x  5-^4  X  i3-, 
de  raison  C)0']i  ^  et  pour  la  seconde 

•607-.  3  X  3o3-.5  xi9r-.7  X  ii3-, 
de  raison  98  022. 

Il  suffit  de  clierclier  les  solutions  en  nombres  pi'e- 
miers  entre  eux,  car  si  l'on  multiplie  x^  y,  z^  u  par  un 
même  nombre  /«,  la  raison  sera  multipliée  par  m'-. 

On  reconnaît  immédiatement  que  les  quatre  carrés 
doivent  être  à  la  fois  pairs  ou  impairs,  pour  que  la  raison 
soit  de  même  forme  relativement  au  diviseiu-  8,  et, 
comme  on  veut  des  nombres  premiers  entre  eux,  ils  doi- 
vent être  impairs. 

i"  On  doit  avoir 

.r^ -H  3 ^2  =  ( .r  +  ^ V''^-^) ( -^  —  - V'^~^ ) ' 
et,  comme  x  ri  z  d()i\(iit  êtie  premiers  entre  eux,  chaque 


(  "^-^1  ) 
l'aclcui-  doit  rire  un  cairc'-.  Soit  (loii<- 

X  -{-  z\  —  i  —  [p  -f-  (j  \l'—  3)", 
d'où 

X  —  ^v  —  3  ---  [p  —  q  V'—  3)'', 
ot 

On  en  tire 

O  0         9 

X  -=^p- —  3 y-, 

y  z=:p-  +-  3f/-. 

Comme  les  nombres  x,!',  z  doivent  être  impairs,  on 
peut  poser 

p^my'^,      '/  =  "\/ ^ 

d'où 

/}}- — 3/r-                /;?--+- 3 /i^ 
x= >      V  =  -, j      z^=.mn. 

■1  ■  4 

On  peut  encore  poser 

/'3  ,^ 

d'où 

^  =  •>      r  =  7 5      -S  =  mn  ; 

2  '  4 

'juais,  comme  le  signe.'  de  x  est  arbitraire,  les  nouvelles 
formules  rentrent  dans  les  premières. 
On  a  ensuite 

,    o      />   „  »       s '(/»-«■- — 2/«*  — i8//> 

4  ?/2  —5-2  —  2  y-  m  j^ 

10 

11  faut  donc  que  "^^in- ii- — -  >.///'' —  l8/^''  soit  un  carré 

pariait,  ou,  en  posant  —  ■:=^  r,  84 1^-  —  -i^'''  —  18  doit  être 

un  carré  rationnel. 


(     2<.<S    ) 

Soient  //  une  solution,  A-  le  résultat  do  sa  substitution 
dans  le  trinôme  ;  posons  v'  =  //  -h  /•  : 

84  j;2  _  o^  ,,v  _  ,  8  -  A-2  +  ( ,  68  //  —  8  /r"»  )  /• 

+  (8|  —  7^^)/■■^— SAH— o/-''  =  /2 

Or  l'équation  84  ^'" —  '<^"  —  i8  =  /-  est  satisfaite  par 
V  =  I ,  £  =  8,  d'où  /«  =  I ,  «  =  I ,  a'  ^=  1  "  =  r  =  /t  =  I . 
Faisons  /<  =  i ,  A=  8,  et  posons 

04  -i-  i6o/"  +  73/- —  8/'^ —  2/'* 
=  (8  +  «/•  -h  ^  )- 
:=  64  4-  i6r//-  +  («--+-  16^) /---^  riabr^-+-  h- /■'. 

Identifiant  les  premiers  termes,  on  a 


d'où 


rt  rr:  10,       b  =z —  y, 
4 

i(i  19 

^  =  167,    ,r  =  97,     ^  =  57,     //=:i3. 


raisons  maintenant  «  =  -|^)  d  ou  a= ?  et  posons 


(f)' 


2614 1  3.)76    „       i.)2    , 

/• —  I- r,—  /    —  2  /•• 

27  9  a 


/io4  ,  o\"' 

=  {^_^+ar  +  br-) 


/  io4\^       ?.o8  /  ,      208    \    ,  ,    „      ,, 

=r    — ^      -\ ar  H-    (7-  4-  - —  b    /•-  4-  2  abr^  -t-  />-  /• 

\  9   /  9  \  9      / 

En  identifiant  les  premiers  ternies,  on  a 

16.34        ,  818.575 

" —  ,1      b — 


3x  i3  4  X  i3' 


(  ^-"9  ) 

puis 

307. 7S1  X  i3-  X  i<) 

()r().  368?,97 

19   307781  X  i3-  X  i<) ,'Î99o4'î6o57 

3      919368297      919368297 
m  =  4  990  4^6  057 ,  /i  =  9 1 9  368  297 , 
a--=:\i   184  3 19  016  899  263  3i  I, 

>•  rr:   6860016606742651969, 

z^   4  588  039  5o5  328  5r4  929, 


u  =  2  836  4i4  255  938  33 r  991 


r  /  104 


-nr-{-br'- 


Paitant  de  ces  valeurs,  on  eu  trouvera  d'autres  par  la 
même  méthode,  et  aiusi  de  suite;  mais  les  nombres 
croissent  rapidement  et  les  calculs  deviennent  très 
longs. 

2"  Considérons  la  progression  '..r-.Zy-.Jz'-.'ju'-. 

On  a 

ou 

(ju'on  peut  écrire 

(6j-  —  ozY—  3o(  V  —  zYz=.x-^ 
ou 

[6 r  —5^4-  (  V  —  z)\fZ^]  [6j  —  5,^  —  (  r  —  z)  y/S^J  =  xK 

Les  deux  facteurs  devant  être  premiers  entre  eux,  et 
par  conséquent  carrés,  posons 

a  y  —  5^  +  iy  —  -)  V  3o  =  (y  -f-  q  \'ioy, 
d'où 

6  )•  —  5;;  —  (  )•  —  z)  \'Zo  ■=  (/>—r  f/\  oof 
et 

(6v  —  5^)-—  3o(  )•  —  zy  :=(/}'—  3o<7-)-. 

/4/in.  de  Muthémat.,   >^  série,  t.  XX. (Mai  iS8i.)  l4 


(    >.  I  <  )   ) 
Me  la  prciDirrc  ('({ii.il  ion  l'on  tire 

G  )■  —  5  3  =  />-  +  JO </'-',      y  - 


9.pq, 


(') 


.r  =r  y>- —  Soiy'^, 

T  =  y>-  H-  3o  rf-  —  I  o/>Y , 

z  ■=-  p-  M-  3oc/-  —  I  ^/>7- 


il  u  est  j)as  nécessaire  (|ue  /;  et  (j  soient  entiers  pour 
<|ue  x^  ^   et  z  le  soient.  On  peut  poser 


p  =  ///  V 


"-      ''^"\^' 


(^0 
ou 

cVoii 
(3) 


d'où 

(4) 


X  rzz  î  1)1- —  I.)/i-, 

r  ^:  '.i  m-  4-  I  ;")  //-    -  i o ////; 
c  — r  9,  ju^  -\-  1 5  /A-  —  12  iiin  ; 


p  =:  //<  y  3  .      7  =  '*  \     "ô  ' 
.r  r=  3/??^ —  io«-. 

T  r=  3  7>i-  -+-  I  O  //"-  —  1 0  1)1  n . 

^  r=  3  w-  -I- 1 o «-  —  12  /»//  ; 


(  X  rr=  j/n-  —  6/1-, 

l  )-  =  5 //?■--+- 6 /<- — lo /////. 


ï  r=  5  m'^  -(-  6  /?"-  —  I  •'.  ru  n . 
On   pouirail,  pos<M'  ejieorc 

p-rrm^!xoy     V  =  "y/75' 


(  ''■  '  '  ) 

mais  les  iiouvflles  (oriiiulcs  reulreiil  dans  les  ju<Mui('r('s, 
les  signes  de  x,  > ,  z  étant  ail)ilraires. 

Jl  iaut  maintenant   faire  entrer  nu-  dans  la  [noj^res- 
sion.  On  a,  eii  employant  les  jonnides  (\  ), 

7  a-  ■—  \oz'- —  3  )''^ 

1-    •  .  /' 

ou,  en  divisant  j)ar  nr/'  et  posant  -  =:  r, 

//-         ,        1 8o  1  .")6o  5  'loo 

—  =;  r*  ^ e^  H i"-  — (•  H-  QO*' 

V*  7  7  7" 

=  ((•--+-«(■  H- 3o)--=c^-i-  ^r/r'+(a-+6o)  e-  -+- Gor/i'H- 900, 

»l  on  i'  =  o,  en  Jaisant  a  = 5  d  on 

solution  évidente  a  priori . 
Posons  encore 

180    ,       1.560           o/ioo 
e*  — ■  r*  H r- r  +  900 

7  7  7  ' 

r=:  (('2  -+-  ar  -h  è)-:^  «'*  +  9.  ac'  -h  ((7-  +-  "i  h)  e-  -h-  *2  alu'  -i-  /y-, 

d'où,  en  identifiant  les  premiers  lernies, 

90  l'iIO 

7  10 

puis 

.r. 

<•  =  — >     y;:=ih,      '7  =  7- 
.r=:;ni:'l,      t     :  (loG,      ::  -  38'>.      // r-^  ■<•>,(». 

on.  en  divisant  ])ar  ■i,, 

./•r=:f)0~,        )•    r^^  .'>(). 3.        Z    -    l()l.        //     '11.'!. 


(  -^"-  ) 

Eli  posant 

180    „       lÔBo    ,       o/joo  ,  , 

{"—  4-^  H r- —  ■  r-i-  900  =r  (ar-+  ^c  -h  3o)- 

7  7  7 

et  identifiant  les  derniers  termes,  on  trouve 

/^  :zr  Io5,       (J  =18, 

d'où 

^=19105,       1'=:45'l'">^       -;::=286r).       //rrr  169.5, 

OU,  en  divisant  par  i:"), 

:r  ^=:  607 ,     y  =  3o3 ,     ;;  1=  1 9 1 ,     «  r=  1 1 3. 

Les  autres  formes  donnent  de  même  des  équimultiples 
des  nombies  607,  3c3,  191,  1 13. 

Mais,  au  moyen  de  cette  solution,  en  opérant  comme 
dans  la  progression  précédente,  on  en  trouvera  une 
deuxième,  celle-ci  en  fera  trouver  une  troisième,  et  ainsi 
de  suite  indéfiniment. 

6.  Trouver  toutes  les  'valeurs  de  x  pour  lesquelles 
la  somme  des  cinr/uièmes  puissances  des  x  premiers 
nor}d>res  est  un  carré  par  fait . 

En  appelant  S;,  cette  somme,  on  a 

.r2(.r  +  iV-[('?.r +  iV-— 3] 


S- 


■'-l 


_  [■^•(■^  +  '^T  r(o..r  +  !)••'  — 3"! 


Pour  (pie  S;;  soit  un  carré  parfait,  il   faut  et   il  suffit 

que  ^ soit   un  carre  parlait,    ce  qui  exige 

d'ahord  (pie    ix  -\-  1  soit  un  iiiulti[)]e  de    ». 


(  ..:•>  ) 

Posons  donc  v..r  -+-  i  ^^    ')/<;  il  laiil  (ju Ou  ail, 
3  m-— r  ,  .     ,  , 

=:  l'-       ou       O  U-  —  2  l"'  =:  I  , 

équation  qu'on  peut  écrire 

{:]u  —  '.n'y—6{v—  uy-  —  i. 

Les  solutions  de  cette  é(|uation  sont  données  par  les 
réduites  de  rang  impair  dans  le  développement  de  yjli 
en  traction  continue;  ce  sont 

3«  —  2ç'rr:i,  5,  49)  ^^^J;  4^01,  47525,  470-149,  4'j56965,   .. 

(' —  IC     =:  O,    2,  20,  198,  i960,  19042,  192060,  1901198,  .. 

d'où 
«=:r,  9,  89,  881,  8721,  86829,  854569,  8459861,  . 

fr^I,  II,  109,  1079,  I0681,  IO587I,  1046629,  10860559,  . 

.i'=i,   i3,   i83,   1821,   18081,   129498,   1281853,   12689041,   . 

Si  l'on  appelle  x„  le  terme  général  de  celte  dernière 
suite,  on  a 

Note.  —  Reste  à  résoudre  le  n"  7. 


SIR  m  PROCÈDE  lURTIClLIER  DE  DIVISION  RAPIDE-, 

Par  ai.  C.  HE\RY. 


Si  l'on  divise  l'unité  par  9  et  par  une  suite  de  nombres 
se  terminant  par  9,  on  aperçoit  entre  les  dilïércntes 
fractions  décimales  consécutives  une  suite  d(;  relations 
dont  la  loi  est  évidente  et  d'où  il  ressort  un  [)rocédé 
de  division  rapide. 


Kn  cUct. 


(   "'î   ) 
I 

-  =r  (  » ,  I  1  I  I  I  .  .  .  , 

9 

:=:  0,OJ363i578q.  .  .  . 

19 

—  rr:  o  ,  0344827586  .... 
■M) 

7—  z=.  o,o?j64io256.  .  . , 
•^9 


I 
109 


0,01 1 1 1 1 . .  . 


0,00917.) .  .  .  , 


rrz  0,008/|03  .  .  .  , 

'  '9 


'9<t 


ioq 


=  o , oo5oi5 I 256i8 1 40" 


0,00  177 


999 


o , 00 I I I f 


Dans  le  ca.s  de  -'  chaque   nombre   décimal   exprime 

le  -  du  nombre  maitjnc'  par  le  eliillre  antérieur;  dans 

le  cas  de  —  »  le  -  du  nombre  marqué  par  le  cliiffre  an- 
19  :>,  '        ^ 

térieur;  dan.s  le  cas  de  — 1  le  -  du   nombre  marqué  par 

le  cliitlre  antérieur;  dans  le  ras  de  •:r-.  le  -ri  etc.;  dans 

•^9         -4 


(  ■>-••>  ) 

le  cas  de.  — i   le  --  du  cliiliic  aiiU-ririir  :  dans  le  cas  de 

5  le  — ;  dans  le  cas  de  — -■>  le  — ;  et<'.;   dans  le    cas 

109         II  I  i()         \>. 

de  5  le  — ;  dans   le  cas  de  »    le   — ;  etc.:  dans  le 

199  'AO  209  M 

cas  de ?  le du  cliifl're  précédent;  etc.,  etc. 

999         100 

Lorsque;  la  IVaction  exprimant  le  lappoit  des  deux 
nombres  décimaux  consécutifs  du  quotient  a  pour  dé- 
nominateur   un    multipli'    de    10,   comme    dans   le    cas 

de  la  fraction  — ?    dans  le  cas   de  la  fraction 

199  -20  '-299 

,— >  dans  le  cas  de la  Iraction ?   il    sutlit  évi- 

.io  1 999  200 

deunnent  de  diviser  par  ->    r,  >    .  •  .    des   tranches   de    2, 

^        -là 

3,  .  .  .   cil i lires. 

Lors(jue  le  dividende  est  plus  grand  que  le  diviseui-, 
il  est  clair  qu'il  faut  calculer  d'abord  la  partie  entière 
du  quotient  et  le  premier  cliilfre  décimal,  puis  appliquer 
à  ce  premier  nombre  la  fraction  convenable. 

Pour  la  raison  de  ce  procédé,  nous  renverrons  à  un 
Mémoire  de  Ç>aucliv  intitulé  Sur  les  moyens  de  vêrlfiei- 
ou  de  siniplijier  les  dluerses  opéialions  de  l'Aiithnié- 
tique  décimale  (  Comptes  rendus  des  séances  de  V  Aca- 
démie des  Sciences,  t.  XI, p.  853 5  1 84 1) -Dans  ce  travail, 
Caucliv  fonde  une  règle  de  transfoi-mation  rapide  des 
fractions  ordinaires  en  périodiques  sur  la  icmarque  sui- 
vante :  On  double  à  très  peu  près  le  nombre  des  chiffres 
décimau.x^  (jue  renferme  une  valeur  I rès  approchée  du 
(piotient  f\)urni  par  une  division  arithmcliiiue,  ijuand, 
pour  augmenter  le  degré  d' approximation,  l'on  ajoute 
à  cette  valeur  approchée  le  premier  terme  de  la  pro- 
gression arithmétique  qui  représente  le  quotient  déve- 
loppé suivant  les  puissances  ascendantes  du  reste. 


(    ^>^i<i   ) 


GONDlTiaN  D  ÉQlILIItRE  D  INE  MASSE  FLliUE  IIOMOUËNE, 
AYAM  LA  I OUME  D  IhV  ELLirSOIDE  A  TROIS  AXES  IXEGAIX 
ET  AMMÉE  Wm  MOIJVEMEKT  lîVIFOUME  DE  ItOTATIO!^ 
AITOIUDELINDECESAXES5 

Pau  m.  a.  PIGART. 


Jacobi  a  reconnu  le  premier  qu'une  niasse  iluide 
liomoi^ène,  douée  d'un  niouveuiciit  uniforme  de  rota- 
tion autour  d'un  axe  lixe  et  dont  les  molécules  s'at- 
tirent l'une  l'autre  eu  raison  inverse  du  carré  des 
distances,  peut  se  maintenir  d'elle-nièine  en  équilibre 
sous  la  forme  d'un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux.  II 
suffit  que  les  trois  demi-axes  A,  B,  C  et  la  vitesse  angu- 
laire constante  to,  avec  laquelle  le  fluide  tourne  autour 
de  l'axe  A,  satisfassent  aux  deux  équations  de  condi- 
tion 

"^1    (-p)(-è)'>' 


dans  lesquelles   p   représente  la  densité  du  fluide  et  D 
l'expi'ession 


/i 


'  +  X')V-^îr')['-^c& 


]M.  Liouville  a  démontré  ces  formules  ,  dans  le 
XXIII*^  Cahier  du  Joii/nal  (h^  l  hcole  Pot)  technù/ue,  par 
une  méthode   analogue  à  ccnc  (ju'avait  suivie  Laplace 


(  ■•'-■:  ) 

pour  recoiiiKiilrc  (jue  la  foniu;  d'un  cllipsoult;  de  nnolii- 
tion  couvienlà  l'é(jiiilil)re  d'une  inasst!  lluide  homogène. 

Je  suis  arri\é  au  même  résultat  par  une  voie  peut- 
être  [)ius  élémentaire  et  qui  a  l'avantage  de  mettie  en 
évidenee,  sous  une  forme  très  nette,  la  loi  suivant 
laquelle  varie  la  pesanteur  sur  la  surface. 

Les  composantes  de  l'attraction  d'un  ellipsoïde;  homo- 
gène à  trois  axes  inégaux  sur  un  point  de  sa  surface 
sont 


,-       ,  HC    /'  11^  du 


.■: 


Y  = 


BC  r' 


lû-  du 


BC     r  iC-dn 


,  .   ,    B^  C^ 

A  et  [j.  représentant   les  (juantiles  —  —  i  ?  "r^ 

On  peut  écrire 

X=:M.r,     Y  =  Nr,     Y  =  P^, 
en  posant 


-,       ,       BC     r  II"' du. 

^1  =  4^?  AV   /    1 

«^0     (  I  H-  X  «^  )  -  (  I  -i-  IX  lû- 

«T f     BC    r  II- du 

«^0      (l  -I-  A//'^)-(I 


(l  H-  \lû)-{\  -i-  IX 

II- du 

j»  I 

(i  +  À//'^)'^(i  -I-  ;x//"^)  - 

II'- du 


(i  +  X «-)^  (i  +  ;x«-.)- 

Exprimons  la  condition  pour  que  l'attraction  soit  la 
résultante  de  deux  forces  dirigées,  l'une,  G,  suivant  la 
normale  à  la  suriacc,  l'autre,  H.  suivant  la  perpendicu- 


(  ^'^^  ) 

lairc  abaissée  sur  l'axe  A  : 


■W^ê^-w 


C' 


(2)  Nvr^G  r  11  -= 

(3)  P-=:G ""  -  -t-  H 


/.r2 


•^Va-'^-ïï^^c^ 


\v' 


ou 


G/) 

(3')  ''=^+7' 

/■  étant  la  distance  du  point  attiré  à  Taxe  A,  et  />  la 
distance  du  centre  de  la  surface  au  plan  tangent  en  ce 
point-,  d'où 

MV        ..       MA- 


MA^ 


auquel  cas 

(i)  c  ^, 


La  composante  normale  est  en  raison  iuNersc  de  la 
distance  du  centre  au  plan  tangent. 

I^a  composante  perpendiculaire  à  l'axe  est  propor- 
tionnelle à  la  distance  du  point  à  l'axe. 

Il    résulte    de  là    que    si    une  mass»'  fluide    liomopène 


(  ■'■•<)  j 

il(;  Inriiic  ellipsoïdale  doiiL  1«'S  axfs  salisloiil  à  la  irla- 
lion    [a)    loiiriKi  autour   de    l'axe  A    avec    une    vitesse 

angulaire  w  :=  i/  M  —  "rrr"  '  *-'!'•-'  se  maintient  d'elle- 
même  en  équilibre,  puisque  la  composante  U  est  détruite 
par  la  foi'ce  centrifuge,  (;t  (pi'il  ne  reste  que  la  compo- 
sante (t,  normale  à  la  surlace. 

La  formule  (A)  exprime  la  loi  suivant  latpielh^  varie 
la  pesanteur  sur  la  surlace  de  cet  ellipsoïde  : 

/.a  i>('S(inteur  eu  cluKjue  poi/it  de  la  surface  est  eu 
raison  inverse  de  la  distance  du  centre  au  plan  tangent 
en  ce  point. 

L'équation  de  condition  [a)  se  transforme  aisément 
dans  la  formule  suivante 


\^   I  .        » 


(à  du 

u-  du 


0  (i  -T-  À«-)^(i  +  v-n^y- 

Eu  remplaçant  A  et  a  par  leurs  valeurs  et  en  posant 

A-(i  —  ?/-)  ,    .  ,.      ,  ,, ,         .         , 

■ ■ — ; =  a,    on    obtreiit   imalement   I  ecrualion    tle 

//-  '  ^ 

Tacohi,  savoir 


/** d% 

La  vitesse  angulaire   de   rotation  (•)  est  donnée  [tai-  la 


(    .:>.c>  ) 


l"oiiiiul( 


=  N  — 


Si  l'on  applique  au  second  membre;  une  IfansCormalioii 
analogue  à  celle  qu'on  a  lait  subir  à  l'équalion  («),  on 
obtient 


■i-p{h'-~  \-')     .-' 


fh 


Ce  n'est  point  là  la  formule  donnée  [)ar  Jacobi.  On  y 
arrive  aisément  en  élimijiant  JM  de  la  formule  (r/),  au 
moyen  de  la  relation  («), 

On  a  ainsi 

PC^  _  \B^ 

et,  en  transformant  le  second  m(;nibre   comme  précé- 


demment, on  obtient 


o.  T.p      /•"  a  (h 


<^) 


RÉSOLITIO^  UE  I/ÉQIIATIOK  1)1  TUOISIÈME  DEGRÉ-, 

l'Ail   M.   m:  I>^  AKii.sTK  SCHOLTZ, 
A  lUidapcst. 


l3éterminons  les  valeuis  d(;  la  deuxiènu'  polaii'e  (éma- 
nant) de  la  forme  cubique 


(    ■>.■>.^    ] 
[xmr  le  j)ôli'  )  i ,  1  i;  •'•  pour  les  valeurs  du  rapport.  .ï',  ;  x-^, 
pour  I('S(pu'ls  la  forme  /se  léduil  à  zéro. 

Le  covariaut  (juadralique  H  (hessien)  elle  covariaiit 
cubique  Q  (  jacobien  de  la  foruie  /cl  du  liessicni  II)  de 
la  lornie/  sont 

H  rr:  ( «0 «2  —  «i) ^1  +  ( ^0 «3  —  «1  -^2 ) '^i  -^'-i  +(^1^3—  ri-^.r\ , 

Q  =  Cqx\  +  ScjO^f  a?.2+  "iCiXxX'l  -4-  Ci.r'l, 

si 

C(,  =  «5  «3  —  3  «0  <7i  <'/.2  +  2  rt  J . 

C2  =  —  (ao«2^:t  —  2af  «3  +  «1^2), 

Le  discriniiuant  de  la  formel  est 

A  =  (ao«3—  (7i*72)^—  4(r/o«7o  —  r/j)(<7,r/3  —  o\). 
En  désignant  les  racines  négatives  de  l'équation 

H=:o 

par  /',)  et  ;•,,  ainsi  que 

_  rt^fi:^  —  *7,r/2H-  y 'À 

'"o  —  '1 5\ — "   ' 

2(ao«2—  ^ï)         - 

Qn  n%  —  ^\<^i  —  V  -^ 

'1  — -    ;: 3 ' 

on  aura  les  relations  suivantes  : 

Co  +  (7„  y  Â  —  fo  -+-  «0  \''I, 

(  f  „  +  6fo  V^  )  /•,  —  Cl  +  «1  \/I, 

(  Co  +  «0  V'^)  '1  =  ^2  -^  «2  V^-^' 
(  ("n  -4-  <^/o  \  A  ^  r]  ~  rj  +  <7:j  \  ■  I. 


(  ■>.■>.->.  ) 

el 

( Co  —  fl-o  \/^)  ''0=  ^"2  ~  "1  \  ^' 
(  Co  —  ^0  V' ^  )  '"o  =  ^"3  —  ^:i  \  '^ ■ 

ÎNIulliplioiis  les  deux  membres  des  équations  préeé- 
dentes  suceessivement  par.7',',  3.r^,io,  3.ri  Tj,  xi  et  lai- 
sons  les  sommes;  nous  obtiendrons 


0) 


(  (e„-r7«vÂ)(.r,-/-„.r,V'  -:0^^/vA. 

!Sous  voyons  ainsi  que 

O^/^A,     (}  -/s  A 

sont  des  cubes  complets  d'exj)ressions  linéaires,  résultat 
(lui  est  déjà  connu,  ^otre  dévelop[)eiuent  nous  four- 
nissait aussi  les  expressions  linéaires.  IJes  équations  (ij 
on  lire 

où 


(•>) 


et  où  l'on  [)rend  poui-  toutes  les  deux   racines  cubicpies 
les  valeurs  réelles. 

Ou  obtient  les  \abîurs  du  rapport  .r,  I  .to,  pour  les- 
(pudles  la  lormc  /  se  r«'duit  à  y.éro  en  \crlu  de  r«''(pia- 
tion(2)  [eu  supposant  que  le  discriminant  A  est  dillé- 
rcnt  de  zéro),  de  la  relation  suivant»; 


(4) 


;i.,(.7',    H  /-i.r.^)  -    î'';/.„(.r,    •    r„.7-,). 


où  £  =  ^( — I -f-  ^_.;ij  (>t  (jM  Ton    met  poiif  v   siici-cssi- 
veiucnt  les  valeurs  o,  i,  o,. 

De  l'écjuaLion  (p.)  ou  tii-e,  j)oui'  la  dcuxiènie  polaire  (!«• 
la  forme  y,  r'est-à-dire  poui- 


la  valeur 


ou 


i>v'Â 


et  puis([ue,  selou  ré(|uation  ['2), 

on  peut  aussi  écrire 
(6)     PvÂ^ 


'o' {J-o ( .r  1  +  /'o .r., )         [il i  Vi  +  /'o  v-, )- 


Parce  que 


et 


OU  obtient  encore  les  équations  suivantes 


!J.o(.ri  4- /'o-r.,)       ^^«(.^■l  +  r,,,)'.')   I 
îJ^ol.i'i -+' ''n.T-j)       !-^o('ri  +  ro-r-i)   1 


-       =(.r,.v,— .r,  >-,)^X 


(.7',  >,,  — .r.,r,  )y  A. 


(7) 


Ku  iiuilli[)li;inl  les  deux  iii('ial)i"('s  de  la  première  éc(ua- 
tion  par  c'a,  (j  , -+-/•,  ^^  )  <'t  l*'s  deux  membres  de  la 
seconde  par  £-^[jlo(j)  ,  ■+-  l'oj'i)-,  et  faisant  la  dilï'érence, 
on  peut  obtenir  la  dillerenee  sous  la  forme  . 

£2v  ;x,  (.r,  -H  /•,  ,r., )  ;xj(.>-,  +  r,  r^ )- 

-'^iHi-ri  +  fo.r.)     iH\^i(.yi'^f\>y-2)iyi^''i  ''2) 

—  (•Z-i,r2  —  •^2,r,  )  [î-'  JXi  (  )-,  +  /-iV-O  -H  ^-^  li.o(.>'i  -+-  /-oj-..)]  V  A. 
Le  premier  déterminant  du  côté  gauche  est,  selon  l'é- 
quation (6),  identique  à  PyA.  Le  second  déterminant 
s'évanouit,  puisque,  en  vertu  de  l'équation  (5),  les  élé- 
ments de  la  première  colonne  sont  aussi  égaux.  Selon  les 
équations  (i)  et  (3),  on  a  encore 


!x,(v,  +  /-,n)  =  VIQ'+i./V^' 


si  Q'  et  /'  signifient  les  formes  (^  et  /",  en  y  remplaçant 
les  ai'guments  x, ,  x-,  par  7,,  7^.,  c'est-à-dire  si 

0'=  ^0.1'^+  3c-,  )-"f  )'2  +  Sr,  )',_1'.]  -+-  c-:,_>'-|. 
Ainsi  l'équation  (7)  revient  à 

( ^oj'i  +  ■*•  ^h .y\  y-i  +  (^i.y'l  ) -^"i  +  ( ^\.y'\ + ••'■  <^2,''i y 2 -+- «s.îi ).r2 

En  y  substituant  des  valeurs  spéciales  convenablement 
choisies  du  pùle  J  i,  J'a?  on  obtient,  de  cette  équation, 
les  formes  connues  pour  la  résolution  de  l'équation  du 
troisième  degré 


ff„f"l  4-  .le/,  ./-"l ./".,  4-  '^r/.,.r^.^■l  -\~  r/-^.ri  --=-  o. 


RÉSOLUTION  DE  L ÉQUATION  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ; 

l'vii  M.  i\  r.r, loT, 

Capitaiiio  (riiil'aiilciic;  di'  marine,  à  C.licrboiirg. 


Fkaut  donnée  l'équalion  générale  du  quatrième  degré, 
on  peut  toujours,  par  une  transformation  facile  à  ellec- 
tuer,  la  ramener  à  la  forme 

(  I  )  ay'  +  A  .r^  +  B  .r  -h  C  =  o , 

et  faire  dépendre  la  variable  de  trois  inconnues  auxi- 
liaii'es  r,j) ,  z^  en  posant 


„  \ 


ce  qui  donne 

(r  -i-J'  +  -)* 

+  A(rH- r  +  -)-  -h  B(r+_r  4-^)  +C  —  o 

et  successivement 

(  C-  +  r^  4-  ;3-  -4-  2  (■)■  -t-  2  ("C  -i-  2  r^)'^ 

4-  A  (i'2  +  j-  +  z"-  -^1  rj  4-  2  r^  4-  lyzY 

4-B(c4-^vV^)4-Crr.O, 

(,.2  +  r'-  +  z"' )^  +  4 (r^  +  .V^  4-  z'- )  (rj-  +  c.-  +  yz ) 
4-4(<'--"'-r  r2^r-4- r-;-)4-8<;K:?(c4-,)'  4-  z) 
4-  A  (c-  4-  j--  4-  c^)  4-  2  A  (  <;r  4-  i-  4-  yz  ) 

4-  B  (  r  4-  r  4-  ^)  4- C  —  o, 

(c^4-.r^4-^^)^ 

4-  [2(r--4  r-4-  z'^)  4-  A](2r)'+  2('::  4-  2  >'^) 
4-  A(r-4- .r-4---)4-(8('jr  4-  B)  (r  4-.)- 4- ^) 

4-  4 (('2  1-24-  <'"'--4-  r^-^)4-C  =0. 

En   établissant,   ce  qui   est  toujours  possible,   entre 

\',j)   et  z  les  relations  suivantes 


A         ^  B 

Ann.  lie  Machéinat.^  v.'' siii  ip,  l.   \\.  (Mai   |S8i.)  10 


•>-         ■  "  8 


(  ..(i  ) 

cl  vn  remarquanl  que  les  deuxième  et  qualtiùme  termes 
(le  la  dernière  égalité  disparaissent,  on  obtient 


A^       C 

i6       4 


T)ès  lors,  r-,  ^  -  et   --  sont  les  racines  de  l'éqnation 
cubiqne 

2  \    l()  4  /  64 


Par  conséquent,  v^  y^  z  peuvent  être  déterminés,  et, 
en  couibinant  convenablement  leurs  six  valeurs,  on 
obtient  huit  quantités  égales  deux  à  deux  et  de  signes 
contraires;  mais  l'équation  proposée,  contenaut  une 
puissance  impaire  de  l'inconnue,  ne  peut  admettre  pour 
racines  que  quatre  d'entre  elles  ayant  des  valeurs  abso- 
lues ditlérentes. 

L'existence  de  ces  huit  quantités  s'explique  facile- 
ment en  considérant  que  le  changement  de  signe  du 
coefficient  B  entraîne  nécessairement  celui  des  quatre 
racines  considérées,  sans  modifier  celles  qui  servent  à 
les  déterminer. 

Jl  est  lacile  de  s'assurer  que  l'équation  (i)  adnn^ttra 
(luatre  racines  réelles,  ou  deux  racines  réelles  et  deux 
imaginaires,  ou  bien  (piatrc  racines  imaginaires,  lorsque 
l'écpialion  [^•x]  auia  trois  racines  positives  ou  deux  racines 
imaginaires  et  une  positive,  ou  bien  des  groupes  de 
racines  dillérents  des  précédents. 

Lorsque  H  =  o,  les  valeurs  de  x  sont  données  par  la 
formule 


\/-t-v/t-^ 


(  ■>■■>-  ) 

elles  le  sont  éi^alcrncnt  par  la  suivante 


oL  l'identité  de  ces  deux  expressions  se  vérifie  facilement 
en  les  élevant  au  carré. 


SIU  LA  RÉSOLUTION  Wm  SYSTÈME  PAUTICILIEU  DE  DEUX 
ÉQIATIONS  SIMULTANÉES  Dl  BEGIIÉ  m  A  DEIX  INCOi\NlES; 

Par  m.  ESCARY. 


Le  système  des  deux  équations  simultanées  du  degré  7?î, 

(i)  ax'"  +  b  V'"  = ! =  c, 

se  résout  d'une  manière  très  élégante  en  introduisant, 
ronime  l'a  fait  IM.  Lannes  dans  la  question  du  Concours 
général  de  1879  (  '  ),  les  angles  du  triangle  construit  avec 
les  coefficients  a,  b,  c  comme  côtés,  en  supposant  cette 
construction  possible.  En  ellet,  en  rendant  ces  équations 
homogènes,  elles  s'écrivent 

I   ax'"  -h  l?r'"  —  cz"'. 

\      X'"  T"'  ""  z"'  ' 

1'  jz  oc 

Si  1  on  pose  ^  =  a,   —  =  [ii,  —  =  v,  et  qu'on  multi- 

z  X  y 

plie  les  équations  (2)  membre  à  membre,  on  a,  en  ren- 
daiît  le  résultat  entier, 

(')  Nouvelles  Annales,  p."  sôric,  t.  XIX,  p.  5o8. 


(  ^>-'-'-^  ) 

d'où  l'on  lii'c 

f-  —  n-  —  h"-  -±L \!  a*  -\-  b'" -+- c'* ■ —  9,  h- c^ —  2  c- a'- —  n  a^  b^ 
'  2ab 

Or,  si  l'on  désigne  par  S  la  surface  du  triangle  dont 
les  côtés  sont  «,  b^  c,  on  voit  que  le  radical  a  pour  va- 
leur 4 S  y'      1 .  En  observant  encore  que  l'on  a 

c-  ^=  a-  -i-  b'  —  2ab  cosC, 
9.?)  -=  ab  sinC, 


on  a  enfin 
d'où 


=  —  cosC  ±1  y —  I  sinC, 


7  =r  cos  i:;!  i  —  i  sin -, 

'  ni  m 

où  l'on  doit  attribuer  à  K  les  valeurs  o,  i,  q,  ...,/«  —  i . 
On  tr(juvc  de  la  même  manière 

A-f-^K-TT    ,     f .     A  H- aKr 

a  =  CCS ±  y  —  I  sm 


m  ni 


B  -h  Ci  K  t:    , .     B  +  2  K  t: 

rj  r=  ces nr  V —  I  sin 


tn  ni 


Si  maintenant  l'on  fait,  dans  les  équations  (  2  ),  z  =  i , 
on  retombe  dans  les  équations  (i),  et  des  valeurs  précé- 
dentes de  a  et  de  [i  on  tire  celles  de  .r  et  de ->  ,  savoir 

B4-rîK^         '—    .    Bh-^Kt: 


ces zp  y  —  I  sm 


m              '  ni 

A  i-tK-    ,      / .    A-f-?.Ki 


y  ■=:  ces ir  V  — - 1  sin • 

m  ni 

Ce  sont  les  im  systèmes  de  solutions  des  équations  pro- 
posées (  I  ) . 

Il  nous  a  paru  intéressant  de  présenter  ici  celle  réso- 
lution (lu  système  des  équations  (i),  à  cause  de  l'analogie 
f|ue  l'on  observe,  grâce  à  la  représentation  gé-oinélricpn; 


(  ■^■■'■9  ) 
(le  M.  LaniiL's,  entre  ses  solutions  (;t  telles  des  équations 
trinômes,  dans  le  cas  des  racines  iniaj^inaires,  car  on  sait 
que  ces  dernières  racines  e-onduisent  alors,  (;n  les  inter- 
prétant géoinétri(jticnient,  à  l'élégant  tliéorètne  de  Cotes. 


SOLITION   \)WU   QUESTION   M   LICË^GE 

(faculté   de   LILLE.    —    NOVEMBRE    1S78); 

Par  m.  ÉVESQUE, 

Élève  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Mimlpellier. 


Une  surface  de  révolution  autour  de  l'axe  des  z  est 
définie  j)ar  l'équation  z=f[r)  :  trouver  V équation 
diQérentielle  en  coordonnées  polaires  des  projections 
sur  le  plan  des  xj  des  courbes  tracées  sur  cette  surface 
et  qui  jouissent  de  la  propriété  que  le  plan  osculateur 
en  chaque  point  de  l  une  d'elles  comprenne  la  normale 
à  la  surface  en  ce  point . 

11  résulte  de  l'énoncé  même  du  problème  que  Ig  plan 
osculateur  en  un  point  quelconque  de  l'une  des  (-ourljesen 
question  doit  être  normal  à  la  surface,  ce  qui  est  la  pro- 
priété caractéristique  des  lignes  géodésiques^  la  normale  à 
la  surfaci'  aura  donc  la  même  direction  que  la  normahî 
princi])ale;  or  celle-ci  fait  avec  les  axes  des  angles  dont 

I  •  ,  ..  .      ,      jd.v       j  dy      j  dz 

Jes  cosinus  sont   proportionnels   a  d —r~i    d -—■,    d — ; 

^       ^  (IS  (/s  ils 

d'un  autre  côté,  la  normale  à  la  surface  fait  avec  les 
axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  j)roportionnels  à 
dF    cW    dF_ 

d.r'    dj'   7h' 

Or,  ré(juatii>n   de  la  surlace  proposée  élaiit,  vu  cooi- 


(  .3o  ) 
données  rectangulaires, 

on  voit  que  les  cosinus  des  angles  que  la  normale  à  celte 
surface  fait  avec  les  axes  sont  proportionnels  à 

df  œ 


d  \/x'^  +  y'^  \Jx^  H-  /'■  d  sjx'^  +  r^ 

Ces   deux   normales  devant   se  confondre,  on  devra 

avoir 

dx  dv 

ds  ds 

(i)  ■ = -^ 

^  '  X  y 

équation  qui  va  nous  donner  l'équation  dilï'érentielle  des 
courbes  proposées.  Elle  donne,  en  effet. 


dx 
^'-ds- 

dv           ^ 
ds 

ydx  - 

-  X  dv  ■==- —  C  ds. 

Or 

X  dy 

—  y  dx  ■=■-.  /•-  db  ; 

on  a  donc 

'équation 

{9.)       '  rUl^--Cds. 

Mais 

rf.y2  =  dx'-  -^  dy'  +  dz'-  =  dr'-  -\-  r'-  r/O^  +y'^ ( /•  )  dr-  : 

donc  l'équation  dilléreiilielle  di's  projections  sur  le  plan 
.ry  des  lignes  géodésiques  de  la  surface  z=f{v)  sera 


/••^  r/0  =--  C  \ldr'  ( I  +./■'-)+  /•-  d^' 
on  l)i<Mi,  finalement, 

c'est  l'équation  demandée.  ^."5 


(■  -'U  ) 

L  c(jualion  (  ^i  j  iiionlro  <[iie  I  aire  de  la  coutljc  dont 
ré(jualiou  (3)  csl  l'équalioii  différentielle  est  propor- 
tionnelle à  l'arc  ,v  de  la  couri)c  gauclie  de  l'cîspaee. 

Observdlion.  —  Le  numéro  de  lévrier  1881  des 
Nouvelles  Annales  renferme  une  solution  de  cette  ques- 
tion, due  cà  ]M.  Fau(|uenihergue.  Il  arrive  lînalement  à 
une  équation  dillércnlielle  du  second  ordre,  que  voici  : 

On  remonte  aisément  de  cette  équation  à  l'équation  (3) 
ci-dessus,  qui  est  du  premier  ordre,  car  l'équation  («) 
rentre  dans  la  classe  des  équations 

-j-  +  Pr  +  Qr"=o, 
dx  ■  ^' 


que  l'on    sait    intégrer   [Cours  d^  Anal)  se  de    Stluai, 

TU- 


p.  ;")o)  ;,  il  suflit  donc  de  poser  —  =•  y. 


!M10BLÈ»1Ë  DE  niËCAJVIQlJË  : 

Par  m.  E.  FAUQUEMBERGUE. 


Ijne  fi^e  fii^ide pesante  s'appuie,  par  ses  cxiréndlès, 
sur  deux  héndspheres  creux,  tangents  extérieurement, 
et  tels  que  l'un  des  grands  ceicles  de  base  soit  hori- 
zontal et  l'autre  vertical  :  trouver  la  position  d'équi- 
libre de  la  lige;  discuter  le  problème. 

{\ou\\  Corra^p.  ma/ h.) 


(  '^3.  ) 

Soient. N  et  \'  les  réaelions  qui  s'exercent  en  A  et  B,  et 
soit  P  le  poids  de  la  tige,  apjdiqué  eu  son  milieu  G.  Il 
faut,  pour  ré([uilibre,  que  ces  trois  forces  soient  dans 
un  même  plan  et  concourent  en  un  point  I.  Ce  plan  doit 


être  vertical,  puisqu'il  contient  GP  qui  est  vertical  ; 
de  plus,  comme  les  forces  N  et  jN'  doivent  être  nor- 
males aux  deux  sphères  [Xq  frottement  étant  négligé), 
elles  doivent  passer  par  les  centres  O  et  O'.  Le  plan  des 
trois  forces  est  donc  un  plan  iiK-ridien  vertical;  nous 
supposerons  que  ce  soit  le  plan  de  la  figure. 

1°  Désignons  par  II  le  rayon  des  deux  sphères,  /la 
longueur  de  la  tige,  cp,  cp'  et  )>  les  angles  JOO',  I  O'O  et 
l'angle  que  fait  la  tige  avec  OO'.  Ecrivons  (jue  la  piojec- 
tion  de  iVB  sur  une  dioite  perpendiculaiie  ;i  OO'est  égale 
à  la  somme  des  projections  des  deux  rayons  AO,  HO'  sur 
la  même  droite,  et  (pie  OO'  est  égal»;  à  la  somme  algé- 
brique des  proj(.'Ctions  sur  OO  des  trois  droites  AO, 
AB,  HO';  nous  aurons  les  équations 


/  sinX  =:  ]\  siii'i  ^-  Il  slii'f'. 

3  H  i::!  /ces),     -   R  ros'i  -)-  H  CO>'i', 


(  •':^'5  ) 


ou,  en  posaiii  —  =  K, 


sinç.  +  sin'i'  :=  K  sinÀ, 
COS'i'  —  coso  =r;  2  —  K  COSÀ. 


D'aulte    part,   la  droite    K)    étant    une    niédiaiKî  du 
triangle  AlB,  on  a,  d'après  une  formule  eonnue. 


colIGBr^ 


coiIAG  —  rotlBG 


(3) 


3  tang).  =.  cot(o  —  À)  —  cot('f'-f-  À). 


a"  Après  quelques  transformations,  la  dernière  équa- 
tion devient 

-  ,       sin(o  —  o') 

"  *'  *=  '  COS'iCOSo' 

tang),  [cos(o  — 'i')  +  cos(o  + Ci')] 


?,  sin '—  ces  ' - 

1  2 


ou 


(4) 


-^Cos- 


ta 112;  A 


COà-  — 


sin-— 


tang  A  ces  {o  H-  o'). 


Or  les  équations  (i)  et  (2),  divisées  membre  à  membre, 

donnent 

2  —  K  cosX 


tanir  -^ 


d'où 


sni  — 


K  sinÀ 
2  —  KcosÀ 


^  y'4  —  41^  ces  À  4-  k-'  ' 

—  o'  Ksi  11  À 


ces-: '-  = 


y  4  —  4^  cos  À  H-  k^ 

Ces  mêmes  é(|uatlons,  étant  ajoutées ,  après  avoir  été 
ele\ées  au  earré,  donnent  aussi 

ros  (  'i  -1-  o  )  r_=  2K  ces  A I  . 


(  '-M  ) 

Suljstiluaut  ces  valeurs  dans  réqualion  (  4  )■>  on  afri\o 


a  la  sui\  aille 


(  5  )  [  ',  K  cos l  —  { K'  -h  3  )]••=  =  2  k^  —  7 

d'où 


iK 


Discussiof/.  —  Les  deux  racines  sont  toujours   posi- 
tives-, elles  seront  réelles  si  l'on  a 


(6)  Iv> 


\/i- 


Pour  (|u'elles  soient  admissibles,  il  iaut  qu'elles  soient 
plus  petites  que  i.  Ecrivons  que  le  résultat  de  la  substi- 
tution de  I  à  cosA,  dans  l'équation  (5),  est  positif  et 
que  la  soininc  des  racines  est  plus  petite  que  '.,  nous 
(jbliendions  les  deux  inégalités 

(7)  K^  — 8k3-+- 2oK-^  — 24IV+ iG>o, 

(8)  K2-4K  +3<o, 

qui   expriinenl  que    les   deux   racines   sont  toutes  deux 
<^  I .  Si  le  premier  nieinbre  de  l'inégalité  (7)  était  néga- 
tif, une  seule  racine  (celle  obtenue  en  prenant  le  radical 
avec  le  signe  — ),  serait  plus  petite  que  i . 
Cette  inégalité  peut  d'al)ord  s'écrire 

(  K  —  ■?.  )(  K^  —  G  K-  -  8  K  -  8 )  >  o. 

lOgalanl  à  zéro  le  polynôme  de  la  seconde  parenllièse, 
ou  obtient  l'équalion 

k'  — 6K2-t-8K  — 8==o, 

(|ui  a  une  seule  iricinc  réelle  t'-gale  à  4)7i  ■'  ••1'  P'*'^  l""' 
excès. 


(  ■'■^^  ) 

Pal'  suite,  l'inégalilc  j)r('((''dciil('  pinil  s'écriiL' 

(K-'>0[K-(4,7-^)]>o, 

7.  étant  une  quantité  plus  petite  que  o,  i . 

En  y  joignant  l'illégalité  (8),  écrite  sous  la  forme 

(K_,)(K_3)<o, 

la  discussion  du  problème  est  alors  facile  et  peut  se  résu- 
mer dans  le  tableau  suivant  : 

^'urialion 

,     ,,        /  Nombre 

de  K  =  -•  ,        ,     ■ 

H  (Je  solutions. 


o 

2 


-<Iv<2 2 

2-<K<4'7  —  ^ I 

K>4,7  —  a o 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ECOLE  CENTRALE 

(PHKMIÈRE    SESSION,     1879): 

SOLUTION  DE  M.  .1.  BOUDÈNES, 

lîlève  (lu  lycée  de  Gi'eiiolilo. 


Soiefit  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oj-,  sur  Ox 
un  point  A,  sur  Oj  un  point  B.  On  considère  toutes  les 
hyperboles  é(/uilatères  qui  passent  au  point  A  et  sont 
tangentes  à  l'axe  Oy  au  point  B. 

i"  Former  V équation  générale  de  ces  In  perhnles- 
équilatères. 


(  ^-'^^^  ) 

2"  7rou\'ci-  le  lieu  des  points  de  rencontre  de  la  lan- 
f>ente  en  A  à  chacune  de  ces  hyperboles  avec  les  paral- 
lèles menées  par  l'origine  aux  asymptotes  de  cette 
même  hyperbole. 

3"  Le  lieu  ]}récédent  est  une  parabole  V  :  former  V ê- 
<! nation  de  l' axe  et  l' équation  de  la  tangente  au  som- 
met de  cette  parabole  P,  construire  ces  droites  et  déter- 
miner géométji(/uenient  la  g/'aiideur  du  paramiilre  de 
cette  parabole. 

4"  Trouver  le  lieu  du  sommet  de  la  parabole  P 
quand  le  point  A  se  déplace  sur  Ojr;,  le  /)oint  B  restant 
fixe. 

Soient  OA  =  a,  OB  =r  /;,  A  et  a  des  paramètres  ar- 
bitraires. 

1"  Si  l'équation 

(i)  r^=l{x  —  a) 

représente  la  tangente  à  l'une  des  liyperboles  au  point  A, 
eette  livperbole  aura  pour  équation 

x[r  —  l{x  —  a)]  -^  ^  (—  +  i:  —  I 
avee  la  condition 

I  I 

qui  ex[H'itue  (jue  1  hvpeibule  est  é(juilatère. 

1"  Les  jiarallèles  menées  de  l'origine  aux  asynq)t()lcs 
(le  rcs  livprrltolcs  ont  pour  é([iiation 

Le  lieu  de  leuis  points  d  inteiscction  avec  la  tangente 
ii   I  liv[)erbole  au    point  A,  obtenu  par  l'éliniination  du 


(  •>-•:  ) 

param«.Hr(;  \  arinble  ).  enlic   k's  (Viualiftiis   (ii    ci    (9.),  a 
donc  pour  rquatiou 

C'est  donc  un(î  parabole  qui  passe  par  l'origine  des 
coordonnées  et  (jui  a  ]>our  tangente  en  ce  point  l'axe 
des  j)  \ 

3"  m  étant  un  parainèlie  arbitraire,  l'équation  (3)  de 
cette  parabole  s'écrit  identiquement 

oc        y  \-  /   I  I     ,  1  tn\       9. m  y  . 

h-  -7-  -f-  /n      —  «  .r    — -  +  --  4 — ,- •  m-  —  o. 

au  j  \a'       0-        a-  j  0 

La  condition  que  le  diamètre 

X         y 

h  V  +  '^^  =  o 

a        h 

et  la  tangente  à  son  extrémité 

'  I  I         2  m  \        9.  ni  y 


«.r    —  +  7-  H H r-^ \-  vi-  ■=  o 

\rt-        o^         a-  )  h 

sont  perpendiculaires  nous  donne  immédiatement 

I 


d'où,  pour  équations  de  l'axe  et  de  la  tangente  au  som- 
met, 

(4  -  +  y  —   -  =0, 

a        b  ■>. 

,^.  X         y         b 

^  b         a         411 


Si  do 


ne 


0A,=  ^^,     OB,=  î^,     0B,=  !2!^, 

OU  \oit  aisémcnl  (|uc  Taxe  de  la  parabole  sera  la  dioile 


(  •'••'«  ) 

A,  B,  cl  la  laiii;('nLe  au  soiiimcL  la  droite  B2S1  pcrpcmli- 
culairc  à  laxc. 

J)e  plus,  si  la  droite  O  lo  est  perpendiculaire  à  l'axe,  la 
longueur  A,  o)  est  une  sous-normale  de  la  parabole  et  re- 
présente, par  suite,  la  grandeur  du  paramètre. 

4"  Lt;  lieu  du  sommet  S  de  la  parabole  P,  quand  le 
point  A  se  déplace  sur  Ox,  le  point  B  restant  tixe,  a  pour 
équation 

a-  +  T^  —  y  h  y  -t-  -5-  =  o, 
4    -^  b 

obtenue  par  l'élimination  du  paramètre  a  entre  les  d<;ux 
équations  (5)  et  (4)  de  la  tangente  au  sommet  et  de 
l'axe. 

Ce  lieu  est  un  cercle  dont  le  cenlr<;  est  au  point 

J"  =;  o,      r  ■=.  —  b 

et  qui  passe  par  le  point  B| , 

b 

.Xote.  ■ —  La  mrmc  qiK^slioii  a  vU-  r(''solii('  par  Ant.  H.  I^cz;  .1.  Aii- 
zelle,  L'Itîve  tlii  lyiM'c  de  Mdiilins:  II.  Hcr/.oi;,  du  lycée  <lc  Rouen; 
H.  Courl)c. 


COÎVCeillS  D  ADMISSIOX  A  L'ÉCOLE  POL\ TECHMQllE 

E\  1880  ('). 


Coni/iosition  de  lllat/iér/uilit/nes. 

On  donne  une  ellipse  et  un  cercle  ayant  pour  centre 
un  foyer  F  de  l'ellipse. 

(')  (Questions  (limiK-cs  à  (|uelqnes  élèves  (|iii  ii'oni  pu  concourir  (|uo 
plus  tard. 


On  (Icmaiidc  : 

i"  J)(!  lrou\er  le  lieu  1  du  point  ti;!  (jnc,  si  l'on  mène 
par  (M!  point  tics  Lani^entes  à  l'eilipsi;  et  au  eerch;,  les 
coeHicients  angulaires  ni  et  ///'  des  tangentes  à  l'ellipse 
et  les  eoellicients  angulaires  k  et  h'  ties  tangentes  au 
eerrle  véiilienlla  relation 

o.  (  mm'  -h  kl('  )  —  (  /«  4-  m'  )  (  /.•  4-  //  )  ; 

2"  J)e  trouver  l'équation  du  lieu  P  du  point  de  con- 
taet  des  tangentes  menées  par  un  point  donné  à  tous 
les  lieux;  J  eorrespondant  aux  diverses  valeurs  du  earré 
du  rayon  du  cercle  ; 

3"  iJe  construire  le  lieu  P,  lors([ue  le  point  donné  est 
situé  sur  le  grand  axe  de  l'ellipse  -, 

4"  De  construire  le  lieu  P,  lorsque  le  point  donné  est 
situé  sur  la  directrice  correspondant  au  foyer  F  de 
l'ellipse. 

Composition  de  Géoniâtiie  descriptii'e. 

Un  cône  et  un  cylindre  pleins  étant  donnés,  ou  en- 
lève leurs  parties  non  communes,  ainsi  que  la  portion  de 


AB  =-- 

\H    rr: 


l(i 


cliacun  des  doux  corps  cpii  se  trouve  au-dessus  du  plan 
lioii/ontal  :  représenter  [)ar  ses  projections  le  solide 
restant. 


(    Mo    ) 

Le  cùne  est  de  révolution  et  a  son  axe  vertical.  La 
trace  verticale  du  cylindre  est  un  cercle  de  o'",o4  de 
rayon. 

Avant  tracé  la  ligne  de  terni  BAC  parallèlement  aux 
petits  cotés  de  la  feuille  et  la  ligne  HA\  parallèlement 
aux  grands,  la  première  à  o'",o2  au-dessus  et  la  seconde 
à  o"',o3  à  gauche  du  centre  du  rectangle  formé  par  les 
côtés  du  cadre,  portez  sur  ces  deux  lignes  les  quatre 
premières  longueurs  indiquées  par  la  légende  et  la  cin- 
quième sur  C\  ;  tirez  aussi  HR.  La  droite  qui  a  sa  trace 
horizontale  eu  II  et  sa  trace  verticale  en  \  est  parallèle 
aux  généraliices  du  cvlindre  et  contient  le  sommet  du 
cône.  La  trace  horizontale  de  celui-ci  est  tangente  à  HB 
et  à  la  ligne  de  terre.  La  trace  verticale  du  cylindre  est 
située  à  droite  de  C^   et  touche  cette  ligne  en  D. 


COUIlKSrOXDAXCL 


yi.  Ernest  Lebon  nous  prie  de  faire  remarquer  que  la 
propriété  qu'il  a  démontrée  (2'' série,  t.  XX,  p.  i33)  e>t 
vraie  quand  le  point  o  est  situé  sur  l'un  quelconque  des 
axes  d'une  conique  à  centre. 


mwmi  AUX  TABLES  UE  LOGARITHMES  DE  SCIIROK. 

Iiitrndiiriion,  p;i!ïc  x,  seroiul  exemple  :  an  lieu  de 

lo^'  la  II  g  i.)''3.V  4o"  —  I ,  '('|'(-8.H). 
lisez 

logtangijo.Jo'.'Jo"—  I  .'l'i  )7'^>f|- 

OUe  faute  n  élé  signalée  ^wv  M.  I^xlie. 


(  M^  ) 


NOTE  SlIU  LES  LIMITES  ET  LES  NOMBRES 
hCOMMEKSlHAlJLIS: 

l'\u   M.   !•:.  ,IABI.O^SKI. 
Professeur  de  Miilluriiiil  i(|iic>  spériales  au  lyciV  de  Besancon. 

Dans  la  plupart  des  (h'-linitions  ou  des  démonstrations 
reposant  sur  la  notion  de  limite,  on  est  obligé  do  former 
des  suites  de  nombres  constamment  croissants  ou  con- 
stamment décroissants,  et  il  en  résulte  des  dillicultés  on 
des  longueurs  que  l'on  peut  éviter  au  moyen  d'un  théo- 
rème plus  général  que  celui  sur  lecpiel  on  s'a])[)ijie  ordi- 
nairement. 

Je  vais  établir  ce  tliéorènie  en  reprenant  la  suih;  des 
propositions  qui  y  conduisent. 

Théoueme  I.  —  Lorsque  deux  varuihles  sont  con- 
sl animent  escales,  si  L'une  tend  vers  une  lindte,  l'autre 
tend  vei's  la  nicnie  liiiiile. 

TnÉORiiME  II.  —  Lorsque  la  différence  de  deux  va- 
riables tend  "vers  zéro  en  même  temps  que  l' une  d'elles 
tend  vers  une  limite,  l'autre  tend  vc7's  la  même  limite. 

Soient  u  et  v  deux  variables,  et  a  —  c  =:;:  a;  supposons 
(|ue  i^  tende  vers  /  et  a  vers  zéro.  On  a 

r -.---:/+?, 

[i  tendant  vers  zéro;  donc 

//  =  /-+-  a  +  [B. 

a  et  [i  tendant  vers  zéro  en   même  temps,    il  en  est  de 
même  de  leur  somme;  doiu'  u  tend  vers  /. 

TnÉouiiME   111.  —  L^orsqu'u/ie  variable  constainmcni 

ymn.  de  Matliéniat.,   :•'  série,  1.  XX.  (Juin    1881.)  lO 


(    242    ) 

cfoissnnle  est.  assujcltie  à  rester  moindre  (jn  un  nombre 
fini  déterminé,  elle  tend  vers  une  linnte  inférieure  ou 
égale  à  ce  nomhre.  De  même,  lorsqu'une  variable  con- 
stamment décroissmite  est  assujettie  à  rester  supérieure 
à  un  nombre  déterminé,  elle  tend  vers  une  limite  supé- 
rieure  ou  égale  à  ce  nombre. 

C'est  à  ce  théorème  bien  connu  que  je  me  propose  de 
substituer  un  théorème  plus  général. 

Théorème  I\  .  —  Soit  u  une  variable  assujettie  à 
prendre,  dans  V ordre  des  indices,  les  valeurs  formant 
la  suite  indéfinie 

(f)         r/o,    r/,.   n, a,, a^.    ....   a, _. 

toutes  moindres  (pi  un  nombre  A  ;  si  dans  cette  suite, 
que  je  ne  suppose  pas  constamment  croissante,  on  peut 
prendre  une  suite  de  nombres  constamment  croissants 

(2)  «^0,  «2 ^/. f^f, 

et  tels  que  la  différence  entre  ces  nombres  et  ceux  d'in- 
dices intermédiaires  de  la  première  suite  tende  vers 
zéro  lorsque  les  indices  croissent  indéfiniment,  la  va- 
riable Il  tend  vers  une  limite  inférieure  ou  égale  à  A. 

En  eilet,  soit  *•  une  variable  assujettie  à  prendre  seu- 
lement les  valeurs  de  la  suite  (2)  dans  l'ordre  des  in- 
dices; en  vertu  du  théorème  IJI,  elle  tend  vers  une  limite 
inférieure  ou  égale  à  A.  On  peut  imaginer  que,  lorsque  v 
passe  de  a,,  à  <7^,  u  passe  par  toutes  les  valeurs  d'indices 
intermédiaires  depuis  ap  jusqu'à  ar\  il  en  résulte  que  la 
différence  u — v  est  ou  rigoureusement  nulle  ou  tend 
vers  zéro  lorsque  les  indices  croissent  indéfiniment,  et 
par  suit(î  que  r  tend  vers  la  même  limite  que  u  (théo- 
rèmes 1  et  11  ;. 

THÉoniiMi".  V.    —   Lorsipie  deux  suites  indéfinies  de 


I 


(  ■^^^  ) 


iionihics. 


^/„,    r/,,    <i,.     ....    (Il,,    (1,1,    (1, (1,1 

/>„,    /y,,    h., !>!,,    hif,    h, h„ 

sont  telles  (juc  i an  (jaclcoïKjue  des  nombres  de  hi  pre- 
niière  soll  moindre  (fiie  V un  (jHelconijue  des  nombres  de 
1(1  seconde,  el  (/ne  hi  dijjérence  b„  —  (i„  entre  deu.x 
termes  correspondants  tende  vers  zéro  lorsque  n  croit 
ind('.finimenl,  les  deux  suites  tendent  i^ers  une  limite 
commune. 

La  dillci'cnct'  b,, —  «„  tendant  vers  zéro,  il  suffit  de 
prouver  que  la  première  suite  tend  vers  une  limite. 

Soit  ap  un  nond^re  de  la  première  suite.  Supposons 
d'abord  qu'il  soit  plus  grand  que  tous  ceux  qui  le  pré- 
cèdent et  qui  le  suivent.  On  a,  par  hypothèse,  quelque 

grand  que  soit  n, 

o„  <  a,,  <  bn. 

Ov  b,i — (1,1  tend  vers  zéro  5  donc  «„  et  Z>,^  tendent  vers 
<T^,  et  le  théorème  est  démontré.  Sinon,  on  peut  trou- 
ver, parmi  ceux  qui  suivent  ap,  un  nombre  a,,^  ap.  En 
répétant  le  même  raisonnement  sur  «^  <^t  ainsi  de 
suite,  on  voit  que,  si  aucun  des  nombres  de  la  première 
suite  n'est  la  limite  commune,  on  peut,  dans  cette  suite, 
former  une  suite  de  nombres  constamment  cioissants. 

Soient  n^,  nf,  .  .  . ,  np^  a,.,  •  •  - 1  ^mi  •  •  •  1  dm'-,  •  •  •  celle 
suite,  et  a,,  un  nor)d3re  d'indice  intermédiaire  entre  /;/ 
et  ///.  et  qui  par  suite  est  moindre  que  a,,,,.  On  a 


puisque,  par  hypothèse, 


donc    a,n' — a„     tend    vers     zéro    lorsque     les    indices 
croissent  indéfiniment.  Les  <;ondi lions  énoncées  dans  le 


(  '^44  ) 

lliéorèmc  J\   riant  salisfailes,  la  preinièic  suite  tend  vers 
une  liniili;,  ce  cjii  il  fallait  déiiiontrer. 

PaiiMiERE  APri-icVïio>.  —  Longueur  d'une  circon- 
férence. —  Jusorivons  clans  une  ciiconférencc  une 
suite  de  polygones  convexes  c]uelcon(|ues  dont  le  nondjre 
des  ecjtcîs  croisse  indt^lininient  d'une  manière  cjuel- 
conque,  pourvu  cjue  tous  les  cc'nés  tendent  vers  zéro. 
Soit  DE.  . .  un  de  ces  polygones  ^  par  les  sommets,  menons 
des  tangentes  à  la  circonférence  :  elles  forment  le  polygone 
convexe  circonscrit  ACB.  . .  .  jNous  aurons  ainsi  deux 
suites  de  polygones  qui  se  correspondent  deux  à  deux. 

Soient  a,,  le  périmètre  de  l'un  des  polygones  inscrits, 
h„  celui  du  polygone  circonscrit  correspondant.  Si  l'on 
fait  croître  n  d'une  manière  C|uelconque,  on  nhiientdeux 


suites  indétinies.  Le  périmètre  de  l'un  fjuelconcjue  des 
polygones  inscrits  est  évidemment  moindre  Cjuc;  celui  de 
l'un  quelconque  des  polygones  circonscrits;  de  plus,  la 
dilférence  h„  —  a,,  tend  vers  zéro.  En  ellet,  on  a  {fig.  i) 


DC 


OC 


DC  —  DF  _ 
i3F        "' 

DC  —  DF  .= 


IC 
OD' 
IC.DF 
OD 


h„  —  (i„  se   compose  de   la  sonnue  des  dill'érences  telles 


(  M^  ) 

(|uc  DC  —  !)l';  (loue 

Soit  y.  la  [)liis  i^randc  des  Ihk'lics  JC;  ou  a 
(loue 

(1,1  conserve  une  valeur  (inie,  cl,  toutes  les  tlèelies  teu 
(lant  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  a-  doue  h,,  —  cin 
tend  vers  zéro. 

11  eu  résuite  que,  (juelle  que  soit  la  loi  d'inscription, 
les  périmèircs  des  polygones  convexes  inscrits  et  circon- 
scrits, n'yuliers  ou  non,  teudent  vers  une  limite;  com- 
mune, qui  est,  par  délinition.  la  longueur  de  la  ciicon- 
férence  corjsidérée. 

Un  procédé  tout  semblable  permet  de  défiuir  la 
longueur  d'un  arc  convexe  d'une  courbe  quelconque. 

Deuxième  application.  —  J)éfiintion  de  sj-x.  —  Soient 
m  et  n  deux  nombres  entiers,  tels  ([ue 

'  m  \  -  /  m  -T-  i  \  - 

n  )  \      n      ! 

ce  (|ue  l'on  peut  toujours  faire. 

A  cliaque  valeur  de  n  correspond  une  valeur  de  ///  el 
luie  seule. 

Faisons  croître  n  (lima  inn/iicre  (/iic/con(/iic,  et  soient 

///  /)i  ' 

— ,  — -  ,    •  •  •  ) 

/i  n 

)n  -f-  I      /??'-(-  I 


les    deux    suites    iiidétinies    ainsi    obtenues,    lu    (pu! 


(  M^i  ) 
conque  des  Donibrcs  de  la  pieinière  a  un  carré  moindre 
que  celui  de  l'un  quelconque  des  nombres  de  la  seconde^ 
donc  l'un  quelconque  des  nombres  de  la  première  est 
moindre  (jue  l'un  quelconque  des  nondjres  de  la  seconde. 

D'ailleurs,  la  diirérence  —  de  deux  ternies  correspondants 

tend  vers  zéro  ;  donc  les  deux  suites  tendent  vers  une 
limite  commune,  qui  est,  par  délinition,  la  valeur  arith- 
métique de  y/ p.. 

Les  nombres  —   et  sont  les  valeurs  de  v/?-  "  - 

//  //  *  Il 

près,  par  défaut  ou  par  excès. 

Troisi£:me  application.  —  Définition  des  nombres 
incoviuiensurables  et  des  opérations  faites  sur  ces 
nombres.  —  Pourdélinir  le  rapport  de  deux  grandeurs, 
on  imagine  d'abord  que  ces  grandeurs  ont  une  commune 
mesure  5  le  rapport  est  alors  le  nombre  fractionnaire 
ordinaire  dont  les  termes  sont  les  nombres  entiers  qui 
expriment  combien  de  lois  chacune  des  grandeurs  con- 
tient la  commune  mesure. 

Cette  délinition  ne  subsiste  plus  lorsque  les  deux  gran- 
deurs n'ont  pas  de  communti  mesure  :  il  faut  lui  substi- 
tuer une  autre  définition,  reposant  sur  la  notion  de 
limite. 

Pour  fixer  les  idées,  soient  deux  longueurs  AB  et  CD, 
(|ui  n'ont  pas  de  commune  mesure.  Divisons  CD  en  n  par- 

Fi.'.   2. 


Il,     It     l<: 


ties  égales,  et  portons  une  de  ces  parties  autant  de  fois 
(|ue   possible   sur  \\\  ;i   partir  de  A  ;  supposons  que  l'on 


(  ^-4:  ) 

puisse  la  porter  ///  lois  cl  (ju'oa  oblicime  ainsi  h;  [)oiiil  B,  : 

en  la  poilaiil  une   lois    de    plus,  on  dépassera   H   et  on 

obtiendra  le  point  Bo-  Quelque  grand  que  soit  //,  on  ne 

tombera  jamais  au  pnint  lî,  et,  en  faisant  croître  indéliui- 

nient  ce  nombre,  on  obtiendra  deux  suites  de  longueurs 

telles  que  AB|  et  AB^,  les  unes  toutes  moindies  qui:  AB, 

les  autres  toutes  supérieures  à  AB  (;t  tendant  évidemment 

vers  AB. 

Les  rapports  de  AB,  et  ABj  à  CD  sont  respectivement 

ni       //i  -h  i     .  ,.,,,..  •      •   1 

—  et -i  lorsque  «croit  indeliuiment:  on  a  anisi  deux 

suites  illimitées  de  uombres.Tous  ceux  de  la  première  me- 
surant des  longueurs  moindres  que  AB  et  ceux  de  la  se- 
conde des  longueurs  supérieures  à  AB,un  quelconque  des 
nombres  de  la  première  est  moindre  que  l'un  quelconque 

des  nombres  delà  seconde  :  d'ailleurs  la  clilïérence  —  entre 

n 

deux  termes  correspondants  tend  veis   zéio  :  donc  ces 

1  .  ,         ,,.///        m  ~>r- 1  , 

deux  suites,  c  est-a-dire  —  et  ?  tendent  \eis  une 

/i  H 

limite  commune  qui  est,  par  délinition,  le  rapport  de  AB 
à  CD. 

Cette  définition  n'exige  pas  qiu;  toutes  les  longueurs 
AB,  soient  croissantes,  ni  que  toutes  les  longueurs  AB^ 
soient  décroissantes;  ii  peut  croître  d'une  manière  abso- 
lument quelconque  sans  que  la  limite  soit  cbangée. 

De  la  même  manière  on  peut  définir  les  opérations  sur 
les  nombres  incommensurables. 

addition.  —  Soit  à   définir  n-{-h,  a  et  A  étant  des 

nombres  incommensurables. 

^   .         /«        //i  + 1  1  1  .  , 

Soient  —  et  les  nombres   qui   tendent   vers  a. 

n  n  '■ 

comme    il    résulte  de    la    définition    précédente;    — ^  et 

in^  H-  1  .  ,  , 
ceux  (lui  tendent  vers  /;. 


(   :>-18   ) 


1 (•! 


Si  1  on  fait  l'ioilrc  «  cl  «,  d'une  manière  quelconque, 
on  oljtienl  deux  suiles  indéfinies  de  pareilles  .sommes 
dont  le  sens  est  bien  défini,  puiscjue  les  ternies  eu  sont 

eommensurables.  L'un  quelconque  des  nombres  —  étant 


iiioindie  que  i  un  quelconque  de  la   suite  •>  et  de 

///,  .  m        ni  y  .     , 

même  nom-  — ?   on  voit  que ! sera  mouidretiue 

^  /^i  '■        Il         n^  ^ 

lune  nuelcoufiue  des  sommes  telles  que 

il  i  n  "\       ' 

d'ailleujs,  la  diiïérenee   entre  deux   sommes  correspon  - 

danl(;s  est  —  H 1  qui    tend    vers  zéro-   donc   ces  deux 

/,'         ni      ^ 

sommes  tendent  vers  une  limite  commune,  {|ui  est,  par 
définition,  la  valeur  de  a  -\-  h. 

Soustrdclion.  —  il  s'agit  de  définir  n  —  h. 

Soient  —  et  les  nombres  commensiirahles  (lui 

//  // 

tendent  vers  a-^   —  el   ceux  (\n\  tendent  vers  0. 

Supposons  a^-'()\  on  peut  imaginer  que  n  et  «i  soient 

,                       , ,         .             .  ni        ni.^-\-  \ 
assez  irrands  pourciue  f  on  ail  aussi  —  J>  •>   el  |)ar 

^  '  '  n  Uy  ^ 

suite    "> r ornions  les  tieux  dillerenees 

Il  II  y 

ni         nii-h  I  /fi  +  1         "'i 

n  iii  II  iii 

On  \  oit  sans  [xiiie  (jiie,  si  1  on  forme  les  deux  suiles  en 
faisant  croilre  //  el  //,.  un  (|iicl(()ii(pie  des  nombres  de 
la     premicrc     est     iii(>iii(hi'    (juc     I  un     (|ueIcon(pic    des 


(  -^49  ) 

ii()iiil)i'c's  (le  la  sccoiulci  (raillcui^.  la  (lilliTciict; 1 

//         Il  I 

lend    vers   zcmo  :  donc  ces  tlciix  (lillririices  IciidciiL  vers 

une  liinile   ooinniunc,  qui   est,  par  délinilion,  la   \aleur 

de  a  —  b. 

Ou  procède  de  même  poiw  toutes  les  autres  opéiations; 
il  est  d'ailleurs  facile  de  déiinir,  eu  général,  une  expres- 
sion telle  quey(a.',  j  ,  3,  .  .  .),  pour  des  valeurs  inconi- 
nu-nsurables  des  lettres  (jui  y  entrent.  Supposons  que 
cette  expression  reste  iiuie  et  continue  lorsque  jr,  j  , 
~,  .  .  .  ont  des  valeurs  commensurables  comprises  dans 
de  certains  intervalles,  et  soient  (i,  b^c,  ...  des  nombres 
incommensurables  comj)ris  dans  ces  mêmes  intervalles. 

Imaginons  (jue   l'on    remplace   successivement  a:  par 

m        ni  -h  i  .  .  /■        •  I  - 

—  et  >  ou  inversement,  suivant  que  /  croit  ou  dc- 

/^  n  ' 

croit  en  valeur  absolue  lorscjue  .r  croit,  et  de  même  pour 
)■;  3,  .  .  .  ^  on  formera  de  la  sorte  deux  expressions  dont 
les  valeurs  seront  bien  définies,  puisqu'elles  dépendront 
de  nombres  commensurables.  Par  lit  même  laisonne- 
ment,  basé  sur  le  théorème  général,  ou  prouve  que  les 
valeurs  numériques  ainsi  obtenues  tendent  vers  une  li- 
mite commune,  qui  est,  par  définition,  la  valeur  de 
/(«,  /?,c,  .  .  .). 

11  y  a  plus  ;  toute  relation 

\  raie  pour  toutes  les  valeurs  de  a  ,  j  ,  -,  .  .  .  commensu- 
rables prises  dans  de  certains  intervalles,  subsiste;  si  l'on 
y  remplace  .r,j,  3,  ...  par  des  nombres  incommensu- 
rables rt,  Z»,  c,  ...  compris  dans  les  mêmes  intervalles. 
En  eflét,  si  l'on  fait  dans  'i  les  mêmes  .-ubslilutions 
que  dans  /",  on  obtient  tics  noiidjres  /'  et  '^',  J"  et  cp",  or 
on  a,  par  liypollièse, 

./  =  ?  •      f    —  ?  • 


[     2^0     ) 

donc  les  limites  sont  aussi  «'j^ales,  et,  par  suite, 
/{a,  b,c,  .  .  .)  =  cp(rt,  b,c,  .  .  .)• 

Ainsi,  par  exemple  : 

Dans  un  polynôme  à  termes  incommensurables,  on 
peut  à  volonté  intervertir  l'ordre  des  termes. 

Dans  un  produit  de  facteurs  incommensurables,  on 
peut  à  volonté  interverti]'  l'ordre  des  facteurs. 

Enfin  les  règles  d'opérations  algébriques  elîeetuées  sur 
des  expressions  quelconques  peuvent  se  traduire  par  une 
ou  plusieurs  égalités,  vraies  pour  toutes  b^s  valeurs  coni- 
niensurables  des  lettres  qui  y  entrent,  au  moins  dans  de 
certains  intervalles;  on  peut  conclure  de  ce  qui  précède 
que  ces  règles  subsistent  dans  toute  leur  généralité  pour 
des  valeurs  incommensurables  de  ces  mêmes  lettres  et 
dans  les  mêmes  intervalles. 


NOTE    SIU    l!\E    ENVELOPPE; 

Pak  m.  S.-F.-\V.  liAElIH, 

l'rof'esscur  à  l'École  ])olytcchnique  de  Deift. 


On  suppose  les  deux  aiguilles  d'une  montre  de  lon- 
gueuis  égales,  et  l'on  demande  l'enveloppe  de  la  droite 
(]ui  passe  par  leui-s  extrémités.  Soient  OA  le  rayon  du 
cadran  qui  correspond  avec  midi  et,  à  un  moment  quel- 
conque, OB  la  direction  d(;  l'aiguille  des  heures;  on  aura, 
en  faisant  l'angle  BOG  égal  à  onze  fois  l'angle  AOB,  la 
direction  correspondante  de  l'aiguille  des  minutes  OC, 
et  l)(j  seia  une  position  de  l'euN  elop[)é('.  Pour  détermi- 
ner le  point  I)  où  elle  touche  son  en\  elopjx-,  faisons 
0(7  égal  à  dou/.e  fois  BIV;  alors  lî'C,'  sera  une  autre  posi- 


(  -^-'>'  ) 

lion  de.  \\'n\c\o[)[)rA'^  et  les  triangles  .m-nihlaMcs  lî^/IV 
et  CdC  douiwnl  (f  \\'  :  (l C.  —  corde  iJli' :  corde  i  .i  iJB',  en 
sorte  qiu;,   lorsqu'on  fait   tendre  lî'  vers  B,  on  aura  à  la 

limite  DB  =  —  DC  ou  BD  =  -^,  BC.  INreuant  des  paral- 

12  là  ^ 


lèles  à  GO,  on   aura  aussi   BE  ==:  ED  =  —  BO ,  et    le 

cer('le  déerit  du  centre  E  avec  le  rayon  EB  passera  par 
I)  et  sera  tangent    au    cercle    décrit   du    centre    O   du 

cadran  avec  le  rayon  OG  =  -77  OB.   L'angle  FEG,  égal 

à  l'angle  BOG,  étant  onze  lois  l'angle  HOG,  tandis  que 

le  ravon  EG  est  —  du  rayon  OG,  l'arc  de  cercle  FG 

11  ^  ' 

aura  la  même  longU(;ur  que  l'arc  GH.  Donc  le  point  F 
est  un  point  de  l'épicycloide  décrite  par  le  point  de 
contact  U  quand  le  cercle  EG,  en  partant  de  la  position 
où  il  touche  le  cercle  OH  en  H,  roule  sur  ce  cercle  direc- 
teur OH,  et,  par  conséquent,  le  point  diaméti-alenu-nt 
opposé  D  est  un  point  de  l'épicycloïde  égale  que  décrit 
aloi'S  le  point  A  du  cercle  mobile;  celle-ci  est  donc  l'en- 
veloppe cliercliée. 

Si  l'on  divise  le  cadran,  à  partir  du  point  de  midi  A, 


(    25^    ) 

(Ml  onze  parties  égales,  ce  qui  donne  les  points  où  les 
aiguilles  se  superposent,  l'enveloppe  sera  tangente  au 
eercle  du  cadran  en  ces  points,  tandis  qu'elle  aura  des 
points  de  rebroussenient  sur  les  rayons  qui  passent  par 
les  milieux  des  arcs  de  cette  division,  et  qui  sont  les 
points  où  les  aiguilles  viennent  en  ligne  droite,  en  sorte 
(ju'alors  les  tangentes  à  l'enveloppe  passent  par  le 
centre  du  cadran.  La  même  courbe  est  l'enveloppe  de  la 
droite  qui  passe  par  les  extrémités  des  prolongements, 
jusqu'au  cercle  du  cadran,  des  aiguilles,  et,  si  on  la  fait 
tourner  autour  du  centie  jus(ju'à  ce  que  les  points  de 
rebroussements  viennent  sur  les  rayons  où  les  aiguilles 
se  superposent,  elle  sera  l'enveloppe  de  la  droite  qui 
passe  par  l'extrémité  de  l'une  des  aiguilles  et  l'extrémité 
du  prolongement  de  l'autre. 

^)i,  sur  le  prolongement  de  OB,  on  prend  BI  =  — OB, 

le  cercle  décrit  du  point  V  avec  le  rayon  BI  sera  coupé 
])ar  le  prolongement  de  CB  en  un  point  K,  tellement  que 
l'angle  KIB  est  égal  à  l'angle  BOC,  ou  onze  fois  l'angle 
AOB,  en  sorte  que  l'arc  de  cercle  BK  aura  la  même  lon- 
gueur que  l'arc  BA.  Ce  point  K  est  donc  un  point  de 
répicvcloïde  décrite  par  le  point  de  contact  A  quand  le 
cercle  IB,  en  partant  de  la  position  où  il  touche  le 
cercle  OA  en  A,  roule  sur  ce  cercle  directeur,  et,  le 
point  B  étant  le  centre  instantané  de  rotation,  KB  est 
normale  à  cette  courbe.  Ainsi  les  normales  à  l'épiey- 
cloide  sont  tangentes  à  1  enveloppe;  celle-ci  est  donc  la 
développé(;    de    l'épicycloide    extérieure    au    cercle    du 

cadran,   et   sa  longueur  sera  égale  à  '2?,  X  (  — ^  -H  —  )  ' 

ou  7  -TT  fois  le  rayon  du  cadran. 
'    i3 


OiESTiONs  !soi\!;ui:s  irAiimniirnoiK  sirÉiMEim-: 

iMtOIM)Stl<S  V\\\  ]\.  UmWW)  LICAS; 

v.lir  ?"  série,  t.  XV,  p.   xri'; 

I'\H   \i.   MORKT-IiLANG. 


1 .  Détennincr  le  de/nier  cJiiJ/'re  du  ii"'""^'  Icrnie  de 
la  séria  de  Lamé  donnée  par  la  loi  de  récurrence 

et  les  conditions  initiales  «0=0,  //,  =  i . 

Les  dcruici-s  cliillix's  forment  néce5.sairein{nit  une  pé- 
riode, qui  recoinmeiieera  loi'scjue  les  derniers  cliillres  do 
deux  termes  consécutifs  redeviendront  les  mêmes.  For- 
mons cette  période  : 

<  ) .  I ,  I ,  '.', ,  3 ,  5 ,  8 .  3 ,  1 .  4  !  ■  '  •  9  ?  4  ?  3 ,  'j , 

o.  -,  7,  4,  I,  5,  6,  I,  7,  8,  5,  3,  8,  I,  9, 

o,  c),  9,  8,  7,  5,  2,  7,  9,  6,  5,  I,  6,  7,  3, 

o.  3,  3,  6,  9,  5.  4'  9'  3.  9,,  5,  7,  r>,  9,  i. 

On  voit  que 

0  termine  les  termes  de  rarii;  60/1/  -î-  ii,  16,  3i.  46), 

1  ))  60 /«  +  (''.,    3,  9,  20,  23,  29,  42,  60), 
■>,                          ))  60 ni  -h  (4>  37,  55,  58), 

3  »  60 /«  -i--  (5,  8,  i4,  27,  45,  4")  48>  54)< 

4  »  60 /«  H-  (10,  i3,  19,  52), 

5  »  6o/« -h  (6,  1 1,  21,  26,  36,  4i,  5i,  56), 
()  »  60 m  -+-  (22,  4o,  43,  49). 

7  »  6o;;i -r- (i5,  17,  18,  24,  35,  38,  44i  47)< 

8  »  Boni  -r  (7,  25,  28,  34), 

9  »  60 ;«  -+-  (12,  3o,  32,  33,  39,  5o,  53,  59); 

7n  peut  être  o. 

Au  moyen  de   ce  tableau,  le  reste  de  la  division  de  Ji 


(  -^-^1  ) 

par  60  fera  connaître  le  dernier  cliiH're  du  «""""  terme 
de  la  série  ou  de  z/„_, . 

On  peut  remarquer  que  les  cliifîVes  qui  terminent  les 
3o  derniers  termes  de  la  période  sont  les  compléments 
à  10  de  ceux  qui  terminent  les  3o  premiers. 

Il  y  a  4  termes  terminés  par  chacun  des  cliifîVes  pairs 
et  8  terminés  par  chacun  des  chilï'res  impairs. 

2.  Fornmlej'  les  restes  vbterius  da/is  la  recherche  du 
plus  grand  commun  diviseur  de  deux  termes  donnés  de 
la  série ^  Up  et  Uq,  en  Jonction  des  rangs  p  et  q . 

Remarquons  :  i"que,  si  l'on  prolonge  la  série  vers  la 
gauche  en  donnant  aux  termes  des  indices  négatifs,  on 
aura 


suivant  que  n  est  pair  ou  impair;  2"  que,  si  l'on  prend 
les  termes  de  m  en  m,  et  que  l'on  désigne  par  v  les  termes 
de  la  séiie  ainsi  formée,  on  aura,  quel  que  soit  le  point 
de  départ, 

suivant  que  ;;/  est  pair  ou  impair,  avec 

lin, 

nombre  toujours  entier. 

Cela  posé,  proposons-nous  de  trouver  les  restes  ob- 
tenus dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur 
de  u p  et  Uq.  Soient,  pour  fixer  les  idées,  (j^p  ot- 
(j  — p  =  m,  et  supposons  qu'on  prenne  les  quotients  par 
excès  si  m  est  pair,  et  par  délaut  si  m  est  impair,  de  ma- 
nière à  avoir  toujours  un  reste  moindre  (jue  la  moitié  du 
diviseur. 


Les  restes  successifs  seront,  d'après  la  formule  (i), 

f^ji  —  iil}     ^fp  —  2/in     "/)  — 3/«?     •  •  •< 

jusqu'à  ce  (jue  Ton  passe  d'un  indice  positif  à  un  indice 
négatif.  Soient  //  le  plus  petit,  </'  le  j)lus  grand  des  deux 
indices  en  valeur  absolue,  et  (/ — p' =  m' -^  on  aura  en- 
suite 

et  ainsi  de  suite.  En  d'autres  termes,  les  restes  seront  des 
termes  de  la  série  ayant  pour  indices  les  restes  qu'on 
obtiendrait  si,  dans  la  reclierclie  du  plus  grand  commun 
diviseur  entre  p  et  m,  on  faisait  les  divisions  par  sous- 
tractions successives. 

Les  restes  sont  ainsi  exprimés  en  termes  de  la  série 
dont  les  indices  sont  fonctions  de  p  et  (/.  Nous  verrons 
plus  loin  l'expression  d'un  terme  de  la  série  en  fonction 
de  son  indice. 

3.    Traiter  les  mêmes  questions  pour  la  série 

O,    I ,    2,    5,    12,    . . ., 

données  par  la  loi  de  récurrence 

M^_f-2  ^=^  2  U,i^i  -h  //„, 

et  généralement  pour  les  séries  récurrentes  du  premier 
genre  données  par  la  loi 

dans  laquelle  a  et  b  désignent  des  nombres  premiers 
entre  eux. 

La  période  des  derniers  cliilîVes  se  forme  de  la  même 


manière;  clic  osl,  pour  la  première  série, 

o,    I,   ■},  T),   ■>.,  9,  (),  (j,  <S,   5,  S,    i; 

0  termine  les  termes  de  ran^   1  2//^  h-  (  i ,  -  ), 

1  »  f>.m-h(9.,i9.), 
■>.                           »                          I2//1  -h  (3,  5  ), 
5                           ))                         1 2  /n  -t-  (  4 ,  I  o  ) , 

8  »  i3m  H-  (  9,  1 1  ), 

9  »  1 9. /n  -t-  (G,  8). 

Aucun  tenue  n'est  tenuiué  par  3,  4 7  5,6. 

Les  formules  (pii  expriment  les  restes  obtenus  dans  la 
recherche  du  plus  graud  (ommun  diviseui"  de  iip  et  »^ 
en  termes  de  la  série  restent  les  mêmes  que  pour  la  série 
de  Lamé. 

Considérons  la  série 

o,    I.   r/,   a-^h.   œ'^-'icib,  a' -^ '6  a- h -h  h- , 
a'-h  .\a^b  -h  3a/y-,  a'' ^  ôa' h -h  6  a- h- -{- b'\   ..., 

dont  la  loi  de  récuri'euce  est 

l(„_^2=:  ««,.,^,-H  hit.,. 

Si  ] Ou  prend  les  termes  de  m  en  ///,  et  qu'on  désigne 
par  \'  les  termes  de  la  sin-ie  obtenue,  on  aura 

''«-+-2  ^^—  -^  ''«-Hl  ^    b        i',1, 

suivant  (\iw.  ni  est  pair  ou  impair,  avec 

nombre  eutiei-. 

Si  l'on  a  soin  de  supprimer,  dans  chaque  reste  obtenu 
dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de  Up 
et  «^,  le  facteur  b"^  qui  est  premier  avec  le  diviseur, 
puis  Z»'"',  quand  on  sera  ramené  à  chercher  le  plus  grand 
(commun  diviseur  de  11  p,  et  //y/,  ...,  la  loi  des  restes 
sera  la  même  que  dans  les  deux  cas  déjà  considérés. 


4.  Irous'f^r  l'expression  ^(■né/ale  </u  tct/nr  (h^  hi 
série,  en  siip/msanf  //y=(),  Uf=\,  f/ ne/ les  f/ue  soient 
les  valeurs  de  a  cl.  A. 


La  fonction  gcncialrici;  (1(;  la  série  est 


'  —  au—  h.r'        ,a-^^  a-  ^-  i  b 


•xb 


\a- 


•xb 


-) 


V  a--t-  '\b\  —  «  H-  V  rt-H-  4  b 
\  'ib 


a-r-^a'^-^-kb 
Vb 


U/i  est  le  eoeflicient  de  a:"~'  dans  le  développement  de 
cette  fonction  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes 
de  x\^  on  a  doue 


V^'+'i^, 

V 

ou 

'.^ 

i"-^b  H a"~'b- 


I  1.3 

{n  —  4  )  (  '^  —  5  )  (  /?  —  6  ) 


a"^-'b^ 


Si  l'on  fait  <7  =  i ,  Z»  =  i ,  on  a,  pour  la  série  de  Lamé, 


I 


et,  en  faisant  a  =  •>.,  A  =  i ,  on  a,  pour  la  série  du  n"  3, 


"«  =  — -^(I+v•0"■ 


I-\  '* 


J"J- 


Nous  avons  obtenu  les  restes  de  la  reclierche  du  plus 
grand  commun  diviseur  entre  Up  et  u,^^  exprimés  eu 
termes  de  la  série  dont  les  indices  sont  l'onclious  de  // 
et  âf  ^  on  pourra  donc  exprimer  les  restes  eux-mêmes  <;u 
fonction  de  p  et  q. 

.4i)ii.   df  Ma'hcmat.,    >"  s<-iii',  I.  XX.  (.liiiii    iSSi.)  I^ 


o.  >Si  p  (l(\sii^iip  un  nombre  premier  (H  iipV  expression 

Up^=.     î 5 

dêmo7ilrer  que  u p_^f  est  divisible  par  p  si  h  est  un  non- 
ic'sidu  (piadr(ili(pie  de  p^  ei  (pie  «y,_,  est  divisible  par  /), 
en  exceptant  les  valeurs  de  a.  pour  lesquelles  a- — b 
est  dii'isible  /)ar  p^  si  b  désigne  un.  résidu  quadratique 
de  p. 

Ou  a 

Développant  et  suppriDiaut  les  termes  qui  coutieuuent 
le  facteux-  /?,  on  a 

Wja-Hi  ^^  2  (/:> -i- i)«\«/'"^' H- 6    ^    '     (mo(i./>). 
Or 

«^~'  ss  I      (mod.  p  )  (théorème  de  Fermai), 

et,  b  ('tant  un  non-résidu  f[ua(lrati(|ue  de/>, 

b    -    ^  —  I      (  inod.  p  )  ; 
donc 

;/y34-i  ^  o     (niO(l./>),  c.   (j.   K.   n. 

On  a 

«p_,= — 

\b 

^  —  ■.ia\a''-^ 


a'''  ■'  b  -h  aP    ■  //-  -h ...  -H  /y    ^ 
a\(  a-  )    -    —  h    -  —  '.iaii  —  i  ) 


a^  —  b  a- —  b 


mod.  p). 


Le  numérateur  ^=^  G  (luod.  p),  c'est-à-dire  qu'il  est  di- 
visible par  p;  donc,  si  a- —  b  n'est  [>as  divisible  par />, 
«yt,_i  le  sera  nécessairement. 

c.    Q.    r.    D. 


(  '^•■">9  ; 

8.    Ii(\sou(li('  coniplclcmciit  l' ('■iiiuilioii 

x'--\-{x  +  I)M-.  ..-t-\x-^  (n  —  l)]- trr  Jî 

pour  les  valeurs  de  n  éqales  à  9.^  i  \  ^  9.?»^  -i.^. 

J-^  +  C-r +  !)--(-...+  [.r  +  {n  —  i)]" 

=  n  ,r-  ^  -  ni  n  —  \)  x  -\ ?:=  >'-. 

5 

i"  Soit  /f  ^^  r>,  : 

i         '"     \' 
2  .r-  -J-  ^  .r  -h  r  rrr  r-  TT-J  I  H .r 

'>  //?  //?-     ,       ;?? 

/2  n^  Il 

(lOù 

9,  /?  (  ni  —  n^ 


.r 


9.  n^ —  ni' 


jc  sera  entier  el  positif  si  l'on  a 

2  n- —  /}l~z=zl        ou       9  n'^ —  A/i-=:2. 

Dans  le  second  cas,  77i  doit  être  pair',  posons  alors 
m  =  ini. 

On  a  à  trouver  les  solutions  des  deux  équations 

(  I  )  ni^  —  2  «-   =  —  I , 

(2)  n- —  2m'-  r=  I  . 

Elles  seront  données  par  les  réduites  de  rang  pair 
pour  (i)  et  do  rang  impair  pour  (a)  dans  le  dévelop- 
pement de  ^^2  en  fraction  continue.  On  obtient  ainsi  les 
doubles  séries  de  valeurs 

m=.\,  7,  41,  289,    iSgS,  81 19 

«  =  1,  5,  29,  169,     985,  0741 

m=o,  4'  24.  i4o,  816,  4736,    ..., 

/i  =z  1 ,  3,  17,  99.     577,  3363 


(     0.()0     ) 

On  en  déduit  les  deux  s«'ries  de  valeurs  de  .v 

£cr=      o,  20,  696,  9,366o,  808760,  2-304196.    ..., 
a::=—i,     3,   119,     ^o5g,   137908^     4684659,    .... 

qu'on^peut  réunir|en|une  seule] 

.r  =  — I,  o,   3,   20,    119,  696,   4059,^28660,    187908,   803760,    . 

dont  la  loi  de  récurrence  est 

?/„+3  —  7  (  /(„  +  i  —  fin+l  )  +  ll„  . 

2"  Soit  fi  =  11: 

1 1  .r-  -h  iio.r  -]-  1 1  X  35  r=  y^ 
ou 

Il  (  j7  4-  5  )-  +  1 1  o  =;  1'-, 

)■-—  1  I  (.r  -4-  5)^r=:  I  10. 

Posons 

1'  =:  ±:  1 1  (  .?•  +  5  —  10//)! 

y  étant  évidemment  un  multiple  de  i  i  ;  l'équation  de- 
vient, en  divisant  par  1 10, 

(.-r  +  5)-^ — 22 // +  1 10//- =  I , 

et,  en  posant  .r  -f-  5  —  i  i  /«  =  d=  .t,  , 

.r  j  —  1 1  //-  =:  I  . 

Les  valeurs  de  x,  et  de  11  sont  données  par  les  ré- 
duites de  rang  impair  dans  le  développement  de  y^i  i  en 
fraction  continue  ;  ce  sont 

j;-l=:l,  10,  199,  3970,  79201,  l58oo5o,  ..., 
l/=:0,       3,   60,  II 97,  28880,   476408,  ..., 

Cl,  comme  .r  =  i  1 11  —  ')  =p  .ri,  on  a  les  deux  séries  de 
valeurs  dv.  T 

a:^  — ('),    18,    'i')!),      9I9■^    i83'i7'|,    3660878,    ..., 
.r--^— 4,   38.   s:)',.    1-132,   3',  1876,   682().'478,    ..., 


et  les  deux  séries  de  valeuis  corresj)oudanLes  de  ) 

y  =:.  i  \ ,      '-- ,    i5;<(),    3o5o3,      ()o853i,    ..., 
r  =:  1 1 ,    I  '|3,  'iHi^,  r)()837,    1 1 338()  i ,    .... 

La  loi  de  récurrence  pour  chaque  série  esl 

/<„+3  =:>.\{  ii„+.  —  u„+i  )  +  u„ . 

3"  Soit  71  zz=  A'i  : 

23 .r-  +  23  X  2  2  .V  ■+-  23x1 65  ^=  y- 
ou 

y'^  —  23  (  j"  4-  !  I  )■-  =:  23  X  44 

^y  est  multiple  de  23  ). 

Posons 

y  ^  ±  23(.^-  -+-  1 1  —  2  2  it)  ; 

l'équation  devient,  en  divisant  par  j3  X  '^2, 

(  J^  +  I  I  —  23  {/)- —  23  «■-  =  2, 

ou,  en  posant  x  -+-  i  i  —  24«  =  ±-C|, 
a',  —  23«"-  =:  2. 

Les  solutions  de  cette  équation  sont  données  par  les 
réduites  de  rang  pair  correspondant  au  quotient  complet 
de  dénominateur  2  dans  le  développement  de  \J'2.'5  en 
fraction  continue;  les  dénominateurs  des  quotients  com- 
plets sont 

7>  2,  7,   I,  7,   I,  7,   1,    

,5 
Une  seule  réduite  satisfait  à  la  question  :  c'est  -• 

On  a  donc 

.r,  =:  5,        M  :=  I  ,        d'où       .C  =  12  ip  5, 

^"-  7'    /=  92, 

X—:iy,       y=rl38. 


(  -jXyi  ) 
Eli  cloniiaiit  à  u  la  valeur  —  i ,  ou  aurait  les  solutions 
négatives 

.r  rrr —  29,       .rzn—  89. 

4**  Soit  n  —  ^.zf. 

24^f--r-  24  X  23  j:  -f-  4  X  23  X  47  =^T- 
OU 

6(20^  -h  23)--f-  I  l5o  =  7'". 

ax-f-  '3,  1  i5o  et  j  étant  premiers  entre  eux  deux  à 
deux,  on  peut,  si  l'équation  est  résoluble,  satisfaire  à 
l'équation  indéterininée  du  premier  degré 

y  r=  /^  (2.r  -f-  23)  —  I  i5o?/, 

où  ^  et  a:  seraient  d(;s  valeurs  données  satisfaisant  à  l'é- 
quation du  second  degré,  et  /i  et  a  des  indéterminées. 
Substituant  cette  valeur  de  j)  ,  on  a 

{n^  —  6)(2  j:--!-  2  3)- —  23oo//«(2or-i-  2  3)  H-  i  i5o-?<'-^r=  u5o. 

Jl  faut  que  n- — 6  soit  divisible  par  i  i5o^  or, 

34"^ —  6  :=  I  i5o. 

Posons  donc  n  =^  34  et  divisons  par  i  i5o  ;  il  vient 

(  2  J7  H-  23  )-  —  68  </  (  2  .r  -}-  23  )  4-  II  5o  u-  =r.  i 
ou 

(^  2  .V  -\-  23  —  34  U  )-  —  G  M  '  —-.  I  , 

ou,  en  posant  a.r  =::  23  —  34«  =  =t  •*!, 
a-\  —  O//-  —  1 . 

JjCS  solutions  de  cette  équation  sont  doiniées  par  les 
réduites  de  rang  impair  dans  le  développement  de  y/d 
en  fraction  continue^  ce  sont  : 

a7,tr--i,  5,    '\Ç),  48">,    .'1801,  f\-lj9Ji,  47<''i'i!)-    'iliÔtkjr),") 

U-=r.O,    2,    20.     I()8,      1()(k>,     I()'|02,     I()2o6o.     I()0II()8 

34  //  —  28  ±:  ./'i 
.r  =r.  . « 


(  •>■<■>-  ) 

d'où 

.r  z^ — M,  lia,  3j3.  3.')<)7,  ,'îr)j()(),    353.')S5.  .'ijou.'.SS 

j;  rzn —  \2,    'AO,    3()'|.    .'>II''..    3()<)<tX,     ,]i  •()<  >(')<  >.    '■Uy.>A)~H\ 

|)(iis 

_r  =  34,    i8''.,    ijsn.    i;*;;,^ 

1'— ^3,'|,    i;")8,    iV|(J,    i.')3(i< 

La  loi  de  rccurreiH'c  pour  chacune  des  (jualre  séries  t;.sl 

y.  Dcmonfrcr,  Sdus  se  servir  de  laTahle  des  iionihres 
f)re/iiiers,  (jue  .>■"  —  i  csl  un  iiouihre  pretniev . 

dont  la  racine  carrée,  à  une  unité  près,  est  4634o. 

Jl  faut  démontrer  que  a'"  —  !  n'est  divisibl(;  par  aucum 
uonibre  premier  inférieur  à  46>^4'^- 

Or,  2^'  — I  n'adnicL  que  des  di\iseurs  de  la  i'oi-nie 
62/??  -h  I,  et  comme  ils  doivent  diviser  aussi  2^- —  2,  qui 
est  de  Ja  forme  t- —  ni-,  et  n'admet  cpie  des  diviseurs  de 
la  forme  (S /;<-+- i  et  8//<-h7,  les  diviseurs  de  2^' — i 
doivent  être  de  la  forme  248///  -f-  1  ou  248 ///  -+-  63. 

11  y  a  (  ^  ,'\  j  r=:  186  nondjies  de  cliacjue  iorme  infé- 
rieurs à  46340,  parmi  Icsipiels  on  peut  supprimer  ceux 
qui  ne  sont  pas  premiers. 

A  cet  effet,  je  représente  les  186  nombres  de  tdiaque 
série  par  son  numéi'O  d'ordre  i,  2,  3,  4.  •  •  •  •!  '86. 

Considérons  d'abord  les  nombres  248//*  -f-  i  . 

Soient/;  un  nond)re  premier,  /■  le  reste  de  la  division 
de  248  par/',  et  n  le  niuuéro  d'ordre  du  premier  leinn' 
divisible  par /k  on  aura 

t  ^-  nr  -.-.-  nij'     011      1)711       nr  -n.  1 . 


(  'M  ) 

n   sera  donné   rapidetncnt    par    Ja    réduction   de  —   eu 
^  ^  n 

fraction  continue*,  ce  sera  le  numérateur  de  l'avant-der- 
nière réduite^  pris  avec  le  signe  -h  ou  le  signe  —  suivant 

(jue  cette  réduite  est  de  rang  pair  ou  impair,  -  étant  la 

première.  S'il  est  négatif,  on  le  remplacera  par  le  coni- 
])lément  à  p.  On  effacera  les  nombres  u  -f-  hp. 

Pour  les  nombres  248/?^-+- 63,  il  faudra  multiplier 
celte  valeur  de  n  par  le  reste  de  la  division  de  63  par  /> 
et  supprimer  le  mulliplc  de  p  contenu  dans  bî  produit. 

En  opérant  ainsi,  et  ayant  égard  ans  nombres  pre- 
miers <^  263,  il  ne  reste  dans  la  première  séiùe  que  les 
termes 

21,  24,  26,  29,  32,  35,  36,  .41, 

59,  62,  66,  71,  74,  80,  8i,  87, 

96,  104,  lo"),  I  10.  III,  116,  117,  120. 

146,    147,  i5o,  r55,  i()i,  162,  171,  176,  i8o, 

où  n  représente  :i/\'6n  -f-  i ,  et  dans  la  seconde  série 

I,  ."),  10,  II,  2.0,  22,  2.5,  37,  .'16,  .'17.  52, 

58,  62,  65,  68,  7(5,  82,  85,  86,  95,  ii3,  118, 

r2i,  122,  125,  i36,  187,  142,  I /jS,  148,  i63,  166,  167, 

170,  172.,  173,  176,  178,  iS5, 

où  n  représente  2487^-|-63. 

En  tout,  85  diviseurs  à  essayer. 

Si  l'on  écrit  les  produits  d(î  248  par  les  neuf  [)rcmiers 
nondjrcs ,  tous  ces  di\iscnrs  s'obtiendront  immédia- 
tement ou  par  l'addition  de  deux  nombres. 

Trois  seulement,  3ii,  i3o3,  i  489,  donnant  des  cpio- 
tienls  de  sept  cliiffres,  on  vérifie  par  la  division  ordi- 
naire ([u'ils  ne  divisent   par  2.1  47 483 647-  Pour  tous  U-s 


6, 

1 1, 

17, 

/,5, 

4/^ 

5o, 

89. 

9-'-> 

9''' 

25, 

126, 

i'.6, 

82, 

186, 

(  ^^'^  ) 

autres,  ou  peut,  opérer  par  loi^arilliines^  les  Tables  à 
7  déeimales  douueut  avec  certitude  le  dernier  chiffre  du 
quotient,  et  l'on  ne  conserve  que  les  diviseurs  dont  le 
dernier  chilTre  multiplié  par  le  dernier  chiffre  du  quo- 
tient donne  un  produit  termiiK'  par  7. 

Cette  (condition  n'est  retn[)lie  (pic  [)ar  les  nombres  sui- 
vants : 

(       5953,      ij'Joç),      1S353,      '.^oSqc),     :>,  ii/jS, 
Diviseurs  .  .  .   \ 

I    o-'.iSi,     ■M)-6i,     3î^3o3,     4o4^7' 

(  300-39,    I'.', u)53,    1 17009,   loS^jS,    101559, 
Quotients.  .  .    -,  '  \  "        ^ 

I    78717,     7-^K)7,     00.'i79,     ;j3oii. 

Les  preuves  par  ()  et  par  i  i  montreut  que  le  produit 
de  l'un  de  ces  diviseurs  par  le  quotient  correspondant  ne 
peut  pas  être  égal  à  ■2i^y4^'i64y  ;  donc  ce  nombre,  n'ad- 
mettant pas  de  diviseur  inférieur  à  sa  racine  carrée,  est 
un  nombre  premier.  c.  q.  f.  u. 

Note.  —  Jl  reste  à  résoudre  les  miinéros  G  et  7. 


COKRKSPO\DANCE. 


Extrait  d'une  Lettre  de  Jl.   Ilaillecourt , 
inspecteur  Itonoraire  de  L' V niveisité. 

Le  principe  invoqué  par  M.  Barbarin,  dans  sa  Note 
sur  le  plnniniètre  polaire  (  voir  'k^  série,  t.  XIX,  p.  212), 
pourrait  s'énoncer  ainsi  (/'o//' la  figure)  : 

I^ourvu  f/ue  IV  V  =^  lîA,  lî  et  IV  étant  sur  une  même 
circonférence  (pd  a  G  pour  centre.  L'angle  ACA'  est 
invariable. 

Pour  s'assurer  de  la  fausseté  de  ce  prétendu  principe, 
il  n'est  nécessaire  que  d'examiner  un  des  nombreux  cas 


(  -jM  ) 
parliculiers  qui  se  présentent;   prenons-en  deux  seule- 
ment. 

1°  Soient  A  «-t  A'  à  l'iiilini;  ACA',  égal  à  l'angle  de 
B'A'  avec  HA,  serait  égal  à  13CIÎ',  ce  qui  est  impossible, 
puisque;  13' A' peut  tourner  autour  de  IV,  sans  que  ni  H 
ni  A  soient  déplacés  ; 

2"  Si  r  est  une  ciiconférencc  ayant  B  pour  centre, 
B' se  confond  aAcc  B,  lVCB  =  o;  mais  A'CA^o,  saut" 
pour  le  cas  où  CA  est  tangent  à  F  1^*). 

Reste  à  expliquer  comment,  en  ])artantd'un  pi'incipe 
faux,  l'auteur  peut  arriver  à  la  démonstration  des  for- 
mules (7)  et  (8),  qui  sont  exactes. 


I 


lirpoii.se  do.  jSI .  Barbcirin. 

.le  reconnais  pleinement  la  justesse  des  trilitpu's  de 
M.  Haillecourt,  et  il  sullit  en  eli'et  de  jete-r  les  yeux  sur 
Xa.  fig.  I  de  mon  Article  [)our  recoiinailic  que  le  dépla- 
cement lini  de  la  tigure  de  forme  variable  AHC  ne  peut 
être  assimilé  à  une  simple  rotation  autour  du  point 
lixe  (>,  ce  qui  serait  vrai  si  la  iignre  avait  une  forme 
invariable. 

Toutefois,  on  peut  voir  (jue,  au  point  de  vue  des  indi- 
cations du  planimètre,  tout  s»;  passe  en  effet  comme  si 
celte  lotalion  seule  existait,  ,1e  me  permets  donc  de  vous 
donner  ci-après  la  nouvelle  rédaction  d'après  lacpielie 
mon  Article  devrait  être  conçu,  et  vous  prie,  etc. 

On  peut  passer  dv.  la  position  ABC  du  levier  à  la 
position     infiniment    voisine    A'IVC    par    une     rolalion 

d'angle  A(^S!'  =  (Im  aulour   du    point    (i\e    ('.,    sui\ie 


(^  \  r>n  «-iiiipos'-  lin   nioiivpiiii^iil    i  iilininioiil    |ii'lil. 


(  ^-'^7  ) 
d'une  lianslaliou  lecliligne  A"A'  tluiis  It;  sens  du  rayon 
vecteur  C  \'[  fi  g .  i  ) . 

1-ifr-  '■ 


1°  L  ellet  de  la  l'oLalion  est  de  faire  tourner  les 
rayons  CA,  CO,  CB  de  l'angle  f/(o  ;  donc,  en  employant 
les  mêmes  notations  que  dans  mou  précédent  Article 
(p.  2i2-2i5)  et  en  désignant  par  f/S  l'arc  de  cercle  00", 
on  a 


(h. 


--  l  rt-  +   6-2  —  b'-  ) 


ih< 


a  +  6)c/ScosCOB; 


dans  ce  mouvement,  la  roulette  a  enregisti'é  la  quantité 
r/S  cos  COb  =  cZ«,  et  l'on  a 


ch 


{a-  +  c-  —  6-  ) h  (  rt  -h  y  )  du 


7."  Analysons  maintenant  l'ellet  de  la  translation  du 
point  A  sui\  ant  A"A'.  Ce  mouvement  peut  lui-même  être 
considéré  ifig'  2)  comme  la  résultante  d'une  translation 


(   l^(i8  ) 
parallèle  qui  tiausporlerait  A"H"  eu  A'B"',  suivie  d'une 
rotation  autour  de  A'  qui  porte  enfin  A'B'"  suivant  A'B'. 

Fi(j.   .. 

A' 


/      » 


Dans  la  translation  parallèle,  le  point  O  décrit  la  droite 
Q//Q///__  4^"^/  yt  ]^  roulette  enregistre  un  nombre  égal 

àO"0'"sinO^^". 

Dans  la  rotation,  le  point  O'"  décrit  l'arc  0"'0'  et  la 
roulette  indique  un  nombre  qui  est  précisément  la  lon- 
gueur de  cet  arc;  donc  l'indication  totale  de  la  roulette 
pour  le  passage  de  O"  en  O'  est  la  somme  algébrique  des 

quantités  0'"0'  et  0"0"'  sinO^^V". 

Désignons  un  instant  par  a  l'angle  CA"B"etpar[3 
l'angle  A"CB"5  l'indication  totale  dv  de  la  roulette  pour 
le  passage  de  O"  en  O'  est  donc 

f/p  =  A"A'siii  a  +  a  (H, 

rfa  étant  l'angle  B'A/B".  Mais 

p  =  CA"  =1  b  «'OS  [ï  -t-  (a  +  (•)  cos  a  ; 


doi 


r/p  zzz  A"  \'  =:  —  h  ftin  [îf/^  —  [^a  -|-  c)  sin  x  (h, 


(  ^^A)  ) 

donc 

dv  =—   fj  siii  3  sin  ar/[j  —  (<7  -1-  c)  siu-a  ^/a  -f-  r/r/a, 

eiilin,  dans  le  triangle  cB"A'',ona 

h  a  -h  c  _ 

siii  a  siii  j   ' 


don 


dv  r= sin-  Se/S  —  (a  -h  c)  sin-ar/a  -f-  «<^/a; 

par  conséquent,  en  délinitive,  rindication  de  la  roulette 
pour  le  déplacement  élémentaire  du  point  A  au  point  A' 
est  la  somme  algébrique  du  -+■  dv.  L'indication  totale 
correspondant  au  secteur  plan  CPQ,  balayé  par  le  pla- 
nimètre,  est  par  conséquent 

jdu  +  fdv  —  \}-^\, 
avec  la  relation 

aire  CPQ  =  {a'--^c'-  —  b')  '"'  ~  '"'  +  (a  +  1>)V . 

Admettons  maintenant  qu'on  fasse  décrire  à  la  pointe 
A  un  contour  Jé/vz/e  quelconque.  Je  disque  l'intégrale  V 
est  nulle.  En  effet 


Or 


—  (  a  H-  c)/'sin^  a  d-x  -)-  a  fdi. 


f 


•   ,     ,          I            I     • 
SMi-arta  rr:  -  a sin  2  a. 


2  .'( 


/sin2  3r/3=  -3  — t  sin  2  3, 

J  2  4 

-i-  (  (7  4-  c  j  f  7  si n  2  a a  |  +  r/ : 


Or,  dans  le  tiiangle  CB''A'''.  Ja  .somme  des  deux  angles 
a,  [3  est  toujours  inférieure  ou  au  plus  ('i,'ale  à  -.  Donc  ces 
deux  angles  oscillent  nécessairement  entre  zéro  et  un 
maximum  moindre  que  tt;  il  en  résulte  que,  lorsque, 
après  avoir  décrit  complètement  le  loulour  fermé,  la 
pointe  mobile  A  est  revenue  au  point  de  départ,  les 
angles  a,^  sont  revenus  à  leurs  valeurs  initiales,  et,  par 
conséquent,  l'intégrale  délinie  Y  est  nulle. 

Du  reste,  dans  l'appareil  de  M.  Amsler,  CIV'=  A"B"; 
donc  7.  =:  'ii  et  h  =  a  -A-  c.  On  a  alors 


I 


/ 


r/c  ::=  Z»  -  S  i  m  a  —  cy., 


et,  a  oscillant  forcément  entre  o  et  -  ?  on  a  encore  V  =  o. 

Par  conséquent,  suivant  que  la  pointe  iixe  G  est  à 
Fintéricur  ou  à  l'extérieur  du  contour  fermé,  on  a 

S  =  («2  +  c'-— //-)- -h  («  ^- Z')T1 
ou 

s  =  («  +  />)  r. 

Pour  répondre  maintenant  aux  objections  de  M.  Hail- 

Iccourt,  il  suflit  de  dire  : 

1°  Que  si   r    est    une   circonférence    ayant    B    pour 

.^~\  '-'T^  ^^ 

centre,    ACA'    vaut  BCB"  et   non  BCB',  qui  est  nul  en 

effet,  la   rotation  di»   avant   pour  résultat  d'amener  B 
en  B"  et  la  translation  VA'  ramenant  B"  en  B. 

2°  Si  A  et  A'  sont  à  rinlini  [  nous  sortons  ici  de  l'em- 
ploi pratique  du  planimètrt-),  comme  ils  sont  du  reste 
sur  le  même  rayon  vecteur  parallèle  à  l'asymptote  de  la 
courbe  F,  la  rotation  (/(<)  n Cxiste  plus,  et  l'angle  BCB" 
est  nul,  ainsi  (pie  A(^.V'.  Quant  à  l'angle  BCB',  il  est 
indéterminé,  la  ligne  B'A'  n'étant  pins  assujettii>  (pi'à 
être  ])arallèl('  à  l'asymptote  et  le  point  IV  pou\ant  être 
pris  en  nn  poini  (|n('l<(in(pie  de  la  circonlerence  (>B. 


3"  Les  caltiils  laits  plus  haut  expliquent  toiniuent, 
en  partant  d'un  principe  faux,  j'ai  pu  arriver  à  un  n-sul- 
tat  exact,  puis([U(',  en  applicpiant  ce  principe,  j'étais 
conduit  à  négliger  des  cpiantités  cpic  l'application  du 
priiu:ipe  vrai  fait  considériîr,  mais  dont  l'ensemble  est 
sans  iuUuence  sur  le  résultat  iinal.  (]v.  dernier,  dès  lors, 
doit  être  le  même  dans  les  deux  cas. 


Extrait  (l'ii.'/n  IclLre  de  31.  /'".  J ainc.t . 

En  i8j4i  je  erois,  M.  Painviu  avait  proposé,  dans  les 
JSonvelles  Annales,  de  démontrer  que  les  quatre  hau- 
teurs d'un  tétraèdre  sont  sur  un  même  hyperboloide.  La 
démonstration  de  ce  théorème  se  trouve  dans  plusieurs 
Ouvrages,  notamment  dans  la  traduction  allemande  de 
l'Ouvrage  de  M.  Salmon.  \oiei  cependant  une  démon- 
stration qui,  je  crois,  n'a  été  publiée  nulle  part.  ^  ous 
A'oudrez  bien  l'insérer,  si  vous  jugez  qu'elle  puisse  inté- 
resser vos  lecteurs. 

Je  m'appuierai  sur  le  ihéorèine  suivant  : 

Si  quatre  foi  ces  se  font  éijuilihre,  elles  sont  situées 
sur  un  niênie  hyperholoïde  ('). 

En  ellét,  la  somme  de  leurs  moments  par  rapport  à 
une  droite  quelconqne  doit  être  nulle.  Si  l'on  consi- 
dère, en  particulier,  une  droite  qui  rencontre  trois  des 
forces  considérées,  comme  les  moments  de  ces  trois 
forces  par  rapport  à  cette  droite  sont  nuls,  le  moment 
de  la  c[uatrième  est  nul  aussi,  et  par  suite  la  droite  ren- 
contre la  cpiatrième  force.  Ainsi  toute  droite  qui  ren- 
contre les  trois  premières  forces  rencontre  la  quatrième  : 

(')  Proposi*  comme  exercice  dans  TOuvrage  de  .M.  (.iarcel 


(  -^T'^  ) 
c'est  dire    que    les    quatre   forces    sont   sur    un    même 
liyperboloïde. 

Cela  posé,  j'aurai  démontré  le  théorème  si  je  fais  voir 
que  (juatre  forces  dirigées  suivant,  les  quatre  hauteurs 
d' un  tétraèdre  et  proportionnelles  aux  faces  opposées  se 
font  équilibre.  Or,  si  l'on  projette  les  quatre  faces  d'ua 
tétraèdre  sur  un  plan,  et  qu'on  donue  à  la  projection 
d'une  des  faces  le  même  signe  qu'au  cosinus  de  l'angle 
que  fait  une  même  direction,  prise  sur  une  droite  per- 
pendiculaire au  plan  de  projection,  avec  la  direction  de 
la  hauteur  correspondante  qui  va,  parexenqjle,  du  som- 
met du  tétraèdre  à  celte  face,  on  voit  que  la  somme  algé- 
brique de  ces  projections  est  nulle.  Or  cette  somme  est,  à 
un  facteur  près,  la  somme  des  projections  des  forces  con- 
sidérées sur  l'axe  du  plan  de  projection.  Donc  la  somme 
des  projections  des  quatre  forces  sur  un  axe  quelconque 
est  nulle. 

Il  en  résulte  que,  si  l'on  construit,  par  la  méthode  de 
Poinsot,  la  résultante  générale  et  le  couple  résultant  des 
forces  considérées,  on  trouvera  que  la  résultante  géné- 
rale est  nulle. 

Je  dis  que  le  moment  du  couple  résultant  est  aussi  nul . 
En  effet,  soit  ABCD  le  tétraèdre.  La  somme  des  moments, 
par  rapport  à  l'arête  AH,  des  deux  hauteurs  issues  des 
sommets  A  et  H  est  évidemment  nulle.  Si  l'on  désigne 
par  S(  l'aire  de  la  face  ABC,  par  a  l'angle  dièdre  des 
deux  plans  ABC,  ABJ),  par  //,  la  hauteur  issue  du  som- 
met D,  le  moment,  par  rapport  à  AB,  de  la  force  dirigée 
suivant  cette  hauteur  est,  au  signe  près,  KS,//|  cota.  Le 
moHKînt  de  la  force  issue  du  sonunet  C  est,  encore  au 
signe  près,  KSa/zoCOta,  So  désignant  l'aire  de  la  face 
ABD,  //.j  la  hauteur  correspondante. 

Si  main  tenant  l'on  remarque  que  ces  deux  moments  sont 
de  signes  contraires  et  que  Sj/ai  =  Sj/jai  il  en  résulte  que 


(  273  ) 
la  somme   des   moments  des  quatre  foi-ces  par  rapport 
à   AB    est    nulle;  il  en   est  de  même  de  la  somme  des 
moments  des  forces  par  rapport  à  AC  et  à  BC. 

Si  donc  l'axe  du  couple  résultant  n'est  pas  nul,  il  doit 
être  dirigé  perpendiculairement  à  la  face  ABC;  mais  il 
doit  aussi  être  perpendiculaire  aux  trois  autres  faces  du 
tétraèdre,  ce  qui  est  impossible.  Il  faut  donc  admettre 
(ju'il  est  nul. 

Reniarque.  —  Le  tliéorème  que  je  viens  de  démon- 
trer peut  encore  servira  démontrer  le  suivant,  qu'on 
donne  souvent  comme  exercice  de  Mécanique  : 

Si,  aux  centres  de  gravité  des  faces  d'un  tétraèdre, 
on  applique  quatre  forces  perpendiculaires  à  ces  faces 
et  proportionnelles  à  leurs  aires ,  elles  se  font  équi- 
libre. 

En  effet,  les  centres  de  gravité  des  faces  d'un  tétraèdre 
sont  les  sommets  d'un  second  tétraèdre  liomothétifjue  au 
premier  par  rapport  à  son  centre  de  gravité. 


Extrait  d  une  Lettre  de  JI.  Cranihey . 

Permettez-moi  d  attirer  l'attenlion  de  vos  lec^teurs  sur 
un  mode  de  description  des  courbes  du  second  ordre 
qui  me  semble  peu  connu. 

Soient  deux  droites  rectangulaires  indéfinies  HI,  KL, 
qui  se  coupent  en  P.  Prenons  deux  points  fixes  A  et  B 
sur  la  première  et  un  point  quelonque  C  sur  la 
seconde.  Traçons  AC  et  BC  :  élevons  en  A  une  perpen- 
diculaire sur  ACqui  coupe  BC  en  M,  et  sur  BC,  au  point 
B,  une  autre  perpendiculaire  qui  coupe  CA  prolongée  en 
M'  :  si  le  point  C  décrit  la  droite  KL,  les  points  M  et  M' 
décrivent  deux  coniques  de  même  espère.  Cette  espèce 
dépend  des  positions  relatives  des  points  A.  B  et  P. 

Ann.  de  Miitliéirnit ..  •"*^  série.  I.   \\.   '.luin    i'<Si.,  l8 


(  '>-A  ) 

Supposons  il'abord  le  point  P  en  dehors  du  segment 
AB  et  à  gauclie  de  A.  Les  deux  coniques  sont  alors  des 
ellipses  ayant  la  droite  AB  pour  axe  commun.  Les  foyers 
de  la  première  sont  sur  AB^  ceux  de  la  seconde  sur  une 
perpendiculaire  à  AB.  Elles  sont  inégales,  mais  elles  ont 

1         ,  .   .    ,      /  \  H    ^. .    , ,  .  „ 

la  même  excentricité  4  /   ^r-p*  oi   1  on  pose  An  =  in,  et 

qu'on  appelle  2^,  aZ»'  les  longueurs  des  axes  dirigés 
selon  la  perpendiculaire  à  AB,  '>.c  et  2c' les  distances 
focales,  on  a  les  relations 

<•-         c  -         (I- 

Si  le  point  P  s'éloigne  indélinitnent  de  A,  rexcenlricité 
tend  vers  zéro,  et  les  deux  coniques  tendent  à  se  con- 
fondre en  un  cercle  qui  a  pour  diamètre  AB.  En  effi.'t, 
pour  AP  =  oc  ,  les  deux  droites  AC  et  BC  sont  paral- 
lèles, et  AM  est  perpendiculaire  sur  BC. 

Supposons  maintenant  le  point  P  entre  A  et  B.  Les 
deux  coniques  sont  alors  des  hyperboles  ayant  le  même 

/'aTT 

axe  focal  AB.  L'excentiicité  de  la  première  est  i  /  ^^^i 

eelle   de   la   seconde  4/  ^TT"  ^'^^'^    rapports   sont    égaux 

quand  le  point  P  est  situé  au  milieu  de  AB,  et  les  deux 
hyperboles  se  confondent  en  une  seule  qui  est  équila- 
tère.  Quand  le  point  P  parcourt  le  segment  AB,  on 
obtic't  donc  deux  lois  toutes  les  hyperboles  (pii  ont 
leurs  sommets  réels  en  A  et  B. 

Le  cercle  décrit  sur  AB  comme  diamètre  coupe  KL 
en  deux  points  C,  et  Co  ;  les  droites  BC,,  BCo  donnent 
les  directions  des  asynqUotes  de  la  première  hyper- 
bole, et  les  droites  y\C,,  AC-o  celles  des  asymptotes  de  la 
seconde. 

Si    Ion    appelle  eiicoie   ■>  A  \ —   i,   •>  A'y —  i      les   axes 


itnagiiiaires  et  ■>(•,  sur' 1rs  distniiccs  focales,  on  a  les  i-cla- 
tious 

7  7'  .  '  I  ' 

f,i         r  -  r/~ 

Supposons  onlin  c(ii('  le  point  lî  s'éloigne  indélini- 
ment  du  point  A,  ijui  reste  iixe,  ainsi  que   le  point  P. 

L'excentricité  i  /  j-^^  tend  vers  i,  et  l'ellipse  et  rhv[)er- 

b()l(>  lieux  des  points  M  tendent  tontes  deux  à  se  con- 
fondre en  une  parabole  miiqne,  dont  le  sommet  est 
en  A  et  dont  l'axe  est  sur  AB.  Si  l'on  fait  AB  =  oo  ,  et 
qu'on  pose  AP  rz=  ip^  l'équation  de  la  parabole  sera 
j-  =:•.=  ±  ipx^  suivant  que  le  point  P  sera  à  gauche  ou  à 
droite  du  point  A.  Dans  ce  cas,  le  point  ^I  est  l'intersec- 
tion de  la  perpendiculaire  élevée  en  A  sur  x\C  et  d'une 
parallèle  à  la  droite  III  menée  par  le  point  C. 

Ainsi,  quelle  que  soit  l'espèce  de  la  conique  à  décrire, 
la  construction  reste  la  même. 

P.  S.  —  Ce  qui  précède  m'a  été  suggéré  par  l'examen 
d'un  cas  particulier  de  la  question  suivante  : 

Soient  pris  deux  points  fixes  A  ei  B  sur  une  ellipse.  On 
trace  pai'  A  une  sécante  quelconque  qui  coupe  de  nou- 
veau r ellipse  en  C,  oti  trace  BC  et  l'on  élève  en  R  une 
perpendiculcnre  sur  BC.  Cette  perpendiculaire  coupe 
AC  en  M  :  lieu  de  M  ? 

On  trouve,  dans  le  cas  généial,  une  éqnation  du  qua- 
trième degré,  décomposable  en  trois  facteurs,  dont  deux 
représentent  la  droite  Alî  et  la  perpendiculaire  à  cette 
droite  au  point  B,  et  l'autre  une  conique. 

Le  cas  particulier  est  celui  où  les  deux  points  A  et  B 
sont  aux  extrémités  d'un  axe.  Alors  la  conique  elle- 
même  se  change  en  une  droite  perpendiculaire  sur  AB. 


2-6 


mn  RELATIVE  A  LA  QlESTIO\  1210 

(voir  :>"  série,  t.  XVI,  p.   '.<?^]; 

Par  m.  V.   HIOUX. 


Troui'er  l'enveloppe  d'une  spJièie  qui  coupe  ortho- 
i^onalement  une  sphère  fixe  donnée  et  t/ui  demeure  tan- 
gente à  un  système  de  trois  diamètres  conjugués  d' une 
surface  à  centre  du  second  degré  également  donnée. 

La  solution  publiée,  2^  série,  t.  XVI,  p.  .")23,  est  très 
simple  et  très  élégante,  mais  elle  n'est  pas  complète. 

Nous  nous  prop(xsons  de  reprendre  et  d'aeliever  la  so- 
lution du  problème.  Etablissons  pour  cela  quelques  pré- 
liminaires. 

1.  Si  un  cône  du  second  degré  a  pour  équation 

M^'  +  N7^4-F^^-t-.  ..  =  0, 

pour  que  ce  cône  soit  capable  d'un  trièdre  avant  ses 
arêtes  parallèles  à  trois  diamètres  conjugués  d'un  ellip- 
soïde ayant  poui-  demi-axes  a,  />»,  c,  il  faut  et  il  suffit  que 
l'on  ait  la  relation 


l'. 


Ma*  -hN^^-hPc^-T=o    ('  1. 


II.  Appelons  (D)  une  déférente  anallagmaticjue,  [S] 
la  sphère  directrice  de  centre  O  et  de  rayon  R,  (P)  le 
plan  tangent  au  centre  de  la  splière  variable  S  dont  on 
cherche  l'envelojjpe. 

Du  point  0  abaissons  sur  le  plan(P)  la  perpendicn - 
lairi!  Oj/,  (|iii    iciicontre  S  en  tn  et  m',    points  équidi- 


(';  /VotH'pfffs    -iii/ia/p.t.  -i*  sc'-rir.   I.    II.  y».   '|ai^. 


a;-' 

H-, 

V-  +  z- 
9.  R2  K 

+ 

R^ 

.r-^ 

4- 

y-  ~r  z- 

•+- 

R^ 

2R2S 

(  -::  ) 

slanls  de  jj.'.  On  sait  que  vi  (M  ///  sont  les  poinLs  de  con- 
tact de  S  et  de  son  enveloppe. 

Sur  Oy-'i  niarquons  un  point  |j.  U-I  que  1  on  ail 

Le  point  [JL  étant  le  pôle  du  plan  (P  )  par  rapport  à  (S), 

le  lieu  du  point  [j.  est  la  polaire  réciproque  (D')  de  (D^l 

par  rapport  à  (8).  Or,  si  l'on  désigne  para:,j)  ,  z  les  coor 

données  du  point  //*,  et  par  x'^y'^  z  celles  du  point  u., 

on  a 

2R^r 


(  'i  t  '    Y 


\  jo'^  -h  y-  H-  z^  -t-  R'^ 

Ces  formules  sont  de  M.  Darboux  {^Annales  de  V Ecole 
Normale,  i864)-  On  peut  d'ailleurs  les  établir  comme  il 
suit  : 

Les  coordonnées  du  point  m  étant  x,  j)  ,  ^,  celles  du 
point  ///  sont 

Wx  R-v  R^iJ 

•^  +/  +-^"        X- +  y- -\- z^        X- -\- y^- +  z- 

puisque  1  on  a 

Om.Om'--R=. 

Le  plan  (P),  perpendiculaire  sur  0/w  et  également  dis- 
tant de  m  et  de  m',  a  pour  équation 

.r X  -+-  J'Y  ^  ^ Z  =  i ( j:--^  +  7^  +  ^2  ^  R2 ). 

Le  même  plan  (P)  est  le  plan  polaire  du  point 
{jl(x',  7'',  z')  par  rapport  à  la  spbère  (S),  représentée  par 

X^  ^Y^^^Z^=.R^ 


(  -^T»  ) 
On  a  don»  fiicore,  pour  l'cqualion  du  plan  (P), 

En  idenlitiant  ces  deux  équations  du  même  plan,  on 
obtient  les  foi  mules  (2). 

m.  Lorsque  la  déférente  (A)  est  une  surface  du  se- 
cond ordre,  on  peut  toujours  supposer  son  équation  ra- 
menée à  la  forme 

(  D  )  =  A X-'  +  A'  >-2  +  A"^^  +  2  C  ^  +  2  C'y  -^-  2  C"^  -  F  =  o. 

Alors,  si  l'on  pose 

la  polaire  réciproque  (D')  de  (D)  par  rapport  à 

(S)  =  ^■-  +  j-  +  ^-  —  R^  —  0 
e.sl  représentée  par  l'équation 

/Cj'       C'v'       C"z'       ^X- 

L'emploi  des  Ibrmules  [:'.)  donne,  pour  i'équalion  de 
la  cyclide, 


Si,  dans  cette  équation,  on  pose 

./■-+ 7-+  -■- —  H-, 

le  [)rcmicr  nicnibrc,  après  su[)pressi()n  du  lacleur  com- 
mun 4,  devient  identique  à  celui  de  (IV)  débarrassé  des  ac- 
«•4;nlsdex.j)  ,  z.  Donc  la  cvdide  passe  par  la  couibc  splu'-- 


{  ^'79  ) 
lique  (J'inlLTscclioii  de  (S)  et  de  la  [)()laire  récijjioque  de 

la  déféienle  par  rapport  à  (S). 

JV.  Ces  pi-éliininaires  posés,  nous  indiquerons  simple- 
ment la  niarehe  de  la  solution. 

Prenons  pour  axes  coordonnés  trois  droites  rectangu- 
laires OX,  OY,  OZ  parallèles  aux  axes  2rt,  2b  et  2c  de 
l'ellipsoïde  donné. 

Soit  iM(a,  P,  y)  le  centre  d'une  sphère  variable  S  cou- 
pant ortliogonalenient  la  sphère  directrice 

(S)  =  X-  +  y-  H-  ;;'  —  R^  =  o. 

L'équation  de  il  est 

/(.r,  y,  z)  =:  a;^  -\- j-  -h  z-  —  1  a.r  —  2  ^iy  —  2 7  :;  4-  R-  -  o. 

Soit  C  (.ri ,  j}^i ,  -j)  le  centre  de  rdlipsoide,  et  soit  P  =  o 
le  plan  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  S. 

Le  cône  de  sommet  G  circonscrit  à  S  a  pour  équation 

/,/-P^--=:0, 

en   représentant   par  J\    le  premier  niemhi-e  de  /  pour 

X  =^  JC f  ^  J    =^J\^Z^=Zi, 

Les  coeiticienls  des  ternies  en  x-,  j  -  et  z-  sont 

En  les  multipliant  respectivement  par  «',  h-  et  c',  puis 
ajoutant,  on  doit  avoir 

Cette  équation  représente  le  lieu  du  point  ^L  Elle  est 
du  second  degré  en  a,  [ii,  ^  et  ne  renferme  pas  les  rec- 
tangles de  ces  variables.  On  est  ainsi  ramené  au  problème 
traité  au  i^  IIL 


(   28o   ) 


SOLITIOXS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOIYELLES  ANNALES. 


Question  329 

voir  i"  série,  t.  XV,  p.  :îo1  )  ; 

Pak  m.  a.  GENEIX-.MARTI.N. 

Dans  une  progression  geométri//ue  de  i/uatre 
termes,  on  donne  la  somme  des  antécédents  et  la 
somme  des  conséquetits  :  trouver  ces  termes  sans  opérer 
d'élindnation. 

Voici  une  solution  plus  simple  que  celle  qui  est  don- 
née, i"^  série,  t.  X^  ,  p.  3o3. 

<ï,  b,  c,  d  étant  les  quatie  termes,  </  la  laison,  ou  a 


on  a  aussi 


et 


b  =^  ii'j,      c  ^^  aq-,     d:=^aq*  : 

a  b c 

b~c~d 

a  -r  b  -f  c  :-  m, 
b  -\-  c  -h  d=.  n, 

m  el  //  ('tant  des  nombres  donnés,  d'où 

r/ 1  1  -(-  (y  -i-  ^2  )  ^-  ,f,       aq  [\  -^'  q  -f-  q^):=  n. 
Divisa  Ml  membre  à  membre, 


n 
•7"  - 


Oi- 

a  — 

/// 

I  H  -  q  H-  q'^  " 

b  -—  at/ 

c  --  aq^ 

d  ^     aq* 

I  u8i 


I   +  —  H ;; 

m        m- 


rirn 

,i  — 

ni' 

-T  mil  +  A*''  ' 
mn- 

H 

m- 

-h  mil  -t-  /<- 

m' 

-r-  mn  -r    rt^ 

Question   1308 

(  voir  ?.'  série,  l.   XVII,  p.  561  ); 

Pau  ai.  MORET-BLANC. 

Soient  O  un  point  fixe  dans  un  plan,  M  un  point 
qui  se  meut  dans  ce  plan,  ]MV  la  vitesse  à  un  instant 
quelconque,  MU  l'accélération.  Démontrer  que  l'aire 
du  triaiii^le  OMU  mesure  la  dérivée  de  l'aire  variable 
du  triangle  OMV  par  rapport  au  temps. 

(  IjAISANT.  ) 

Soient  S  l'aire  du  triangle  OMV,  $' sa  dérivée  par 
rapport  au  temps  et  Af  un  temps  très  petit  que  nous 
lérous  tendre  vers  zéro.  Prenons  sur  MU  la  lon- 
gueur MUi  --^  MU.  Af^  eonstruisons  le  parallélogramme 
MVV.U,  et  le  triangle  MOU,.  On  a 

^,      ,.     OMV,   -OMV 

b  —  lim 

M 

,.     OMU,       ,.     OMU.A^ 
—  hrn —  lira =  OMU. 

c.   Q.   F.   D. 

Note.  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  G.  liardelli,  à 
Milan;  C.  Bergmans,  répétiteur  à  l'Ecole  du  Génie  civil  de  Gand; 
J.  Krantz;  L.  Julliard;  Lacombe,  à  Bar-sur-Seine;  E.  Fanquemherpue. 
maître  répétiteur  au  lycée  de  Saint-Quentin. 


Queslion   1357 

(voir  ■>'  «crie,   t.  XX,    p.   (8); 

Pau  m.  a.  AIGNAN, 

Elcvo  du  lycée  Henri   I\    (classe  de  .M.  Macé  de  Lépiiiay). 

ABC  étdnt  un  triangle  donné,  on  joint  ses  sommets 
à  un  point  O  (le  son  plein  par  des  lignes  droites  qui 
déterndnent  sur  les  côtés  du  triangle  six  segments  : 
trouver  le  lieu  du  point  O  pour  lequel  le  produit  de 
trois  segments  non  consécutifs  est  constant. 

(Barbai\tjs.  ) 

Nous  prendrons  comme  axes  de  coordonnées  deux  des 
côtés  du  triangle.  Soit  O  un  des  points  du  lieu  tel  que 
les  points  A',  B',  C,  obtenus  en  joignant  O  aux  trois 
sommets  et  prolongeant,  donnent 

A'G  X  B'A  X  C'B  ^=:  k     ou     mnp  i—  k. 

L'équatiou  de  CC  sera,  a,  Z>,  c  désignant  les  trois  cô- 
tés du  triangle, 

.r        T 

-  -r-  ■ I  ==  o, 

a        p 

celle  de  AA', 

.7-  V 

u  • I  —  O, 

a  —  m         c 

et  les  cof)rdonnées  du  point  O  satisfont  à  ces  deux  ('qua- 
lions. 

De  ces  deux  écpiations  on  tire 

av  rr  -r-  a  y  —  ac 


a  —  ,r  r        r 

Ou  .1  il  11  reste 

tnn/>  '-  (  a  —  ///  1 1  //   —  /m  r  —  />  ). 


(     -28^     ) 

d'où 

{(I     -  m  )  (  c  —  /->  )  b 


mp  H-  (  rt  —  m  )  (  f  —  p  ) 


Piemplaçaut ///  et/>  par  les  valeurs  trou>ées  plus  haut, 

on  ohtit'iil 

hc  X 

n  ^:  > 

CcT  +  a  y 

et  1  éc[uatiou  du  lieu  est 

abcœvicr  -{-  ar — ac)  , 

(I) r- ——k. 

[a  —  a;){c  —  y)[cu--\- ay) 

Le  lieu  est  du  troisième  degré  et  présente  trois 
directions  asymptotiques,  les  directions  des  côtés  du 
triangle. 

Le  coefficient  des  ternies  en  x-,  c(abcj  — hc  -h  Aj)  ), 
égalé  à  zéro,  donne  l'asymptote  parallèle  à  Oo", 

kc 

(2)  ,)'- 


(3 


abc  -h  k 
On  aura  de  même,  pour  l'asymptote  parallèle  à  Oj  , 

ka 

abc  -1-  A- 


Par  raison  de  symétrie,   nous  aurons   une   troisième 
asymptote  parallèle  à  AC  et  son  équati<jn  sera 

kb 
(4)  J^i  = -7 — —7' 

abc  -H  A 

en  prenant  BC  pour  axe  des  x,  et  AC  pour  axe  des 
ti-  On  voit  de  plus  que  la  courbe  passe  par  les  trois 
sommets  du  triangle  et  que  les  tangentes  en  ces  points 
sont  parallèles  aux  côtés  opposés. 

Déterminons  la  forme  de  la  courbe  suivant  les  valeurs 
de  A . 


(   -^84  ) 
Phemièue  Partik  :  A\j>  o.  —  Pour    un  point   pris   à 
rinlt'rieur  du  tiiangle  , 

a  >  a."  >-  o,     c  >-  r  >  o,     c'.r  -r-  ay  ■ —  «c  •<  o  ; 

donc 

abc.r  )■(  c.r  -t-  a  )'  —  «cl 

—  '■ '■ ;:-  o. 

(a  ■ —  «  H <^'  — ■  y)K ^ ^'  +  " J'  ' 

On  p(mt  avoir  des  points  du  lieu  à  l'intérieur.  11  est 
aisé  de  voir  qu'il  n'y  eu  aura  pas  toujours,  h  peut  varier 
de  o  à  H-  30  ,  et  le  produit  des  trois  segments,  quand  O 
est  à  l'intérieur  du  triangle,  ne  peut  dépasser  un  maxi- 
Miuni,  qui  est  atteint  lorsque  O  est  le  centre  de  gravité 
du  triangle.  En  elï'el, 

m  fip{a  —  ni){b  —  n){c  —  p)  =  k^ 

en  valeur  absolue,  et  ce  produit  sera  maximum  quand  les 
produits  deux  à  deux  seront  maxima,  car  ils  le  sont  en 
même  temps  pour  ///  =  <7  —  m,  «  =  b  —  n^p  =^  c  —  /^,  ce 
qui  donne  bien  pour  O  le  point  de  concours  des  médianes. 

Danscecas,  kr=.  — 3— •  Donc,  suivant  que  A"  sera  inférieur, 

,     ,    ,  abc  ,  •      T 

supérieur  ou  égal   a  — g->  on  aura  Jes    trois  dispositions 

du  lieu  (1)  (2),  (3). 

Dans  le  cas  particulier  de  k  =  — g-j  le  point  de  con- 
cours des  médianes  est  le  seul   point  du  lieu  qui  soit  à 

l'intérieur  du  triangle;  pour  k ':>  —^■>  il  n'y  a  plus  de 

points  de  lieu  à  l'intérieur. 

Si  A"  croit  au  delà  de  toute  limite,  la  courbe  se  réduit 
;i  trois  droites  indélinies  menées  par  les  sommets  du 
triangle  |)arallèleraent  aux  côtés  opposés. 

Remarque  1 .  —  On  obtient  ainsi  tous  les  points  du 
plan,   sauf  ceux  rpii  sont  compris  dans  les  angles  oppo- 


(    '^5^:'    ) 
s<;.s  j);ir  le  soiiunet   à  ceux   du    triangle  et  vv.nx  des  trois 

Fig.    I. 


Cl 


Iriangliis  AT),C,  CA,B,  BC,A  formés  par  les  côtés  du 
triangle  proposé  et  les  parallèles  menées  par  les  som- 
mets parallèlement  aux  côtés  opposés. 

Secoinde  Partie  :  A  <^  o.  —  On  peut  se  rendre  compte 
du  double  signe  que  doit  prendre  k.   Nous   compterons 

Fin.  ■>.. 


positivement  les  segments  dans  le  sens  des  flèches. 

Pour  un  point  de  l'intérieur  du  triangle,  les  trois 
segments  CA',  AB',  BC  sont  négatifs,  leur  produit  est 
négatif,  et,  comme  ( i)  donne  ce  produit  changé  de  signe, 
dans  (i),  il  faut  A  ^  o  pour  tout  point  à  l'intérieur  du 
triangle  ainsi  que  pour  toutes  les  régions  examinées  dans 
la  première  Partie. 

Prenons  au  contraire  un  point  O,  flans  une  des  ré- 
.'Mons  c|U  il  nous  l'cste  à  examiner. 


(  '^•«<>  ) 

On   a   les    trois   segments   (IV, ,  AHj,  A(y, ,  (jui    sont 

Fift.   .\ 


/  ;      a;         r. 


aircttés   des  signes — ,-|-. — .  Leur  produit,  changé   de 
signe,  sera  bien  négatif",  ce  qui  exige,  dans  (i),  A  <^o. 

Cette  notation  du  produit  est  arbitraire;    mais,  une 
fois  que  nous  avons  fait  une  hypothèse  sur  h  pour  la 

Fis-  4- 


première  Partie,  la  discussion  de  la  seconde  s'en  déduit 
forcément. 

iVous   supposerons   donc  A  <^  o   et   nous    mettrons    le 
signe  en  évidence. 


On  aura,  pour  asviH|ilol<'  parallèle  à  (  ).r, 

/.y 
abc — k 

Les  autres  se  (l(''fluiseul  de  celle-là  par  analogie  : 
i"    Supposons   h  <^nhc.    Le  lieu   passe   toujours   par 
les  points    A,H,(>,  et  ou  a  la  courbe  représentée  par  la 

■i'\  /i  ^:z  nl>c.  Les  hranelies  inlinies  du  lieu,  ainsi  que 

Fig.  :.. 


les  asymptotes,  se  sont  éloignées  à  l'inlini  dans  le  sens 
négatif. 

3"  h  ^  ahc.  Si  k  =  ahc  -j-  ô,  les  asymptotes  passent 
à  -t-  00  relativement  à  chaque  côté,  et,  lorsque  k  dé- 
croit, elles  ser  approchent  des  sommets  du  triangle  paral- 
lèlement aux  cotés  opposés. 

Enfin,  pour  k  tendant  vers  —  co  ,  les  asymptotes 
deviennent  les  parallèles  aux  côtés  tlu  triangle,  menées 
par  les  sommets  opposés. 

C'est  le  cas  limite  de  la  premièic  Partie. 


(  788    I 
l,u  n'sumé,  pour  A  rroissaiil  (l«'  —  v;    ;i  -—  x  .  le  \\o\x 

l'if;.  6. 


\    I 


'\ 


passe  par  tous  les  points  du  plan   une  fois,  et   une  fois 
seulement. 

Remaïque.  —  Dans  le  cas  où  le  lieu  a  une  courbe  à 
branches  fermées,  cette  courbe  n'est  pas  coupée  par  les 
asymptotes,  car  le  lieu  est  du  troisième  degré  et  ne 
peut  être  rencontré  en  plus  de  trois  points  par  une 
droite  quelconque. 

Note.  -  [^a  môme  question  a  été  résolue  par  MM.  A.  Haron,  élève 
(lu  lycée  Henri  IV;  S.,  de  Vauvincux.  élève  du  lycée  tic  Grenoble; 
E.  Pecquery,  élève  du  lycée  du  Havre;  E.  Fauquembergue,  maître 
répétiteur  au  lycée  de  Saint-Quentin;  L.  l'ulcrand,  boursier  à  la 
Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux;  H.  I.,e7.  et  Moret-RIanc. 
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SIR  LES  PKiHMlIKTES  IMIIXCII'ALES  DES  FIIYEUS  DES  COURBES 
DU  SECIIXD  HEURE  ET  SI  R  LA  DÉ TËRUIXATIOX  ANALYTIOIE 
DECËSI»01i\TS; 

Par  m.  le  D'  xV.  LETNIKOW, 

Professeur  à  l'iv-nlc  impériale  technique  de  Moscou. 

1.  JN'ous  supposerons  que  lu  courbe  du  second  degi'é 
rapportée  aux  coordonnées  rectil ignés  quelconques  est 
représentée  p.ir  l'équation  généialc; 

(i)     /(.r,)-.         V.r^^B.rv    hG7'^  +  D^  +  Er-HF  =  o. 

Soient  .v,,j  ,  Jes  coordonnées  inconnues  d'un  loyer, 
et  appelons  p  le  rayon  vecteur  mené  du  loyer  au  point 
(jueleonque  de  la  courbe  donnée;  en  adoptant  la  déiini- 
liou  connue  des  foyers  indiquée  par  Euler,  nous  aurons 

pr=:M.Z-H-N/-hQ, 

où  M,  N  et  (^  sont  les  coeKicients  a  déterminer,  avec  la 
condition  que  la  fonction  linéaire  représentant  le  rayon 
vecteur  doit  avoir  la  valeur  positive  pour  tous  les  points 
de  la  courbe  donnée. 

On  démontre  tiès  facilement  que  les  foyers,  comme 
les  définit  Euler,  n'existent  c[ue  dans  les  courbes  du  se- 
cond degré. 

Pour  la  commodité  des  calculs,  nous  représenterons 
dans  la  suite  la  fonction  linéaii'e  ci-dessus  sous  la  foriiu' 

(  2  )  ?  —  M  (^-  —  .ri  I   1-  N  (  )•  —  j,  )  -h  K. 

L'équation 

( 3  )  M  (  J'  --  ^-1  )  +  N  (7  —  ,/i  j  H-  Iv  =  o,  • 

où  X  t^t  J'  sont  les  coordonnéiîs  courantes,  représentera 

Ami. tir   \hiclu'-ni,it.,    >''  serii- ,  t .  \\  .  (  J  iill  let  1  S,Si ,)  |g 


une  droite  iicjniiiu-e  (lirecliice  de  la  courhe  du  second 
degré.  La  distance  o  d'un  point  quelconque  de  la 
courbe  (i)  à  la  dir-cetrice  (3)  sera 

0  :-- V[M(j^-  — d-i)  -h]N(.v  — ,)•,  )  +K], 
où 

V—  sin6 

~  '^W-^  W  —  â  'MrsTcôsë  ' 

0  étant  l'angle  des  axes  des  coordonnées;  d'ailleurs,\;>o. 
On  aura  donc 

^   =  —   =  £        OU        p  —:  ;0, 

où  e  est  une  constante  positive  que  l'on  nomme  excen- 
tricité de  la  courbe  (i). 

2.  11  est  évident  qu'en  général  la  directrice  ne  coupi- 
pas  la  courbe,  car  autrement,  pour  le  point  d'intersec- 
tion, ou  aurait  o  =  o,  et,  par  conséqu(;ut,  p  =  o,  et  le 
foyer  (.rj,  7  1),  dans  ce  cas  singulier,  serait  situé  sur  la 
courbe.  Le  lieu  géométrique  dét<'rminé  par  la  condition 
0  =^^  îo  se  réduirait,  clans  ce  cas,  au  système  de  deux 
droites  concourantes  au  point  foyer  et  Ibrmant  avec  la 
directrice  de  deux  côtés  un  même  angle  cp  déterminé  par 

l'égalité  £=  -^ L'expression  du  rayon  vecteur  serait 

alors 

or    M(.r~.r,)-vi\(j-_j-^). 

Laissant  de  coté  ce  cas  exclusif,  «pii  ne  présente  pas 
d'intérêt,  nous  admettrons,  dans  la  suite,  que  la  diriîc- 
Irice  ne  coupe  pas  la  courbe. 

IL  Menons,  par  le  foy(!r  F|,  (.r,,  )  ,  ),  une  droite  jiaral- 
lèle  à  la  directrice!-,  il  est  évident  (pie  sur  cette  droite  il 
V  aura  deux  points  L  et  1/  du  lieu  considéré,  ces  points 


claiil  délciiuiiK's  par  leurs  clislaïucs  du  foyer 

où  I)  csl  la  dislante  (lu  lovera  la  diieclfiee.  La  corde  LL' 
est  di\isée  par  le  point  I  eu  deuK  parties  égales;  donc 
son  équation  est 

'^  1  (  •'■  —  '^1  ^  +  V,  (  )•  —  r,  )  =  o, 
où 

L'équation  de  la  clircctiiee  comme  parallèle  à  la 
corde  LL'  poisrra  donc  s'éciire  sous  la  forme 

(  4)  Xj  (  ,r  —  .r,  I  -^  ^ii  y  —  ,V|  ■)  —  /,■  r-  o. 

où  Â  est  une  constante  inconnue.  La  conioaraison  de 
l'équation  (4)  «  l'équation  (3)  nous  donne  les  relations 

M       /\,.     N=rXYi,     K=:X/.-, 

),  étant  un  lacteur  positif  ou  négatif.  On  aura,  de  ])lus, 

(5)  p  =  X[Xi(.r  -  .r,)  +  Y,(  r  -- r,)  +  /■]. 

Le  signe  de  ).  sera  déterminé  par  la  condition  que  p  doit 
être  positif. 

i.  Soit  i\J,  (^■,  j)  ),  un  point  quclconquede  noire  courbe  : 
menons  le  rayon  vecteur  FlM  et  supposons  qu'il  coupe  la 
courbe  en  un  autre  point  N,  (a',  }')^  nous  devrons  avoir 

I  FN=À[Xi(:.''-.r.)^-Y,(r'-r,)  +  /:|. 
L'équation  de  la  corde  MX  passant  par  le  poml  L'  cil 

(7)  -^^^.LllZl^r, 

P  <1 

où 

siiifO^ — a)  siiix 

^'  ~        sinO       '      '^  "  sTnÔ' 


(  ■>■<)■>■  ) 

y.  clanl  l'angle  Ibniic  par  celte  droite  avec  l'axe  des  x, 
/•  la  distance  positive  ou  négative  d<;  deux  points  (a:,j) 
et  (o-'i,  j ,  ),  eu  prenant  /■  ^  o  si  l'on  a  y  ^J  i,  et  eu  ad- 
luettant  /•  <^  o  si  le  point  (^x^j)  est  situé  sur  la  droite 
cousidérée  du  côté  oùy<^ji.On  aura  d'ailleurs,  comme 
on  sait,  celti;  relalion  enivc  p  et  q  : 

p^  -+-  q-  -f-  2y>//  cosO  ■=.  i . 

Supposons  que  le  point  M,  (ar,j  ),  de  la  courbe  est 
situé  sur  la  droite  (7),  du  côté  où  j  ^j  1  ;  alors  on  aura 

(8)  FM== -~-:^  =  -^::-^. 

Il  serait  l'acile  tle  faire  voir  que  l'autre  point  d'inter- 
section N,  (x',j)'),  ne  pourra  pas  S(î  trouver  sur  la 
droite  (7)  du  même  côté  du  point  F  comme  le  point  M, 
c'est-à-dire  du  côté  où  j' ^7' 1 ,  car  l'égalité 


jious  conduirait  nécessairement  à  la  conclusion  que  h; 
point  JN  coïncide  avec  le  point  ^I.  Donc,  si  nous  considé- 
rons li'S  points  de  la  courbe  pour  lesquels  le  rayon  vecteur 
s'exprime  par  la  tormule  (5),  nous  devrons  supposer  que 
l'autre  point  d'intersection  .\ ,  s'il  existe,  se  trouve  sur  la 
droite  (6)  du  côté  du  point  F  où  J' <r]  7  1  ^  et  nous  au- 
rons, par  conséquent, 

i  ^  K\     •^'~  ■^•'     y'—y\ 

(9  )  —  *'  '^  —  — r —  —  — - — 


L'élimination  de  x  et  j  et  de  x'  et  >'  tles  formules  (()) 
au  moyen  des  égalités  (8)  et  (}))  nous  donne 

FM^X[      (X./y   ;-V,7)FM-r-A], 


[  :m)0  ) 

Eu  cliiniiiaiil  (!iisuilc  X)/^  -h  ^  i  </  ciilio  cvs  deux  c''(]ua- 
li'jus,  uous  aurous  l'cxpi'cssiou  d'uu  lliéorème  connu, 

(-0)  j^  +  p^  =  ^=consl., 

savoir,  que  la  îiioyenitr //(///iio/tit/ne  onlrelcs  deux  seg— 
inojils  détcriiniics  pcir  le  foyer  su/-  une  corde  focale  est 
constante. 

Si  d'aillcni-s  nous  a|)])li(|uons  l'égaillé  (lo)  à  la 
corde  LL',  dont  la  longueur  LL'r=  ;>.Pcsl  ce  qu'on  ap- 
pelle le  /}aramètre  de  la  couihe,  uous  verrons  que  la 

conslaule  de  la  dernière  équatiou  est  égale  à  — '  (-'t,  par 

conséqucnl,  le  deiiii-jiaranièlre 

5.  Maiuleuanl  uous  ])ou\ons  délcruiiner  la  conslaule  l 
en  fonction  des  coordonnées  du  foyer. 

Désignons,  ])our  abréger,  la  première  partie  de  l'équa- 
tion (i)  par  u  5  alors,  cji  éliniinaiil  x  et  )  entre  les  équa- 
tions (i)  et  (7),  uous  aurous,  pour  les  points  d'interscc- 
tiou  de  la  droite  (  7)  avec  la  courbe  (1),  l'équatiou 

(i  i)  sr-  -\-  tr  +  //,  :—  o, 

eu  désignaiil  par  u^  la  valeur  de  la  fonction  //  =  f  [x^  y) 
quand  ou  y  met  a")  et  7  ,  au  lieu  de  x  et  y,  et  eu  posant, 
pour  abrég(M', 

\/'"-    \-  H/>7  H-  Cy-  =:  ,ç. 

de  l'équation  (11)5  nous 


Soient  /'i 

et 

rf 

les  deux  racines  d( 

aurous 

1           1                / 

Posons  7,,  =  FiM;  alors  /  ;.  :i=  — FN,  et,  d'après  la  rcla- 


(  29l   ) 
lion  f  i8),  nous  pouvons  écrire 

/•,         /•.,  ~  le  k 

Vax  prenant  la  soininc  tics  deux  dernières  égalités,  nous 

tiouvcrons 

'>.k\/(i  -----  (2  ?/,  --  k\t^t\. 

Mais  la  formule  (.)),   jointe  aux  équations  (7),  nous 

donnera 

/•,  :=  X//i    ;-  /.  X; 

en   éliminant  /•,    entre    cette    dernièie    équation    et    la 
précétlente,  nous  trouverons  très  facilement 

k     :  :<//,. 

De  manière  que  la  ffjrmule  (5)  deviendra 

(  I  ■'.  )         p  -  À  [  X,  (^  —  .r,  )  -f-  Y,  (  >•  —  y  y  )  -f-  •?-.  «,  ], 

v.X.  l'équation  de  la  directiiee  sera 

(i3)  ^1  (•>«-■  —  jc^  )  -i- Y,  (  V  —  ji)  -h  ^^«1  --0. 

D'après  celte  équation,  ou  voit  immédiatement  que  lu 
directrice  est  la  polaire  du  foyer. 

De  ce  ijue  celte  droite,  étaut  une  polaire,  ne  coupe 
pas  la  courbe,  nous  concluons  que  son  pôle,  c'est-à-dire 
le  foyer  de  la  courbe,  se  trouve  du.  côté  intérieur  du 
pla/i  de  la  courbe,  et,  par  suite,  que  du  foyer  on  ne  peut 
[)as  mener  des  tangentes  réelles  à  la  courbe. 

(),  Le  tliéorème  exprimé  par  la  relation  (lo)  nous 
conduira  immédialcment  aux  équations  qui  servent  à 
déterminer  les  coortlonuées  du  foy^'i'-  1'''»  elVcl,  l'équa- 
tion (m  )  nous  donne 

I  I        _  .  \  t-  \.<iUy 


(  ^9'">  ) 
t'L,  tl'aprùs  la  relation  (lo),  nous  devions  avoii- 


(i4  ±  ' —  TT  —  ^i —   ^  corist., 

c't'Sl-à-dii'<î  ([ue  cette  expression  ne  doit  pas  dépendre; 
de  la  direction  de  la  corde  focale  considérée  \  autrement 
dit,  la  valeur  de  l'expression  /-  —  4'^"t  ^oh  être  indépen- 
dante de  paramètres  angulaires  /;  et  ^,  qui  déterminent 
la  direction  de  la  corde.  Mais  on  a 

t-  —  4S1/1       ('Xf  —  \\  fti)p'- 
et  nous  pou\ons  poser 


/>-  -r-  //-  H-  2pq  COSO 

Cette  dernière  condition  nous  mène  aux  équations 

X^ —  4A.M1  Y^'  -     4 Ci/,  Xi\i  —  2B«, 

I  I  cosO 

qui  peuvent  s  écrire  sous  la  lorme 


coiisl. 


(i5) 


X?-Y-^=:4(A-C)«,, 
X,Y,  —  2 B  «1  =  (X?  —  4 A  //,  )  cosO, 


et  sont  les  équations  connues  qui  déterminent  les  coor- 
données d'un  foyer  de  la  courbe  du  second  degré  (i). 
jNous  aurons  d'ailleurs,  d'après  l'équation  (14)5 

V/Xf-4A«, 

et,  par  conséquent,  le  demi-paramètre  P  se  déterminera 
par  la  formule 

(16)  i'  ' 

\/Xj  —  ^A//, 


(  a9<>  ) 
iViiisi,  le  paramètre  de  la  courbe  (i),  1  expression  du 
rayon  vecteur  (l'i)  et  récpialion  de  la  directrice  corres- 
pondante seront  coniplètement  connus  si  nous  détermi- 
nons les  coordonnées  du  foyer  au  moyen  des  équa- 
tions (i5). 

7.  En  éliminant  w,  entre  les  deux  équations  (  1 5  ),  nous 
trouverons 

(B  — 2Ccose)XÏ-  2(A  — C)X,\,  —  (B^9.Arose)Y;--o, 

et  celte  équation  représente,  comme  l'on  sait,  les  axes 
de  la  courbe  du  second  degré  :  donc  les  foyers  se  troiiveni 
sur  les  axes  de  la  courbe. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  on  a  B-  —  4^^^==<^>7  <^t 
si,  au  moyen  de  cette  condition,  on  élimine  A  de  la  der- 
nière équation,  on  trouve  sans  difficulté  que  le  premier 
membre  se  décompose  en  produit  de  deux  facteurs  li- 
néaires, de  manière  que  l'équation  considérée  peut  se 
représenter  sous  la  forme 

[(^CcosO  —  B)X,^   (BcosÔ  — oX)\,](2CX,  — By,)  =  o, 

et,  comme  pour  le  cas  de  la  parabole  le  facteur 

-(A,       15'^,       2  CD  —  BE. 

et,  par  suite,  est  une  constante  ([ui  n  est  pas  égale  à  zéro, 
l'équation  des  axes  se  réduira  à 

(17)        (aCcose  — B)Xl-^(BcosO       «OYi-o, 

c'est-à-dire  à  une  équation  du  premier  degré  qui  repré- 
sente l'axe  de  la  paral)ole,  le  sctd  qui  existe  et  sur  lequel 
sera  situé  le  loyer  (dierché. 

Les  conclusions  de  ce  paragraphe  résullenl  aussi  di- 
rectement de  la  propriété  de  la  courl)e  exprimée  par  la 
relation  ci- dessus  p  :z=  so,  d'après  laqu<dle  on  reconnait 
très  facilement  que  tous  les  points  du  lieu  considéré  sont 


disposes  syméLiiquciiicul  par  ia[)[)orl  à  la  (IroiU;  iin-iiét: 
par  le  loyer  pcrpendieulaireinent  à  la  directrice^  donc 
/(;  foyer  est  situé  sur  un  axe  de  la  courhe  perpendicu- 
laire à  la  directrice. 

8.  Passons  maintenant  an  calcul  des  coordonnées  du 
foyer,  et  considérons  d'abord  les  courbes  ayant  un  centre. 
Comme  le  foyer  est  situé  sur  un  axe,  ses  coordonnées 
X)  etji  doivent  satisfaire  à  ré(|uatii)ii  d'un  axe,  et  l'on 
aura 

(iS)  _)•,  —  pj  ~  .j.(.i',  — a), 

où  a  et  j3  sont  les  coordonnées  connues  du  centre  de  la 
courbe  et  ix  est  le  coefticient  angulaire  d'un  des  axes, 
ce  coefficient  étant  une  des  deux  racines  de  l'équation 
connue 

(rg)  (B  —  2CcosO)[/.-  +  9.(A  -  G) -j.  —  (B  —  2  AcosO)  =r  o. 

De  cette  manière,  les  coordonnées  du  foyer  se  déter- 
minent par  la  résolution  d'une  des  écjuations  (i5),  com- 
binée avec  l'équation  (18).  Pour  abréger  le  calcul,  nous 
prendrons  pour  inconnues 

.X'x  —  a  :r-  ,/  '      cl       r,        'i        r', 

a;'  et  7  '  étant  les  coordonnées  du  foyer  par  rapport  aux 
axes  des  coordonnées  menées  par  le  centre,  parallèle- 
ment aux  axes  primitifs.  L'introduction  de  ces  incon- 
nues nous  donne 

Xi  =  2A^'-l-B)'. 

Yi  =  B^'+2Cr-', 

//i  ■=  ?/o  -!-  \.r'-  4-  B. /■')■'  +  Cl''-, 

où  «0  désigne  la  valeur  de  la  fonction  u  quand  on  y 
change  x  et  j^  eji  a  et  |j. 


(  -)8  ) 

l.cs  é([iiaLioiis  (i5  )  deviendront 

\  ^      '      B^  — 4AG    ~ 

(20)       ( 

/     ,   ,  ,    „      H(B  — 9.ACO6O) 

{  •"■  •>'  ^  •^^^^^■^'  -  ^  — B^ --4ÂG-"  ==  ^' 
où 

Ai:^  +  CD^  -  BDE  ^  F ( B2  —  4  AC) 
Il B^TT^AC  ~~'  ""  ""• 

L'équation  (t8)  s'écrira 

y':=:  iJl..r'. 

Cette  équation,  combinée  avec  la  première  des  équa- 
tions (20),  nous  donnera 

,.,  _  _  40^  "C)</o     J 

(2J) 

'  ■'    ^       B^  — '4AC~  I  — :x2' 

La  constante  [j.  pourra  admettre  ici  deux  valeurs  dif- 
férentes, et,  par  conséquent,  on  aura  deux  coujdes  de 
valeurs  correspondantes  de  jc'  et  de  j'.  On  aura  ainsi 
quatre  foyers  situés,  par  deux,  sur  les  deux  axes  de  la 
courbe  et  disposés  symétriquement  par  rapport  au 
centre.  Mais  il  nous  sera  facile  de  faire  voir  que  deux  de 
ces  foyers  seront  imaginaires  et  qu'il  n'y  aura  que  deux 
foyers  réels,  situés  sur  un  luèiue  axe  et  éloignés  à  des 
distances  égales  du  cenlri;  di'  la  courbe. 

En  effet,  soient  li.  et  [x'  les  deux  racines  de  l'équa- 
tion (19),  et  a[)pelons  x\  la  \  aUur  de  .»  '  eorrespondantt; 
à  la  racine  |j.'-,  on  aura 

,2__  4l.A  — C)Wo        I 

•'>  —       B^— 4A(j:"  ï-ji.'^' 


(  •-•-99 
cl,  par  conséquent, 


I  +  |A^  [i^  —  \J.^  —  |X'^ 
A(A  —  C)  «0       Ar    •      1  1-    •  I       I 

1^-     7"Ar    ■    -''^'''  '^  condiLioii  tic  la  |»tr|iiii 


B^  -  4AC 

dicularilc  de  deux  axes  nous  donue 

I  -^  ;J.a'  ---  (  <J.  -h  \k')  COsO  t-r:  O, 

d'où  l'on  déduit 

I  H-  9.  sin-0  [X[x'  -+-  IX-  [j 


cos-O 
et  l'on  trouvera  ensuite 

I  -;-  <x-  ;j.'-  —  IX-  —  [x'-  =:  —  (l  ^^  [>■'/  )'  lang'O. 
On  aura  donc 

.r'-oc'^  =. —  v-{\  -}-  a[ji.')'tang^O, 

d'où  l'on  conclut  que,  des  deux  valeurs  x'-  et  j:',",  l'une 
est  positive  et  l'autre  négative.  Si  les  axes  de  coordon- 
nées étaient  rectangulaires,  on  tirerait  la  même  conclu- 
sion de  ce  que  l'on  aurait  dans  ce  cas 


(  \i- 


Ou  voit  par  cela  que  l'on  aura  deux  valeurs  réelles 
égales  vX  de  signes  contraires  pour  a.' et  de  même  pourj  , 
et  que  les  deux  autres  valeurs  de  x'  et  de  j^  seront  ima- 
ginaires. Ainsi,  dans  les  courbes  du  second  degré  ayant 
un  centre,  il  n'y  aura  que  deux  fojers  réels  se  trouvant 
sur  un  axe  de  la  courbe  et  disposés  sjjnét/it/uenicnt  par 
rapport  au  centre. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  il  est  très  facile  de  voir 
que  chacune  des  équations  (i5)  se  réduit  à  une  équation 
du  premier  degré  par  rapport  aux  coordonnées  Xy  ot  )  t . 


.M)t) 


Ces  deux  e(juatioiis,  ou  1  uue  d'elles  eoudjinéc  aveeré- 
(juatiou  de  l'axe  (17),  nous  donneront  les  coordonnées 
du  foyer.  Nous  n'eUectiierons  pas  ces  calculs,  qui  sont 

d'ailleurs  développés  |);irt()iil. 

9.  il  nous  sera  facile  maintenant  de  manifester  les 
propriétés  principales  des  rayons  vecteurs  menés  de 
deux  foyers  d'une  ellipse  ou  d'une  hypeibole  à  un  point 
quelconque  de  la  courbe. 

Considérons  d'abord  une  ellipse.  Soient  O  son  centre, 
F,  et  Fo  ses  deux  foyers  ;  la  droite  qui  les  joint  est  l'axe 
local.  Dans  ce  cas  le  centre  de  la  courbt;  se  trouve,  comme 
on  sait,  dans  la  partie  intérieure  du  plan  de  la  courbe, 
d(!  même  (pie  les  deux  foyers  F(  et  Fo,  La  directrice  cor- 
respondante au  foyer  F|,  étant  la  polaire  de  ce  point,  se 
trouve  tout  entière  dans  la  partie  extérieure  du  plan  de 
la  courbe,  et  elle  est  perpendiculaire  à  l'axe  focal.  La 
directrice  correspondante  à  l'autre  foyer  aura  une  situa- 
lion  analogue  par  rapport  à  ce  fover,  et  elle  sera  symé- 
triquement placée  avec  la  première  directrice  par  rap- 
port au  centre  de  la  courbe.  Soit  M(.r,  y)  un  point 
(juelconque  de  la  courbe;  on  aura,  d'après  la  for- 
mule (i5  ), 

Fi  M  -^i  pi  :.T-  À,  I  \i  (  .r  ■-  .r,  )  -i-  Y,  (  j  --  fi) -h  2  ui], 
où 

y..--  ■ 


v/x;-4A«; 

La  même  formule  nous  doinie,  pour  l'autre  rayon  vec- 
teur, l'expression 

F.,  M   -  P2  •:-  /..>  [  X,  (  ,r  -    .ra  )  -+-  Y.,  (  r  —  y. 2  )  -t-  ^  it^  ] , 

où  Jt;.  et  7  2  sont  les  coordoniu-es  du  (ovei'  i'.j,  et  A^i  X-.., 
\  .j,  «o  désignent  ce  (jue  de\  iennent  A, ,  \, ,  \  , ,  u,  (juand 
on  cliange,  dans  ces  expressions,  .t'i  et  )  )  en  x-i  et  y-y. 


L't'Cjualioii  (le  la  (lircctiicc  coiiespoiidanlc;  au  loyci-l"i 
est 

Pour  j- ^zr  .Il  cl  1  -  J  1,  !<■  |)i('inic;r  uicinhic  de  celle 
équation  se  réduit  à  '.u^-^  mais,  (ouune  un  point  quel- 
conque M  delà  courbe  est  situé,  il  est  évideut,  du  même 
côté  de  la  directrice  que  le  loyer  F,,  nous  devrons  con- 
clure que  l'expression 

\ ,  (y  -  .r ,  )  -H  Y,  (  y  —  Vi  )  -h  2  «  1 

pour  tous  les  points  de  la  courbe  aura  le  même  signe 
que  «(,  et,  par  conséquent,  dans  l'expression  donnée 
plus  liant  pour  le  rayon  vecteur  p,,  le  signe  de  A|  doit 
être  le  même  que  le  signe  de  «,.  Des  considérations  ana- 
logues nous  amènent  à  conclure  que,  dans  l'expression 
du  rayon  vecteur  p,!  1^'  lacteur  Âo  Joit  <^tre  pris  avec 
le  même  signe  que  ii-,.  D'ailleurs,  comme  on  a 

„y  :--/(a  -h  x',  3  -H  y  )  ^=  «0  -^  A^'2  _^  13^.'^.'  ^  Cj'S 
,/,  -__./•(  a  -  .r',  {i  ^  r'  j  ^  «0  •  -  A..^'-  +  B^->'  ^  C.k'-, 

nous  aurons  zi,  =  «25  et  les  facteurs  \,  et  Ao^  dans  les 
expressions  de  p,  et  de  p^,  auront  le  même  signe.  D'un 
autre  côté,  on  aura 

X,  r=  —  (  2  A  a-'  -V-  B  y'  )    --r  —  Xi , 

d'où  il  suit  que  A,=:À2.  Par  conséquent,  en  ajoutant 
les  deux  expressions  de  p,  et  de  p^,  on  trouvera 

p,  +  P2  r  2  À,  (  -  Xi ^■'       Yi  j'  ^^  2  «1  ). 

Mais,  d'après  un  calcul  immédiat,  on  a 

-^  X'i.r'  -  Yi_)'--  2«,  —  2 Ko, 


(     ÔOi    ) 

et  enfin 

Pi  -',-  p.,  jrr z=:  COIISt. 

Cette  égalité,  exprimant  la  propriété  fondamentale  des 
rayons  veeteurs  menés  de  deux  foyers  d'une  ellipse  à  un 
point  quelconque  de  la  courbe,  nous  donne  aussi  la  lon- 
gueur de  l'axe  focal  de  l'ellipse. 

Passons  à  l'hyperbole.  Dans  ce  cas,  le  centre  de  la 
courbe  est  situé,  comme  on  sait,  dans  la  partie;  du  plan 
extérieuie  à  la  courbe,  les  fbyeis  se  trouvant  toujours 
dans  la  partie;  intérieure;  d'ailleurs,  l'axe  focal  est  l'axe 
transverse  de  la  courbe.  Le  centre  et  ]v.  foyer  se  trouvent 
ici  de  dctix  côtés  différents  de  la  directiice  correspondante; 
au  foyer  considéré.  En  ellét,  si  nous  prenons  l'éejuation 
de  la  directrice  correspondante  au  foyer  F,, 

\i  ( jr  ^   .r, )  +  Yi  (  r  —  j, )  +  3  «1  --  o ; 

alors  la  substitution  des  coordonnées  du  foyer  .r,  et  y^, 
au  lieu  de  x  et  de  j ,  dans  le  premier  membre  de  cette 
équation,  nous  donne  2«i,  tandis  que  si  nous  mettons, 
au  lieu  de  x  et  de  j  ,  les  coordonn(';es  du  centre  a  et  [^, 
nous  verrons  que  le  premier  membre  de  cette  équation 
se  réduit  à 

Xi  (a  —  ^1  )  +  Y,  (,  [i  --  Ji  )  +  2  «1  —  2  Mo  ; 

mais,  dans  le  cas  de  l'hyperbole,  u,  et  Uq  ont  des  signes 
diiïérents. 

Les  valeurs  des  rayons  vecteurs  menés  de  deux  foyers 
F,  et  Fj,  au  point  M[x,j)  de  la  courbe,  seront  ici 

F,M  :r=  p,  urr.  X,  [X,  (o?  -  X,)  H-  ¥,(7  —  J,  )  +  2  W,|. 

FîMr^pa—  X2[X,(^-—  X.)  +  Y.,(r  — jâ)  -i-2«,|.      • 

Si  le  |)oiiil  ]M  est  pris  sur  la  branche  de  la  courbe  voi- 
sine du  (over  l'i,  alors  il  csl  ('xidcul  (pu- les  deux  points 


I 


(  ,.(),.  ) 

M.  t'I  F,  se  liouvciil  du  11  iiirmc  colc  <lc  l.i  diicctrirc  (  oi- 
respondaiilc  ;iu  lovt'i'  l''i,et  j)ar  coiisi-cjuciil  le  lacUîni' )., 
aui'a  lo  mtnnc  signe  ([lu-  //,.  Au  coiilraiic,  le  poiiil  \I  i-i 
\c  foyer  F2  s^'  lioiivM'ioiil  ('■videmuieiil  de  deux  cotés  dif- 
férents d(!  la  directrice  correspondante  au  foyer  i'\ ,  et, 
[)ar  consé([uent,  ),j  et  u,  ont  des  signes  contraires.  Mais 
ici,  comme  dans  le  cas  de  l'ellipse,  on  aura 

Donc 

P-2      >m|\i('''      •■f-'ij  +  Y,(_r  —  ji)  — -îwi)- 

En  prenant  la  dillérencc  des  deux  expressions  de  p,  et  de 
Oj,  nous  trouverons 

COIISt., 


où  le  radical  aura  le  signe  opposé  au  signe  de  u^. 

La  dernière  égalité,  exprimant  la  propriété  fondamen- 
tale des  rayons  vecteurs  menés  des  deux  foyers  de  l'hy- 
perbole à  un  point  quelconque  de  la  courbe,  nous  donne 
aussi  la  longueur  de  l'axe  focal. 

10.  Pour  conclusion,  nous  donn(;rons  une  foiiuule 
très  simple,  (jui  peut  servir  à  calculer  l'excentricité  de 
la  courbe. 

Supposons  c[ue  l'axe  focal  coupe  la  courbe  en  deux 
points  (sommets)  A,  et  Ao,  dont  le  premier  est  situé 
entre  le  foyer  F,  et  le  point  I)  d'intersection  de  l'axe  fo- 
cal et  de  la  directrice  correspondante  au  foyer  F|.  En 
posant  AjFi  =  /'  et  A,  D=  r/,  Jious  aurons 

où  P  est  le  demi-païamètre.  La  même  condition  p=:îo, 
appliquée  au  point  Ao,  nous  donnera 

■>.a  — /  —  z{-ia  -F-/), 


(    -x-l    ) 
où  :>.«!=  AiA^  est  la   longueur  de    l'axe  focal.  Remar- 
(juous,  d'ailleurs,  que  l'on  a 

En  éliminant  ensuite^' et  (]  entre  ces  trois  équations, 
nous  trouverons 

a 

Mais  nous  avons  vu  plus  haut  que,  pour  l'ellipse  el 
pour  l'hyperbole,  on  a  la  même  expression  de  la  lon- 
gueur du  demi-axe  focal,  savoir 

a 


Spî\  —  4Aai 
Par  conséquent,  en  vertu  de  la  formule  (i6),  nous  au- 


rons 


D'aprcs  c(;tte  formule,  nous  pouvons  calculer  la  va- 
leur de  rexcentricité  î  en  fonction  des  coordonnées  jf, 
^\.y\  d'un  foyer  F,. 

Pour  une  ellipse,  les  valeurs  /t,  et  /fy  ont  Je  même 
signe  et,  par  suite,  z  est  moindre  que  l'unité^  pour  une 
hyperbole,  au  contraire,  ces  deux  valeurs  ont  des  signes 
diliér(înts  et,  par  conséquent,  î  est  plus  grand  que  l'unité. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  les  coordonnées  du  centre 
sont  infinies  et,  par  suite,  ou  a  ii^  =  oo  et  l'excentricilé 

Du  reste,  la  valeur  de  l'excentricité  pour  une  para- 
bole résulte  directement  de  ce  que,  le  second  point  d'in- 
tersection de  l'axe  focal  et  de  la  courbe  étant  éloigné  à 
l'infini,  son  conjugué  harmonique  A,  doit  se  trouver  au 
milieu  de  la  distance  F,  D-,  donc  A,  F|  =  A|  D  ou  /=  d^ 
et,  [)ar  suite,  t  r~  \ .  PouJ'  tous  les  points  de  la  parabole 
on  aura  donc  o  z.:;  o. 


(  ;3o5  ) 
Wïï  DE  GÉOMÉiniE^ 

I'ar  M.   A.  DROZ. 


Dans  Wtnerrii  liisloinjuc,  Cliaslcs  cilc  le  théorème 
suivant  : 

IjC  plan  langent  et  la  normale  en  un  point  P  d' une 
surface  du  second  degré  coupent  un  des  plans  diamé- 
traux de  la.  surface  suivant  une  droite  et  un  point  tels, 
(pie  le  point  est  le  pôle  de  la  droite  par  rapport  à  la 
coniipie focale  contenue  dans  le  plan. 

La  démoustratioix  analytique  est  Lieu  simple. 

.r-  y-  z- 

Soit  -z i-  'tï  +  ^  =  1   l'équation   cl  une  surface    du 

seeond  degré  à  centre. 

Le  plan  tangent  au  point  (jt',  j',  z')  de  la  surface  aura 

pour  écjuation 

.r.r'         Yv'         zz' 

Ce  plan   coupe   le   plan  des  xy  suivant  une  droite  qui 
aura  pour   équations 

.xa-'        y  y' 

(i)  5  =  0.  x^^'ir '^'■ 

Equations  de  la  normale  en  (x',  j',  z')  : 

—  (^— .^'    =  -,{z  —  z'), 
X  z 

Celte   ligne   coupe  le  plan  des  X7  en  un  point,  dont 

l/i/i.  (h'  MathciiKtt.,   i'st-.vu-.i.   \X.  (Juillet  iS8i.)  ?() 


(  ;3o(i  ) 

les  coordonnées  sont 

_  jc'i  L  —  N  )  _   v'i  M  —  N  )  _ 

^0     -   j — ■ '        ,>0    —  '  Tî  '        ■"()   —  O- 

Si  l'on  clierclie  la  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la 

conique  focale 

jc-  y-       

L  — N  ^  M^^lV  ~*' 
on  trouve 

JCU-'       vy' 

équation  qui  est  la  même  que  Téquation  (i). 

Une;  surface  du  second  degré  S  est  coupée  par  un 
plan  P  suivant  une  conique  Co.  Construisons  en 
chaque  point  de  G^  la  normale  à  S.  Toutes  ces  nor- 
males forment  une  surface  réglée  du  cjuatrièuie  degré  S.». 

Chasles  fait  usage  du  théorème  précité  [Joui'nal 
de  Lioaville)  pour  prouver  que  S-,  peut  être  coupée 
par  une  inlinité  de  plans  suivant  des  coniques.  On 
démontre  lacilement  que  cette  surface  est  du  quatrième 
degré  et  qu'elle  possède  une  courbe  double  du  troisième 
degré.  Si  par  un  point  Q  quelconque  on  mène  toutes 
les  parallèles  aux  normales  de  S,  ces  lignes  seront  sur 
un  cône  du  second  degré. 

Car,  par  le  point  Q,  menons  n\\  plan.  Si  du  point",  pôle 
Av.  P  par  rapport  à  S,  on  abaisse  la  per[)('ndi(nlaire  t:^,  on 
pourra  mener  par  cett(.'  ligne  deux  plans  tangents  à  la 
surface  en  àii:^  points  de  C^^-  l^t-'s  normales  en  ces  points 
seront  parallèles  au  plan  mené  par  Q.  Chacun  de  ces 
plans  contient  donc  deux  génératrices  du  cône  ;  il 
est  du  second  degré.  Le  [dan  infini  coupe  la  surface  S,, 
d'abord  suivant  la  conique  qu'elle  a  en  commun  avec  le 
cône,  et  suivant  deux  droites,  les  nornudc;s  de  S  aux 
points  infinis  de  Cj.  La  section  étant  du  quatrième  degré, 
la  siuface  réglée  S,  est  (bi  (pi.il  liènu;  degré. 


(  •^^>7  ) 

Si  du  [)oint  t:  on  abaisse  uiu;  piM-peiidiculaitc  sur  le 
plan  P,  on  pouiia  mener  par  celle  dioile  deux  plans 
tangents  à  la  surCaee  S  en  des  points  de  Ca,  et  les  nx- 
niales  en  ces  points  sont  dans  le  plan  P. 

Donc,  il  V  a  sur  le  plan  P  trois  points  par  lesquels 
passent  deux  des  génératrices  de  S/,.  On  en  déduit 
qu'il  y  a  sur  S;  une  couibe  Cj  du  troisième  degré,  pai" 
chaque  point  de  laquelle  passent  deux  des  normales 
de  S.  C,t  est,  pour  cette  raison,  une  courbe  double  du 
troisième  degré  sur  S /, . 

Un  plan  queiconqu(!  coupe  donc  S.%  suivant  une 
courbe  du  quatrième  degré  ayant  trois  points  doubles. 

Charpie  plan  passant  par  une  normale  coupe  la  sui'- 
l'ace  suivant  une  courbe  du  troisième  degré  avec  un 
point  double. 

Chaque  plan  contenant  deux  normales  coupe  encore 
Si  suivant  une  conique. 


CONCOURS  GË\ËRAL  DE  1879 

(  voir  y'  série,  t.  XIX,  p.    171) 


RHÉTORIQUE. 

l'vii   M.  A.  LEINEKUGEL. 

Suit  AB  une  i>uilioii  de  droite  (le  longueur  donnée', 
on  prend  entre  A  et  B,  sur  la  droite  AB,  un  point  C, 
et  sur  AC  comme  diamètre  on  décrit  une  dend-circon- 
férence  ;  par  le  point  B  on  mène  une  tangente  à  cette 
demi-circonférence  ;  soit  D  le  point  de  contact,  et 
soit  E  le  point  oii  cette  tangente  rencontre  la  perpendi- 
culaire menée  à  la  droite  AB  par  le  point  A  : 


(  ;^o8  ) 

Déterminer  le  point  C  de  telle  façon  que,  si  l'on  fait 
tourner  la  figure  autour  de  la  droite  AB,  la  surface 
engendrée  par  l'arc  de  cercle  AD  et  In  surface  engen- 
drée par  la  portion  de  droite  BE  soient  dans  un  rap- 
port égal  à  un  nombre  donné  m. 

Indiquer  les  conditions  de  possibilité,  appliquer, 
dans  le  cas  particulier  oii  m  est  égal  à  |,  et  dans  ce  cas 
trouver  le  rapport  des  surfaces  engendrées  par  les  deux 
portions  BD,  IJE  de  la  droite  BE. 

Soient  AB  ---  l.  AC  =  -^x,  et  H  le  pied  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  point  de  tangenee  D  sur  la  droite 
AB. 

Les  surfaces  que  décrivent  l'arc  de  cercle  AD  et  la 
portion  dedi-oitcBE  ayant  respectivenieut  pour  mesure 
27:.r.AH  et  tï.BE.AE,  on  a,  d'après  l'énoncé, 

(i)  20^.  AH  =  m.BE.AE. 

Soit  O  le  centre  du  cercle  décrit  sur  AC  comme  dia- 
mètre; le  triangle  rectangle  ODB  donne 

OD'r:=  OH.  OB  rr    Olt^/  —  .r). 

d'où 

OH        ÔD*  .' 


/  —  X  l  —  X 

et  par  suite 

X^  l  X 

(  2  )  AH  -  X  +  J-' —  —  -, 

^     '  l  —  X  l  —  X 

En  outre,  les  triangles  rectangles  ODB,  BAE  étant 

semblables,  on  a 

BE         Vl-:        lîV 

BÔ  ~~'''  ÔD  '"  B  D  ' 
ou,  parce  que  BD  =  y/BA  .BC  =z  sjl[l —  2^:^^), 
BE     _  A. E  _  / , 

i    r  '"  "f  '~  yt{i—9,.ty 


(  •>'»9  ) 
il   s'ensuit, 

d'où 

(3)  BK.MÎ       '^C^-f^. 

En  remplaçant,  dans  l'équalion  (ij,  AHet  BE.AE  par 
les  valeurs  obtenues  (a)  et  (3),  il  vient 

ilx'            Ixil  —  x) 
=  m  — , 

l  —  JO  l  —  2  ^ 

et,  en  réduisant, 

(4)  .J72(/n  +  4)  —  2/(m -f- i)x  ~t- m/- =r  o. 

La  condition  de  réalité  des  racines  de  cette  équation, 
c'est-à-dire   de  la  possibilité  du  problème  proposé,  est 


<  — 


Dans  le  cas  particulier  de  m  =^  -  )  les  deux  racines  sont 

/ 
3^ 


égales  à^)  et  la  valeur  de  AH  devient 


3        /        AB 


l-i 


Le  point  H  étant  alors  au  milieu  de  AI3,  on  a 
HD  — -  AE,   BD  r^  -BE; 

2  2 

il  en  résulte 

sur!  13 J3  _    I 
smr"BE  "  y 

et,  par  conséqueiil,  le  rapjtofl  des  siwfiices  engendrais 


1  ;iio  ) 

par  les  deux  portions  BD,DE  de  la  droite  BE  est  égal 


Note.  --  La  nièinc  question  a  été  i-t'-solm-  par  M.  Le/. 


SECONDE. 

Par  m.  h.  LEZ. 


Première  question.  —  O/i  donne  deux  droites  pa- 
rallèles RR',  SS',  et  une  droite  perpendiculaire  à  ces 
parallèles  rencontrant  RR'  en  A  et  SS'  en  B.  Sur  RR', 
//.  partir  du  point  A,  on  porte  une  longueur  arbi- 
traire AA',  et  sur  SS'  à  partir  du  point  B,  et  du  même 
côté  par  rapport  à  AB,  on  porte  une  longueur  BB' 
telle  que  le  produit  des  longueurs  AA',  BB'  soit  égal  au 
carré  de  AB;  oji  mène  les  droites  AB'  et  BA',  et  l'on 
désigne  par  M  leur  point  de  rencontre  ;  on  mène  par  le 
point  M  une  perpendiculaire  à  AB,  et  l'on  désigne  par 
P  et  (2  les  points  oîi  elle  rencontre  les  droites  A!j,A'B'. 
Enfin,  on  désigne  par  C  le  point  oii  la  droite  \!Vt  ren- 
contre la.  droite  AB. 

i"  Trousser  le  lieu  décrit  par  le  point  M  quand  on 
fait  varier  la  longueur  A  A'; 

a"   Démontrer  ipie  le  point  M  est  le  milieu  de  PQ; 

3"  Démontrer  (pie  la  tangente  au  point  M  à  la  courbe 
que  décrit  ce  point  passe  par  le  point  C. 

1°  Si  l'on  prend  .sur  la  droite  SS',  à  [)artir  du  point  B, 
et  dans  le  sens  op[)osé  à  lîB',  la  longueur  BI)  i-  AA',  le 
quadrilatère  ADBA'  sera  un  parallélograrninc;  et,;»  cause 
d«;  la  r(;lation  AB-  ^  BD.BB',  le  triangle  DAB'sera  rec- 
tangle en  A.  Les  droiles  ILM,  DA  étant  parallèles,  l'angle 


.  (  3"  ) 

BMA  csL  le  supplôniciiL  de  J'aiiglc  droil  DAAI:  donc 
l'angle  BMA.  est  droit,  et,  par  cous(k]uent,  le  lieu  du 
point  M  esl  la  ciicM^nférence  décrite  sur  AB  eoninie  dia- 
mètre. 

2"  On  sait  (|U(!  la  droite  uicik'c  du  point  C  de  icu- 
eonlre  des  côtés  AB,A'I>  non  ])arallèlcs  d'ini  trapèze  au 
[)oinL  .M  d'intersection  des  dia^^onales  ])asse  par  les 
nillieux  E,  F  des  bases  AA',  lilV.  J.a  droite  PQ,  étant  pa- 
rallèle aux  hases  AA'et  BIV,  sera  divisée  en  deux  parties 
égales  par  la  droite  CEt'5   donc  M  est  le  milieu  de  PQ. 

S'^  Soit  O  le  centre  de  la  circonférence  décrite  sur  AB 
comme  diamètre  ;  les  droites  MO,i\JF  étant  menées  du 
sommet  JNl  de  l'angle  droit  des  triangles  rectangles 
AMB,  BMB'  aux  milieux  O,  F  des  hypoténuses  AB,  Î3B', 
on  a 


il  s'(;nsuil 


ou 


OMB^OBM    et    FMB  =^  FBM; 

OMB  +  FMB  =:'6bM  +  FBM 

^MF^OBF. 


Donc  l'angle  OîMF  ou  OMG  est  droit,  et,  par  consé- 
quent, la  tangente  au  point  M  à  la  circonférence  que 
décrit  ce  point  passe  par  le  point  C. 

DELXiiiME  (^uESTiOA.  —  Soit  (i  la  luiii^neiir  du  côte 
(l'un  liicuigie  équilntéral  ABC  :  calculer  la  dislance 
du  point  A  à  un  point  M  situé  sur  AB,  entre  A  et  B,  de 
façon  que,  si  l'on  désigne  par  P  et  Q  les  pieds  des  per- 
pendiculaires abaissées  du  point  M  sur  les  côtés  AC,  BC 
du  triangle,  le  rapport  de  l'aire  du  quadrilatère  APQB 
à  l'aire  du  triangle  ABC  soit  égal  à  un  iionibre 
donné  ni. 

Indiijucr  les  conditions  de  possibilité  ;  appliquer  en 


(  •■^••^  ) 

i5  ,  ,  ,  . 

supposant  m  =     -?  et,  dans  ce  cas,  dctevnnner  par  une 

construction  gconicl/ifpie  la  position  du  point  .M. 

En  désignant  par  x  la  distance  clicrcliéc  AM,  ou  voit 
f'acileineut  fjue,    les    angles   MAP,  M LÎQ    étant  de   60°, 

on  a 

,  ^       AM       X  „^  ^       BM        a  —  x 

AP  = =  -     et      BO  — =: 

22  2  2 

Si  l'on  abaisse  des  points  B  et  Q  des  perpendiculaires 
BH,QR  sur  AC,  la  similitude  des  triangles  QCR,  BCII 
donnera 

QR        BH  _  y/S 

QC  ~  BC  "^  T  ' 
dOù 

1   on  -  oc  ^  =  (BG  —  BQ)  ^- 
>    '  ^        2  ^2 

]  r  /'  a  —  j"\  1  \/3  X  v'3 

D'autre  part, 

PC  =  AC  —  AP  =  a  -  -^• 

2 

......         ,  .         ,      n/w^  PC,  Qli 

Ainsi,  J  aire  du   triangle  PnC,   ou  -  >    a   pour 

valeur 

'  /  ■^\  N  v/3  ,  ^  ,  V3 

-  {  a  ■ ]  (  a  -h  x)  -^-r- \      on       ('ia  —  .v)  (a  -\-  x)  —,-  • 

'>.  \  2  /  I  10 

Or,  1(;  quadrilatère  .\P(^r)  s'obtient  eu  retranebant 
du  triangle  ABC  le  triangle  PQC;  donc  l'aire 


APQB  =:  -y {2a— x)  {a  +  '^•)-^^-■  =  (x^  —  ax-^^a')  j^, 


et  le   rapport        ^-      a  poiif  expression 
.    .v^  —  ax  -h-  2a^ 

Done,  d'après  renoncé, 


ou 

( I )  .x^  '  '  a  j:  -^  2a^  {i  —  2 m)   -r-  o. 

Cette  équation  donne 

Pour  Jîi  <''  -Aï  les  deux  racines  de  l'équation  sont  iina- 
^  ib  ^ 

binaires  :  si  jji  =  -^^  les  deux  racines  sont  éirales  à  -:  le 

point  M  est  alors  le  milieu  de  AB. 

Lorsque  /«  est  compris  entre  -4t  et  -?  les  deux  racines 

sont  réelles,  positives  et  moindres  que  a  ou  AB.   Pour 

?n  =   —  ?  par  exemple,  .v  ^^  -  i  i  ih  - —  )  les  valeurs  de  Jc 

ou  de  AMsont,  dans  ce  cas  particulier,  éirales  à  la  moitié 
du  côté  ABdu  triangle  équilatéral,  augmenté  ou  diminué 
du  quart  de  la  diagonale  du  carré  construit  sur  ce  côté. 

Si  J7i  =:  -  5  on  a 
2 

.V       o     et     ./■       (i. 
Pour/zr     -1  l'une  des  deux  racines  de  l'équation (i  )  est 

négative;  l'autre  est  positive,  mais  plus  grande  que  le 
côté  rt  du  triangle  équilatéral.  Ainsi,  la  question  n'admet 
aucune  solution  lorsque   le;  nombre  donné  /;/  est  égal   à 


f  •">  '  î  ) 

-ou  plus  grand  (jut;  -  ;  elle  est.    do   même,    impossible 
quand  m  est  moindre  que  -^• 

Note.  —  Solulioii  aiialoi;!!!-  (k-  M.  Leiiitikuiçel. 


CO^COl]RS  GEXERAL  DE  1880 

(  voir  ?'  série,  t.  XX,  p.  iS.'O. 


philosophie. 
Par  m.  MORET-BLANG. 


La  T(^rre   étant  supposée  sphéri<iiie,  ou  considère  le 
point  AI  de  la  surface  dont  la  latitude  est  égale  à  la 


longitude 


i"  Déterminer  le  lieu  des  projections  M  sur  le  plan 
de  l'équatenr  ; 

2°  Déterminer  le  lieu  des  droites  AM,  A  étant  le 
point  de  l'équateur  à  partir  duquel  on  compte  les  lon- 
itudes. 


fj 


Soient  O  le  eentre  de  la  Terre  et  B  le  point  où  le  demi- 
méridien  de  M  coupe  l'équateur. 

i**  Les  arcs  iMB,  AI3  étant  égaux,  les  j)oiiits  M  et  A  se 
projettent  au  même  point  ni  sur  l'intersection  OH  des 
plans  de  l'écpiateur  et  du  méridien  de  M.  Le  point  ;,u  est 
la  projectiou  de  M  sur  le  plan  de  l'équateur.  L'angle 
A/«0  étant  droit,  le  lieu  du  point  ///  est  la  circonféreuce 
décrite  sur  AO  comuie  dianièlre. 

2°  Le  Iriaui^lc  V///M  étant  rectangle  en  ///  cl  de  plus 
isoscèle.  l'angle  MA  m  de  la  droite  A  M  et  de  sa  projec- 
tion A/n  sur  le  plan  de  l'équateur  est  de  4;î°-  Par  suite, 
la  droite  AM  fait,  de  même,  un  angle  de  4^"  avec  la  per- 


(     .H.')     ) 

pcudiculaire  AC,  tilcvec  en  A  au  plan  de  l'équateur.  La 
droite  A.M  appartient  donc  à  la  surface  d'un  cône  de  r<''- 
volution  avant  A  [)Our  sommet  et  AC  pour  axe,  et  dont 
les  génératrices  font  avec  l'axe  un  angle  de  4^".  Le  lieu 
de  la  droite  AM  est  la  partie  de  la  surface  de  ce  cône 
qui  est,  par  rapport  au  plan  tangent  à  la  sphère  en  V, 
située  du  même  c<jté(|U(^  la  sphère. 


rhétoriqce. 
Par  m.   MORET-BLANC. 


jé-ux  deux  exlrénnlés  A  et  B  du  dùtniètre  AB  d  un 
demi-cercle,  on  lui  mène  deux  tangentes  ;  on  construit 
ensuite  une  troisième  tangente  qui  coupe  les  deux  pre- 
mières aux  points  C  et  D.  On  demande  de  déterminer 
cette  troisième  tangente  de  manière  que  le  volume  en- 
gendré par  le  trapèze  ABDC  en  tournant  autour  du 
diamètre  AB,  et  la  sphère  engendrée  par  la  révolution 
du  demi-cercle  autour  de  son  diamètre,  soient  entre 
eux  dans  le  rapport  de  m  à  i .  Discussion. 

Soient  O  le  centre  du  demi-cercle,  R  son  rayon  et  E  le 
point  de  contact  de  la  tangente  CD.  Posons 

AC  -./,     BD-j. 

Le  trapèze  ABDC,  en  tournant  autour  de  AB,  en- 
gendre un  tronc  de  cône  dont  le  volume  a  pour  ex- 
pression 

et  l'on  a 


(  -^'Ifi  ) 

ou 

(1)  ^^  -4- j2  -h  J7J' -     ^'«R^ 

Les  lignes  OC,()D  étant  les  bissectrices  des  angles 
snpplénientaires  DCA,  CDB,  la  somme  des  angles  OCD 
et  ODC  égale  un  droit,  et,  par  suite,  l'angle  COD  est 
dioit.  D'ailleurs 

AC--=GE=:>r,      DE=:j. 

Le  triangle  rectangle  COD  donne 

(2)  .ry^KK 

En  combinant  les  équations  (i)  et  (2),  on  a 

(x  — y)'  =:  {2m  —  3)R% 
d'où 

R  I  ^2  /«  4-  I  -T-  v/  2  m  —  3  J 


R  \  J^m  -+- 1  —  \Jiin  —  3 

^  2 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suHit 
nue  l'on  ait 


> 


.> 


Dans  le  cas  du  minimum, 

m  r—  - j     x-=^  y  -—  \\. 
2 

Le  tronc  de  cône  se  réduit  au  cylindre  eirconsciil  à  la 
snlière. 


(  ■'>'7  ) 

SECOrsDK. 

Par  un  ABONNK. 

Sur  le  côte  BC  d'un  trinni^le  AHC,  ou  sur  son  prolon- 
gement, on  prend  un  point  arbitraire  J)  ^  et  l'on  fait 
passer  deux  circonférences,  l'une  par  les  /?om^5  A,B,D, 
l  autre  pa/'  les  points  X^i.]^  D  ;  soient  0,0'  les  centres  de 
ces  circonférences.  On  propose  : 

t"  De  démontrer  que  le  rapport  des  rayons  de  ces 
circonférences  est  indépendant  de  la  position  du  point 
D  sur  le  côté  BC  ; 

2"  De  déterminer  la  position  que  doit  occuper  le 
point  D  pour  que  les  deux  rayons  aient  la  plus  petite 
longueur  possible  ; 

3**  De  démontrer  que  le  triangle  AOO'  est  semblable 
au  triangle  ABC; 

4"  De  trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  M  (jui  par- 
tage la  droite  00'  dans  le  rapport  de  deux  longueurs 
données  m ^  n-^  on  exandnera  le  cas  particulier  oii  le 
point  AI  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  A  sur  OO'. 

La  droite  OO'  étant  pci-pendiculaire  à  AD  vn  sou 
milieu  f/,  les  angles  AOJ,  ABD  ont  chaeiin  pour  me- 
sure la  moitié  de  l'arc  AD  de  la  circonférence  O,  et  les 
angles  AO'd,  ACd  ont  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  AD 
de  la  circonférence  O' ;  donc 

ÂOG^'^ABG'    et     AO^^ACB^, 
d'où 

\0         \  H 

et,  par  conséquent: 

i"  Le  raj^port  des  rayons  AO,  AO'  des  circonférentes 


(  3i8  ) 
O,  O'  csl  indépendant   de  la  posilion  du  point  D  sur  le 
côté  BC 

2"  Les  angles   des    triangles  rectangles  AdO^  AdO' 
étant  invariables,  il  en  est  de  même  des  rapports 

\0         AO' 

il  s'ensuit  que  les  plus  petites  valeurs  des  rayons 
AO,  AO'  correspondent  au  minimum  de  Ad  ou  de  AD; 
le  minimum  de  AD  est  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  A  sur  BC.  Les  centres  0,0'  coïncident  alors  avec 
les  milieux  Z»,  c  des  côtés  AB,  AC,  et  les  rayons  AO, 
AO'  des  circonférences  O,  O'  ont  pour  valeurs 

VB       AC 


3"  Le  triangle  AOO' est  semblable  au  triangle  ABC 
puisque  les  angles  AOO',  AOO  sont  égaux  respecti- 
vement aux  angles  x\BC,  ACB. 

4°  Soit  m  le  point  qui  partage  la  dioite  bc  dans  le 
rapport  donné  de  OM  à  iMO';  les  triangles  bAm^  OAM 
seront  semblables,  et  l'on  aura 

<^^        <r.-V-  Ab         AO 

bkm—  OAM      (I      ^^ —  =  xw- 
Am        AM 

11  en  résulte  (pie  les  triangles  /»A(J,  /«AMsoiit,  de  même, 
semblables.  Kn  cdét 

h\()       mAM, 

parce  que  ces  angles  sont  égaux  aux  angles  bAni,  OAM, 
augmentés  ou  diminués,  tous  deux,  de  l'angle  ()\///.  De 

plus,  r(''galilc 

A  h         AO 
■\m         '\\T 


(  ■^>'')  ) 

(loiiiic 

\  h        Vin  _ 

donc  les  tiiaui^lcs  Z»AO,  //iA_M  sont  semblables,  comme 
ayant  un  angle  égal  compris  entre  des  côtés  propoiticjii- 
nels.  iMais  le  triangle  /»AO  est  rectangle  en  b-^  donc 
l'angle  AmM  est  droit.  Par  conséquent,  le  lieu  géomé- 
trique du  point  M  est  la  perpendiculaire  menée  à  la 
droite  \m,  au  point  m. 

Lorsque  AM  est  perpendiculaire  surOO',  la  droite  bc 
est  perpendiculaire  à  A//z,  puisque  les  triangles  bKin. 
OAM  sont  semblables,  et,  dans  ce  cas,  le  lieu  géomé- 
trique de  M  est  la  droite  bc  qui  passe  par  les  milieux 
A,  c  des  côtés  AB,  AC. 

Note.  —  La  nicme  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-tîJane  cl 
.1.  Delacourcelle,  élève  en  Matliéiiialiqucs  élémentaires  au  lycée  Hi- 
Tarbes. 


troisieme. 
Par  m.   AIORET-BLANC. 

PuEMiÈuE  QUESTioiv.  —  Pdf  les  doux  ejcti'émitcs 
d'une  droite  AB,  et  d'un  niénie  côté  de  cette  droite^ 
on  lui  élève  deux  perpendiculaires  AC  et  BD,  telles 
(jue  l' aire  du  trapèze  ABCU  ait  ujie  valeur  constante 
donnée.  Du  milieu  E  de  la  droite  AB,  on  abaisse  une 
perpendiculaire  E-M  sur  la  droite  CD.  Trou%'er  le 
lieu  décrit  par  le  pied  M  de  celte  perpendiculaire- 
(piand  on  fait  varier  les  longueurs  des  peipendicu- 
laires  AC  et  BD. 

Même  problèinr  (piand  les  lignes  AC  et  BD,  au  lieu 
d'être  perpendiculaires  à  \lî,  SDUt  parallèles  à  une 
droite  fixe  donnée. 


(   ••^'>^o  ) 
Soit  ni-  l'aire  donnée  du  trapèze  ABCD.  On  a 

AC-^-BD 

>'  Ad  "  m^. 

■> 

Soit  F  le  milieu  de  CD;  la  ligne  EF,  parallèle  à  AC 
et  à  BD,  sera  perpendiculaire  à  AB  et  égale  à 

AC  -t-  BD        tr^ 

~^  '    AB' 

ti'oisiènie  proportionnelle  à  AB  et  m. 

Avant  élevé  EF,  [perpendiculaire  sur  le  milieu  de  AB 
et  égale  à  cette  longueui,,  le  point  F  est  le  milieu  de  CD 
dans  toutes  ses  positions.  L'angle  EMF  étant  droit,  le 
lieu  du  point  M  est  la  circonférence  décrite  sur  EF 
comme  diainèlre. 

Si  AC  et  BD  sont  paiallèles  à  une  droite  fixe  donnée, 

soit  d  leur  distant  e  ;  il  faudra  prendre  EF  :^^  — r-  et  pa- 
rallèle à  la  droite  donnée  :  le  lieu  du  point  M  sera  encore 
la  circonlérence  décrite  sur  EF  comme  diamètre. 

Deuxièmk  question.  —  Construire  un  quadrilntèra 
Inscriptihle,  connaissant,  les  deux  diagonales.  L'angle 
(fa  elles  forment  entre  elles,  et  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit au  (jiuuiriUuere.    Discussion. 

Soient  /•  le  rayon  du  ceicle  circonscrit,  d  et  d'  les  deux 
diagonales  dont  aucune  évidemment  ne  doit  surpasser  2/", 
et  0  leur  angle. 

Décrivons  une  circonférence  avec  le  ravon  donné,  et 
dans  cette  circon(ér("nce  inscrivons  une  torde  AC,  égale 
à  la  diagonale  d\  abaissons  du  centre  O  la  perpendicu- 
laire 01  sur  la  corde  AC;  menons  par  O  une  droite  qui 
lasse  avec  OI  l'angle  donné  0,  et  prenons  sur  cilte  droite 

011  ■:=-  011'  ^  t/  r'  -  "  - . 


(  ■■■'"  ) 

La  cordt;  Hl),  imcik'-c  par  11  ou  par  11'  [x-ijxnuliculai- 
renu'Ul  à  HIJ',  scia  la  sccoiicU!  diagonale  du  quadrilatère: 
mais,  pour  (juo  ce  (piadiiialèrc  soit  convexe,  il  laul  que 
les  deux  diaj^onales  se  lenconli-enl  à  l'inlérieur  du  cercle. 

Projelons  A  et  C  sur  1111',  en  a  et  c.  Si  les  deux  points 
Il  cl  II'  sont  situés  entre  a  et  c,  il  y  aura  deux  quadri- 
latères convexes  salislaisant  à  la  question  ;  si  un  siuil  des 
|)oinls  11,  H'  est  coin|)ris  entre  a  et  c,  à  ce  point  coires- 
pf)ndra  un  quadrilatèic  comncnc!  cl  à  l'autre  un  quadri- 
latère étoile.  Si  les  deux  points  II  et  11' sont  liors  du  seg- 
ment <7C,  les  deux  quadrilatères  seront  étoiles. 

Si  l'on  faisait  l'angle  9  de  l'autre  côte  deOI,  on  obtien- 
drait des  solutions  svniéti'iques  des  premières  par  rap- 
port l\  01,  et  par  conséquent  des  quadrilatères  égaux 
aux  précédents. 


COimESPO\DA\CE. 


Lettre  de  M,  L.  Doucet,  jnofcsseur  au  Lycée  Corneille 
à   liouen. 
Monsieur, 

Voulez-vous  me  permettre  de  vous  adresser  une  nou- 
velle solution  d'un  problème  déjà  traité  plusieurs  fois 
dans  les  annales?  11  s'agit  de  la  question  comprise  sous 
les  n°^  970  et  1028,  question  assez  diflieile,  à  mon  avis. 
Je  n'ai  pas  su  retrouver  dans  les  annales  la  première 
solution.  Une  lettre  de  M.  Bourguet,  t.  XIII,  p.  ^76,  en 
fait  la  criLi([ue  et  signale  une  erreur.  M.  Bourguet  traite 
la  question  à  son  tour  et  termine  en  concluant  que  le  lieu 
est  du  huitième  oidre.  Plus  lard,  en  1877,  M.  Poujade, 
reprenant  les  résultats  de  M.  Bourguet,  annonce  qu'on 
peut  décomposer  sou  équation  du  huitième  degré-,  il   y 

,liin.  rie   Matlivnr.it .,   2«  si-rie,  l.  XX.  (Juillet    1881.)  ?•  I 


{  :v^2  ) 

Irouve  un  quadrilatère  imaginaire,  ayant  pour  sommets 
Jf'S  quatre  foyers  de  l'ellipse  donnée,  puis  l'ensemble  de 
deux  coniques,  l'une  intérieure  à  cette  ellipse  (solution  à 
rejeter  parconséquent),  l'autre  extérieure,  qui  est  la  vraie 
solution.  M.  Poujade  clôt  sa  lettre  en  donnant  le  moyen 
de  former  une  équation  du  dixième  degré  contenant,  outre 
ce  qui  précède,  l'ellipse  donnée  elle-même.  Depuis  lors, 
si  je  ne  me  trompe,  la  question  n'a  pas  reparu  dans  les 
Nouvelles  yénnales.  Dans  la  solution  que  je  vous  envoie, 
il  n'y  a  ni  dixième  ni  huitième  degré  ;  je  vais  tout  droit 
à  la  courbe  du  second  degré,  qui  est  la  réponse  unique  à 
la  question  posée;.  Je  donne  en  outre,  par  le  même  pro- 
cédé de  calcul,  le  lieu  du  point  de  concours  des  hauteurs 
du  triangle. 

La  question  est  fort  intéressante.  Elle  m'a  été  com- 
muniquée par  les  élèves  de  Mathématiques  spéciales  de 
Rouen,  à  qui  l'avaient  envoyée  des  camarades  du  lycée 
Louis  le-Grand  (classe  de  M.  Pruvost).  Je  n'ai  pas 
trouvé  du  premier  coup  la  solution  relativement  simple 
(juejevous  envoie. 

On  circonscrit  à  une  ellipse  donnée  un  triangle  ajani 
pour  hauteurs  les  droites  (jui  joignent  les  sommets  aux 
points  de  contact  de  la  courbe  as'ec  les  côtés  opposés  : 
lieu  des  sommets  du  triangle  ;  lieu  du  point  de  concours 
des  hauteurs. 

Soient 

X  cos  a  -i-  V  sin  a  ■ —  p       P       o, 

X  cos  p  -r  _>■  sin  fJ  -  -  <y   --  Q  -  -  O, 

X  cos  Y  +  y  sin  •'  •     /"    "   H  ---  o 

les  équations  des  polairtîs  des  sommets  du  triangle. 
I^a  conique  donnée  aura  une  étpiation  de  la  forme 

A        H        C 

p  +  q  +  k"^^' 


(  '^-^-^  ) 

(;l,  si  l'on  (!X[)iiinc-  lc;s  conditions  de  l'énoncé,  ou  a  im- 
niédialciucnl 

A    ::.B=rC. 

JNous   alhjiis  donc;  id(;iiLi(icr  lécjiialion 
I  I  I 

avec  l'équation 

a-  y-   t-  b^a:'^  —  «^  0^  ^=:  o. 

On  obtient  aijisi 

(     /j{  cas  [3  +  cos  y) 


(i)      , 

'<-  7  (  cos  Y    r-  cos  a  )     h  /■  (  cos  a  +  cos  P  )  t:r  o, 

\  /M  sinp  +  sin  y) 

(  +  y  (sin  Y -i- ^i>i  ^- )     i    /•  (siii  a  -f- siii  p  )  :=  o, 

(3)  sin(P  -+-  y)  -I-  sin  (Y  +  a)  +  «in  (a-h^)  =;  o, 

/  cos  p  cos  Y    1"  t'os  Y  cos  a  -t-  cos  a  cos  ^ 


(4) 


siu  p  sin  Y    H  sin  y  sin  a  -(-  sin  a  sin  ^ 
7''  +  f'P  +  /^7 


—  a-  0- 

Désiguoiis  par  À  la  vaii'ur  commune  de  ces  trois  rap- 
ports ;  cette  valeur  est  facile  à  déterminer.  En  eiïet,  les 
équations  (4)  donnent 

(5)  cos  (P  -i- y)  +  cos(y  +  a)  4-  cos  (a  4-^)  =  —  lc\ 

(6)  cos  (P  —  y)  4-  cos  (y  —  3c)  +  cos  (a  — [3)=X(a2_|_^2)_ 

Si  l'on  ajoute  les  équations  (3)  et(5)  élevées  au  carré, 
en  tenant  compte  de  l'équation  (6),  on  a 

c''  À-  —  2  (  a-  +  b-  )  X  —  3  r::::  o, 

et  il  faut  pi'cndre  la  racine  négative,  car  la  racint;  posi- 
tive rendrait  l'expression  X  («- -f- Z»-),  c'est-à-dire  la 
somme  des  trois  cosinus  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion (6),  supérieure  à  à. 


(  324  ) 
Donc 


X  -  «'  +  ^'  —  v/(<^'  +  b^  )'  +"37' 

c 

Soient  maintenante,  etj^,  les  coordonnées  du  sommet 
M,  pôle  de  la  droite  R  =o.  On  a  évidemment 

et,  si  l'on  désigne  par  jx'  la  valeur  de  ces  trois  expressions, 

j?,  ces  a  -f  j'j  sin  a  =::/>  H-  [x', 
a:^  cos  p  -^  J'i  sin  ^  -^  q  -\-  [j.', 
^i  cas  Y  -1-  }'j  sin  y  —.  r  ^ —  [j.'. 

Multiplions  ces  trois  équations  respectivement  par 

coS[3h-cosy,     cosy-4    cosa,     cosa-i~cosp 
et  ajoutons.  Nous  trouvons  ainsi 

À  b-x^  —--  ;j.'cos  Y- 
En  multipliant  de  nouveau  par 

sinp-rsinY,      sin  y  +  sin  a,      sin  a -r- sin  [i. 

on  trouve  de  même 

\cûy\  --TZ1  ix'  sin  Y- 
Donc 

et  comme,  d'autre  paît, 

on  a,  pour  l'équation  du  lieu  de  JM, 

a*  vj  -i-  b'-x'i  —  a*  b-  4-  X  («\>  1  -t-  b'^a-\  )  =:  o, 

X  recevant  la  v^ileur  délcriuinée  plus  haut. 

Cette  conique  est  exléi-ieure  à    l'ellipse    donnée.    En 
edet,  \  étant  négatif,  ou  a  nccessairemeul 


(  •■^■-^  ) 

J'obtiens  de  la  nièiiic  manière  le  lieu  du  point  de  con- 
cours H  des  hauteurs  du  triangle.  Soient  a"o,j"o  'es  coor- 
données de  ce  point.  Il  est  clair  que  Pq  =  Qo  =  Ro,  et,  si 
l'on  désigne  par  [j.  la  valeur  commune  de  ces  trois  ex- 
pressions, on  a  immédiatement 

(  E  )  3  [JL-  --:  l  (  a-fl  -\-  b^xl  --  a-h-). 

Multiplions  par 

ces  p  -f-  ces  Y?  cos  Y  H-  ces  a,  ces  a  +  cos  ^ 

les  trois  équations 

.ro  cos  ai-  )„  sin  %  =i  p  +-  fx, 
.F^  COS  p  -h  Jo  sin  p  =  ^  -I-  [/., 
.ro  cos  Y  -■'  }\^  sin  y  ■=  /'  +  [J-, 

et  ajoutons.   Nous  aurons,  en  tenant  compte  de  (i),  (2) 

et  (3), 

À  U'-  .r-Q  "  ;x  (  cos  a  +  cos  ^  +-  cos  y  )• 

On  aurait  de  même,  en  multipliant  par  sin  {j-j-sin  *',..., 

Xa- Ko  —  !•«•  (sin  a  -|-  sin  ^  +  sin  y)- 

En  élevant  au  carré  ces  deux  dernières  équations,  les 
ajoutant  et  tenant  compte  des  équations  (4)  et  de  la  valeur 
de  )v,  on  a 

Si  l'on  substitue  dans  l'équation  (s),  on  aie  lieu  du 
point  H  : 

3  (  h'*xl    !-  à"  yl  )  =  &\{a-yl  +  b'^  x\  —a-b'-). 

Cette  conique  est  intérieure  à  l'ellipsedonnée,  puisque, 
\  étant  négatif,  on  a  nécessairement 

a-  v'I  —  b- xl  —  a'-b-  <o. 


(  ;52(i  ) 

Lettre  de  M.  A.  Legoiix^  professeur  à  la  Faculté 
des  Sciences   de   Grenoble. 

Monsieur  le  llétlacleur, 
A  propos  de  la  rcmarcjuablc  méthode  d'intégration 
de  l'équation  des  lignes  de  coui'bure  de  l'ellipsoïde 
de  M.  A.  Picart,  permettez-moi  de  vous  rappeler  une 
autre  méthode  géométrique  que  j'ai  donnée  en  1878 
et  dont  j'ai  indiqué  l'application  au  cas  particulier 
actuel  (Etude  njialjtique  et  géométrique  d'une  fa- 
mille de  courbes,  p.  18). 

Voici  en  quelques  mots  l'esprit  de  cette  méthode  : 
On  remarque  d'abord  que  l'équation  diirérentielh 


le 

—  -^yp^  ~^  (.7'^  —  ^^  "^"  ^^)p  -^  '^y  ^=  <^- 

où 

dy 
P^dTa:' 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

(/>.r  -H  X )  (  r  —  p.r  )  -r-  b'^p  '=  o. 

Cela  posé,  on  fait  un  changement  de  variables  5  on 
prend  pour  nouvelles  variables  ,r' et  ■}',  liées  aux  an- 
ciennes j)ar  les  équations 

x—p\ 

r=p'.r'  —  y, 
,      d_r^ 
^^  "  dx'' 


On  voit  sans  peine  que 


p  ^=z  X  , 

px  —  r  "=.»'' 


On  sait  que  cette  transformation  revient  à  prendre  la 
courbe  transformée  par  polaires  réciproques  de  la  pro- 


(  •■^•^•7  ) 

postMî  rflalivcinciit  ;'i  l.i  [)aial)()lc 

Le  principe  de   celle   transformation  est  dû  à  Monge 
[voif  CuASLES,  ^/pe/rii  histoi'ir/uc,  p.  376). 
L'équation  diUéreiitielle  proposée  devient 

■//(./•'^  +  r)  r'  -\'  yy-  -h  b'-x'  -=0, 

que  l'on  rend  linéaire  eu  posant 

et  dont  l'intégrale  est 

c'est  ré(juation  d'un  système  de  coniques. 

L'intégrale  générale  cherchée  est  l'équation  des  po- 
laires réciproques  de  ces  coniques  relativement  à  la  pa- 
rabole 

./•-   -    >.  w 

On  trouve  sans  peine  que  cette  équatiou  est 

,/•'-  )■- 

(•     '     c  —  b- 

elle  représente  des  coui(]ues  homofocales. 

Lettre  de  M.  A .  llilaire,  professeur  au  Lycée 
de   Douai. 

MonsieiH"  le  Rédacteur. 

Voulez-vous  uie  permettre,  quoique  je  ne  sois  nul- 
lement en  cause,  de  répoudre  à  la  réclamation  de 
M.  Mausion  (  1881,  p.   i43)^' 

Sil'ou  se  reporte  à  l'article  de  AL  Weill  (  1880,  p.  255), 
la  phrase  citée  [)ar  M.  iMansiou  s'y  trouve  intei'calée 
entre  deux;  théorèmes;  elle  se  termine  en  réalité  par 
un  point,   et   non,  comme   dans  la   citation,  par    deux 


(  •■>■>-«  ) 

points;  clic  s'applique  donc  au  premier  des  deux  lliéo- 
rèmes  : 

Si  une  conique  est  inscrite  dans  un  triangle,  et  que 
la  somme  des  carrés  de  ses  axes  reste  constante,  son 
centre  décrit  une  circonférence  ayant  pour  centre  le 
point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle. 

Or  celle  proposition,  très  connue,  est  due  à  Sleiner, 
et  elle  a  été  seulenienlétendue  à  l'espace  par  M.  Mention, 
professeur  à  Paris,  et  collaborateur  des  Nouvelles  An- 
nales jusqu'en  1867. 

Je  terminerai  par  deux  indicalions  bibliographirpies  : 

1°  On  s'explique  que  M.  Mention  ait  pu  être  regardé 
comme  l'auteur  du  théorème  de  Géométrie  plane,  parce 
qu'il  l'avait  énoncé  et  démontré,  sans  en  indiquer  l'ori- 
gine, à  la  fin  d'un  long  articb;  sur  l'hyperbole  équila- 
tère  [Nouvelles  yJn/iales,  i865,  p.  38). 

2"  Le  théorème  analogue  de  l'espace  est  ainsi  conçu  : 

Si  un  ellipsoïde  est  inscrit  à  un  système  de  six 
plans,  et  que  la  somme  des  carrés  de  ses  axes  reste  con- 
stante^ son  centre  décrit  une  sphère. 

M.  Mention  n'avait  pas  fait  connaître  la  position  du 
centre  de  la  sphère  par  rapport  aux  six  plans  donnés: 
celle  détermination  a  été  faite  par  M.  Paul  Scrrct. 

On  peut  consulter  là-dessus  trois  aitides  de  ce  dernier 
auteur,  qui  ont  paru  dans  l'année  i865  de  votre  Journal 
(p.  145, 193  et  433)  etqui  ont  servi  de  préliminaires  à  la 
Géométrie  de  direction,  onwix^c  publié  quatre  ans  plus 
tard,  en  1869. 

.\ole.  —  Los  qiit^slions  1312  et  13Ô7  •>nl  éli';  résolues  par  M.  Pisani  : 
et  les  questions  1348  et  1353  par  i\F.    VricniielT,  à  Saint-Pétersbourg. 


(  ^^9  ) 


S(IUriO\S  DE  OIESTIOXS 
PUOPOSÉES  1)A\S  LES  \01YELLES  AWALES. 


Question   127 

(W)ir  r*  sérli-,  t    V,  p     ijS). 

En  rendant  rationnelle  l'équation 

1  .1  1 

(a,  -h  j?)'^  H-  (a,  -;-  a:-)^  -f- . . .  -t-  («„  -f-  ^)2  — .  o, 

0/2  parvient  à  une  équation  du  degré  o,'i~^, 

1 
Désignons,  en  généi-al ,  par  oip  l'expression  (a^  -+-  x)'. 

M.  Desboves  démontre,  dans  ses  Questions  d'algèbre, 

p.  217,  le  lliéorème  suivant  : 

Théorème.  —  Etant  données  n  lettres  a-i ,  ao,  .  •  . ,  a„, 
on  forme  2"~'  polynômes  comme  il  suit  :  on  écrit,  à 
la  suite  de  a,,  successivement  -+-  ao  et  — ao,  et  l'on  a 
ainsi  les  deux  binômes  a,  -h  ao,  a,  —  a^]  à  la  suite 
de  aj -H  a2  et  a, — ao  on  écrit  successivement -\-  a.^ 
et  —  a3,  et  l'on  obtient  ainsi  quatre  polynômes;  on 
écrit  à  la  suite  des  quatre  polj  Jiômes  successivement 
+  a4  <?£  — a4,  et  ion  obtient  ainsi  huit  polynômes,  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  toutes  les  lettres  aient  été 
employées.  Si  l  on  Jait  alors  le  produit  des  2"~'  der- 
niers polynômes ,  on  obtient  une  fonction  symétrique 
de  toutes  les  lettres  élevées  à  des  puissances  paires. 

Si  donc  on  niulliplie  le  polynùrne 
qui  forme  le  premier  membre  de  l'écjuation  donnée,  et 


(   .■).■)(>  ) 

qui  est  un  des  polynômes  énoncés  dans  le  ihéorènie  pré- 
cédent, par  les  2"  '  —  i  polynômes  reslanls,  on  obtien- 
dra une  fonclior)  où  chacpKî  IcUre  entrera  à  une  puis- 
sance paire.  En  rem[)la<;ant  alors  y.j^  par  ap-+-x,  qui  est 
du  premier  degré  en  a",  le  degré  de  chaque  terme  sera 
réduit  à  moitié,  et  le  résultat  sera  du  degié  a""-. 

C'est  du  reste  la  méthode  indiquée  par  M.  Desboves, 
Ouvrage  cité,  p.  3  19.  Ch.  B. 

Note.  —  La  nn'iiie  quoslii)ii  ;i  iHé  PL-solue  |>ar  M.   lirorard. 


Qtu^sfioji  lJ9o 

(voir    y'  sérii',  l.  XV,  p    i,,    ; 

i'\u   M.   MORKT-P.LWC. 

Une  pile  de  boulets  à  base  cariée  ou  à  base  (ria/i- 
gulaire  ne  contient  jamais  un  nombre  de  boulets  égal 
au  cube  ou  à  la  ci/it/uiènie  puissance  d'un  nombre 
entier.  (E.  Lucas.) 

On  sait  que  la  somme  ou  la  dilïérence  de  deux  cubes 
inégaux  ne  peut  être  égale  à  un  cube,  ni  au  double  d'un 
cube.  De  même,  la  somme,  ou  la  différence  des  cin- 
quièmes puissances  de  deux  nombres  inégaux  ne  ])eut 
être  égale  aune  cincjuième  puissance,  ni  au  double  d'uiK! 
cinquième  puissance',  i  étant  un  cube;,  il  en  résulte  que 
deux  nombres  entiers  consécutifs  ne  peuvent  être  simul- 
tanément un  cube  et  le  double  d'un  cube,  ou  bien  un(; 
cinquième  puissance  et  le  double  d'une  cin(|uième  puis- 
sance, en  exceptant  o  et  i. 

Cela  posé,  considérons  d'abord  la  pile  à  base  ti'ian- 
gulaire. 

Je  dis  qu'on  ne  peut  avoir  eu  n()iid)res  enlici-s 

n{n  -\-  \){n  -^  •>.)  -—-  6 m', 
sauf  le  cas  de  /i  -^  1  . 


(  MU    ) 

En  cliet,  les  liois  aoiiibres  «,  «  -h  i ,  «  -f-  '2,  n'ayant 
pas  de  facteur  coiiiniun,  sauf  2  si  «  est  pair,  devraient 
être  l'un  un  cube,  un  autre  le  double  d'un  cube,  et 
l'autre  le  triple  d'un  cube. 

Or,  d'après  la  remarque  précédente,  //  +  1  ne  peut  être 
un  cube  ou  le  double  d'un  cube 5  reste  donc  à  supposer 
que  «H-  I  soit  le  triple  d'un  cube,  n  -h  i  sera  alors  de 
l'une  des  formes  ç)^,  gk -+-  3,  gk  — 3,  et  l'on  aura  une 
des  trois  combinaisons  suivantes  : 

/l  :--.:  gk  -—   I  ,    9/»   -'t-  !?,    9/.   —  -'l' 

«  -I-  I  =  9/. .  9/>"  -!-  3,  9/1    -  3, 

n  -h  2  -  9A  -î-  1 ,  9/.  -^  4.  9/ 

n  et  «  -f-  2  ne  pourront  être  simultanément  l'un  un 
cube,  l'autre  le  double  d'un  cube. 

Donc,  dans  aucun  cas,  le  nombre  des  boulets  de  la 
pile  ne  sera  un  cube,  sauf  le  cas  de  /i  =  i . 

Il  ne  sera  pas  non  plus  une  cinquième  puissance. 

Il  faudrait,  en  effet,  que  n  -+-  i  fût  le  triple  d'une  cin- 
quième puissance,  et,  en  remarquant  qu'une  cinquième 
puissance  est  de  l'une  d(;s  formes  '>..">  A,  2jk  dz  i ,  'io/i  dr  7. 
on  aurait  une  des  combinaisons 

// H- I       9,5  k,  25/.' -h. 5,  25/i-       3,  •>.5A-;-'|.    îj/.    -4' 

/?  -  2.5 A-       I,  25k~h>..  9.5k-     A,  25Â-f-3,  25A— 5, 

« -+- 2  tr .  23  A  4- r ,  25A-  —  '|.  ■>.5k-     9,  95k  — ■),  25A--3; 

neln  -^--  1  ne  seraient  pas  simultanément  un  cube  et  le 
double  d'un  cube. 

Donc  le  nombre  des  boulets  d'une  pile  à  base  trian- 
gulaire ne  peut  être  un  cube  ni  une  cinquième  puis- 
sance que  si  «  =  i . 

Considérons   maintenant   une   pile   à   base  carrée,   et 


voyons  si  l'on  peut  avoir 

Ai(/<  -f-  l)(2/i  H-  I)  z=z  6 ni^. 

Si  in  -i-  i  esl  le  triple  d'un  cube,  on  tombe  dans  un 
cas  d'impossibilité  déjà  signalé. 

Si  •in-\-  i  est  un  cube,  il  est  de  l'une  des  formes  9/r, 
9 A  +  1 ,  9A  —  I ,  et  l'on  a  une  des  combinaisons 

2/i  +  i— 9A-,  9A-1- I,  qA  — I, 

n=-.gk-]-!i,  gk,  9^—  i> 

n  +  i  =  9A:-r5,  9A-M,  gk. 

Les  deux   autres  nombres   ne  seront  pas  simultané- 
ment le  triple  et  le  double  d'nn  cube. 
Examinons  si  l'on  peut  avoir 

n(/i  +  i)(2/i   i-i)-=6m^. 

Si  271-+-  I  est  le  triple  d'une  cinquième  puissance,  /i 
et  n-f-i  devraient  être  une  cinquième  puissance  et  le 
double  d'une  cinquième  puissance,  ce  qui  est  impos- 
sible. Si  2  7i  4-  I  est  une  cinquième  puissance,  on  aura 
l'une  des  combinaisons  suivantes 

an  +  i  =  25A-,  25A  +  i,  25 A— i,  25A'-i-7,  25 A:  — 7, 

«1=25 A: -H  12,  25 A,  25 A:— I,  25 A: +3,  25 A' — 4» 

/j  H- I  z=  25A:  H- i3,  25A   t-i,  25  A,  25  A:  h- 4,  25  A- — 3, 

et  l'on   voit  que  /i  et   «  -f-  1  ne  seront  pas  simultané- 
ment le  double  et  le  triple  d'une  cinquième  puissance. 

Donc  le  nombre  des  boulets  d'une  pile  à  base  carrée 
ne  peut  être  une  cinquième  puissance  ni  le  double  d'un»- 
cinquième  puissance,  sauf  le  cas  d'un  seul  boulet. 


(  :};3;i  ) 

Question    1328 

(loir  x'  série,  I.  XVIII,  p.  'i:«); 

Par  m.  M0RET-I3LANC. 

Etant  données  les  ct/uafio/is 
(i)  5a;^-Ji- oy-— z^-{-6o.r  ^  9JiZ  =^o, 

(2)  25 a:^ -h  20  Y' -\- z^ —  i5^j  :---  o, 

( 3 )  ']5a;^  -h  75  r'^  +  2^-  +  5  r^  —  45  jt^  =  o, 

représentant  des  surfaces  rapportées  à  un  même  sys- 
tème d'axes  rectangulaires ,  on  demande  :  1°  de  trouver 
le  genre  de  chaque  surface  ;  9-P  de  trouver  l' intersection 
des  surfaces  (1)  et  (  2)  -,  3°  de  trouver  les  projections  sur 
les  plans  coordonnés  de  l' intersection  des  surfaces  (i) 
et  [Z).  (Ernest  Lebon.) 

1"  L'équation  (i)  peut  s'écrire 

elle  représente  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  de  révolu- 
tion autour  d'un  axe  parallèle  à  Oz,  et  ayant  son  centre 
au  point  x  =^  —  6.  >  =  o,z  =^  —  i  2  -,  le  rayon  du  cercle 

de  gorge  est  égal  ii  -^  et  les  génératrices  font  avec  l'axe 

\/5 

un  angle  dont  la  tangente  est  égale  à  —-• 

v/5 

Les  équations  liomogènes  (2)  el  (3)  représentent  des 
cônes  du  second  degré  ayant  leurs  soininels  à  l'ori- 
gine. 

Les  trois  surfaces  passent  par  l'origine  des  coordon- 
nées et  sont  coupées  suivant  des  cercles  par  des  plans 
parallèles  au  plan  des  u^  . 

2"  En  éliminant  j'^  entre  les  équations  (i)  et  (2),  ou 
obtient  l'équation 

{z    -  ■>.o){iz--  5jc)'=o\ 


(  •'•"'1  ; 

elle  représente  le  système  de  deux  plans  perpendicu- 
laires au  plan  des  xz  et  passant  par  l'intersection  des 
deux  surfaces.  Le  premier,  parallèle  au  plan  des  xj^ 
coupe  les  deux  surfaces  suivant  un  cercle, 

:;^=  —  20,      (.f  •  + 6)'^-T- j-:=  20; 

le  second  les  coupe  suivant  deux  génératrices  dont  les 
projections  sur  le  plan  des  xz  se  confondent, 

et  dont  les  projections  sur  le  plan  àasxj  ont  pour  équa- 
tion 

4r  — aic-:=o     ou     y -^=z  ±z — oc. 

2 

3"  Si,  entre  les  équations  (1)  et  (3),  on  élimine  succes- 
sivement j',  X  et  z,  on  obtient  les  équations 

5  ;-  ( 5 .X-  —  ^-  -:-  60 x  —  ■2f\z  ) 

-T-  {l'j z-  -T-  36o^  —  \~)xz  —  96o^-)'-=:  o, 

3"-(i7^H- 5j-r- 36o)- 

-}-io8^(^-f-  2o)(i7^  -i-5j'  +  36o) 

--f-  [\Od{z  -r-  2o)-(5jK- —  Z^' —  24-)    —  o, 

{x'^-^ y---i'ix){[\'ox  —  5/  -i-  48)- 

—  24(17^- -r-  17/2^  24ji-)(45j"—5j  +  48)^0, 

qui  représentent  les  projections  de  l'intersection  des  sui"- 
faces  (i)  et  (3)  sur  les  plans  .rO:r,  7  O3  et  xOj. 

Les  deux  pi'emières  no  renferment  Jt"  et  j^'  respective- 
ment qu'au  s(;cond  degré  ^  on  peut  donc  les  résoudre  pai- 
rapport  à  ces  variables.  La  troisième  ne  renferme  ni 
terme  indépendant,  ni  terme  du  preuiier  degré;  en  la 
transformant  en  coordonnées  polaires,  on  auia  une 
('•(piation  (lu  second  dcgi*'  en  p.  La  discussion  et  la  con- 


(  :\:\^  ) 

sliiuliuii  (l(;  CCS  Uois  cuuibes  iiu  prcsculc  d  aulrc  Jilïi- 
cultc  que  la  longueur  des  calculs,  résultant  de  la  gran- 
deur des  eocf'iicients;  je  ne  m'y  arrêterai  j)as. 

Qucs/iun     1330 

{  voir  ;-.•  série,  l.  XVIll,  p.  47K)  ; 

Pau   m.   s.    |{|;\L1S. 

Les  nombres  .r,j  ,  z  claiiL  exprimés  pctr  les  for- 
mules 

_r  =  2(  -  a^^-  p2—  y2_^  a^j  +  2^(2a  -t-  Sv  +  48), 
:;  -_=  3(-  a^-  °/2  „^  ,,2  ^  52)  ^.  ^.^(^  +  ^  _^  .^ô)^ 

o«  /;eHf  éno7icer  les pro/friélés  suivantes  : 

i"  X  expression 

/■2  _^  1^2    ,     -2 

se  réduit  à  une  somme  de  deux  carrés. 

2"  Pour  des  valeurs  entières  convenables  de  a,  |3,  y, 
J,  fo<^^  nombre  N,  «^«t  e^f  e'^rt/  à  la  somme  de  deux  car- 
rés entiers  et  à  la  somme  de  trois  carrés  entiers,  peut 
être  représenté  par  l'expression  ci-dessus,  dont  les 
termes  ont  été  préalablement  débarrassés  des  j acteurs 
communs  inutiles. 

La  proposition  se  relie  à  celles  (jui  font  l'objet  d'un 
précédent  article  des  Nouvelles  Annales  (*)  et  se  dé- 
montre de  la  même  manière. 

Les  indéterminées  x,  j)  ,  z  étant  exprimées  en  a,  ,'S, 
7,  c?,  comme  il  est  dit  dans  l'énoncé,  posons  en  oulie 

u  -     .1  (  a2  -,-  ^2+  y'^-  °")  -r-  ?.o(2a  -+-  2  3  +  ^7). 


(*)    Développements    sur    quelques    théorèmes    d'Arithmétique 
(voir  2"  S('rio.  I.  X\  III,  p.  5oo). 


On  aura,  [)ar  idciitilc,  la  nlalii)ii 

u-  -H  y'^  H-  -  '  —  l-  -H  u-, 

c'esl-à-diro  une  équation  indéterminée  dont  toutes  \is 
solutions    entières   peuvent  s'obtenir   par  les  formules 
ci-dessus,  moyennant  des  valeurs  entières  convenables 
attribuées  à  «,  (3,  y,  d.  De  là  la  proposition  énoncée. 
Voici  quelques  exemples  : 


a 

tir  I  I, 

P    r-   10, 

ï  = 

.14, 

8  = 

— 15 

32+2^-2^ 

=  42 

4- 1^ 

=  17; 

a 

1=  10, 

?-7, 

T== 

10 

0  -:=  - 

-9; 

4^ 

M- -m': 

=  32- 

1-32. 

=.18; 

a 

-^14, 

p..:l3, 

Y  = 

-16, 

0  :=: 

-19 

4^ 

-f-  3-4-  I 

^r=5' 

4-1^ 

:z=26 

} 

a 

=z2, 

?-4, 

*r^ 

7>     ° 

UIZ   — 

8; 

6'-  + 

9.24-12= 

52  + 

42:= 

4i; 

La  question  proposée  est  ainsi  résolue,  puisque  l'on  a 
la  solution  complèlede  l'équation  indéterminée  d'où  elle 
dépend.  Quant  aux  pieuves  de  la  généralité  absolue  de 
la  solution  précédente,  elles  tienncMit  aux  mêmes  consi- 
dérations qui  se  rapj)ortent  aux  écjualions  résolues  dans 
l'article  mentionné.  11  en  est  de  même  quant  aux  moyens 
de  déterminer  les  valeurs  de  a,j3,y,  §  d'après  des  valeurs 
préalablement  données  de  /,  u,  x,  y,  z.  iVous  n'insiste- 
rons donc  pas  ici  sur  ce  sujet. 

.Xote.  —   La   môme   question   a  été  résolue   par   MM.  Fcrdinando 
l'isani;  Moret-Blanc;  Marcello  Rocchetli. 


(  ■^■^7  ) 

KOTE  m\  LA  GÉNÉRALISATION  D'IN  THÉORÈME  DE  PAIM'llS; 

l'AK  M.   II.   UKSAL. 


L'illustre  j^éoinètrcurAlcxaiidrie  a  énoncé  le  Lliéorèine 
suivant,  dont  la  dénioiistration,  si  elle;  a  été  donnée,  n'est 
pas  parvenue  jusqu'à  notre  époque  : 

Si  trois  mohilcs  plaças  aux  sominels  d' un  triangle 
partent  en  même  temps  et  parcourent  respectivement 
les  trois  côtés,  en  allant  dans  le  même  sens  et  avec  des 
vitesses  proportionnelles  à  ces  côtés,  leur  centre  de  gra- 
vité restera  immobile. 

Ce  théorème,  (jui  est  tombé  dans  l'oubli  malgré  l'inté- 
rêt qu'il  présente,  est  un  cas  particulier  du  suivant  : 

Soient  A)  Ao .  .  .  A„  A ,  un  polygone  fermé  de  n  côtés, 
plan  ou  gauche,  m  la  masse  de  chacun  des  n  points 
/natériels,  partant  en  même  temps  des  sommets  Ai, 
Ao,  .  .  . ,  A,i,  et  dans  le  même  sens,  avec  des  vitesses 
constantes  V),  V^i  •  •  •  î^  «7  proportionnelles  aux  côtés 
<T,=  A,z\2i  ^^^i^^AoAa,  ...,  <7„  =  A„A,,  le  centre  de 
gravité  des  masses  m  reste  fixe. 

Rapportons  le  système  à  trois  ax(;s  coordonnés  rectan- 
gulaires Ox,  0^>, O",  et  soient 

Xi^)  i,  Zi  les  coordonnées  du  sommet  A,-; 

X,  j',   z  celles  du   centre    de   gravité   du    système  des 

masses  ni  au  bout  du  temps  /  ^ 
\'i=zlxai    la  vitesse   du    mobile   ////  ([ui   part  du    som- 
met A,-,  en  désignant  par  A"  une  constanle. 

L'ordonnée  jjarallèle  à  Ox  du  mobile  m/  au  bout  du 

Ann.  (te  Mac/iéni..  2"^  série,  t.  XX  (AoiU  1881).  22 


(    .i.'xS     ■) 


l('inj>s  /  ('laiil 


.f,  -H  /.  a 


,r(.s(<'//,.rj 


X/. 


ou    a,   eu    prfîiiant    les    nionieiits    par    rapport,    au    plan 


.VI.  ni  =z  m 


y      .?;•  -t-  l^cij  cos  \aj,  a)  X  l 


.rZtn  =  m  X. /-,-{-  /,  /X.     r/,  ces  \^(7,,  .ry  . 

(fournie  Je  polygone  est  fermé,  le  second  ternie  du  second 
membre  de  cette  égalité  est  nul  ;  d'ailleiu's.  31/;/  =  nm:, 
par  suite. 


et  oc  mcmi' 


n 


,-^-v,, 


ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 


su;  i;expressio\  ni  n\xm  m  ceutaixs  tétuaèdiies; 

Par  m.  n.  1  AURE, 

Clief  descatlroii  d'Art illcrie. 


J.   Si  l'on  dc'signc  |)ar  <^/,  /^  c,  d \  a  ^  //,  c',  <7'  les  som- 
mets d(;  deux  tétraèdres,  on  a  la  relation  suivante  : 

a' bcd  a'cila  a'dab  n'ahc 

b'bcd  b'ccla  b'dab  h'abc 

cbcd  c'cda  c'dab  c'abc 

d'bvd  d'cdd  d'dab  (/'abc 


—  (abrdy.a'b'c'd' . 


(  33.)  ) 

entre  It's  voliiiiics  des  divers  lélraèdres  (jue  l'on  peut 
former  en  joignant  les  sommets  du  premier  à  ceux  du 
second. 

Ce  tln'orèine,  (jiie    j'avais  proposé  eu  (juestion,  a  été 
démontré  dans  ce  Journal. 

II.   Supposons  qu'il  existe  entre  les  volumes  de  ces  té- 
traèdres les  relations 


a'bcd 

a'cda 

a'dab 

n'ahc 

1      ~^ 

m 

n 

P 

h'bcd 

b'cda 

b'dab 

b'  abc 

L'      ~ 

ni'      " 

'     n'      ~ 

P' 

c'  bcd 

c'  cda 

c'  dab 

c'  abc 

l"      -^ 

ni"     " 

~  ^7i"~'  ~ 

P" 

d'hcd 

d'cda 

d'dah 

d'abc 

r    ~ 

m'"     " 

'     n"'      " 

P'" 

De  la  première  nous  déduisons 

a'bcd       a'cda        a'dab a' abc 

ni 


al)cd 


i 


n 


P 


/  -h  m  -+-  n  -\-  p 


Les  trois  autres  donnent  des  résultats  analogues,  de 
sorte  que,  si  dans  le  déterminant  à  nous  remplaçons 
tous  les  volumes  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  abcd  et 
des  coellicients  /,  /«,  «,  .  .  . ,  nous  trouverons,  en  repré- 
sentant parP,  P',  P'',  V"  les  sommes  l~\~m-\-?i-\- p^ ... , 


l 

m 

n 

P 

1! 

m' 
m" 

n 

n" 

p' 
P" 

abcd 

^  a'b'c'd'. 

/" 

p  P'  P"  P'" 

/'" 

ni'" 

n'" 

p'" 

Les   quantités   /,   //i,  /z,  p.,  ...   sont    susceptibles  de 
signes,  car  on  doit  avoir  en  même  temps 

a' bcd  -f-  a' cda  +  a! dab  +  a' abc  ■=  abcd, 
l  ^  m  -i-  n  -^  p  ^=iV. 


Si  U:s  points  a.\  />',  c',  d'  sont  sur  les  laces  A,  H,  C,  IJ, 
on  a,  dans  l'espace,  le  tliéoièiue  eoiTCspoudant  à  la  ques- 
tion 1 3o3. 

III.  Supposons  que  les  points  n\  Z>',  t',  cJ'  soient  pris 
respeclivement  sur  les  faces  A,  B,  C,  1)  du  tétraèdre  nbcd. 
Nous  aurons 


a' bcdr=-  o, 

a'db{fu  A) 


a'dab 


3 


fi'cda  = 


(l'abc  -=: 


(i'rd[  a.  \  ) 
a'bv{a,  A  ) 


(,'t  des  expressions  analogues  pour  les  autres  éléments 
du  déterminant  A.  jNotre  premier  théorème  devient 
donc  celui-ci  : 

Un  tétrardre  nbcd  rtant  dojuié,  si  l'on  jivend  sur 
ses  faces  les  points  {i\  h\  c',  d'  et  que  l'on  désigne  par 
A,  lî,  C,  D  les  aires  des  faces  de  ce  tétraèdre,  on  aura 


(> 

a'rd 

a'db 

a  '  b(. 

b'rd 

() 

b'da 

bai 

c'bd 

c'  da 

<  ) 

cal» 

d'bc 

d' va 

,rab 

<) 

a'b'c'd' 


abcd 


A.  H.  CD. 


Si,  en  parliculicr,  les  points  lî ^  b\  c\  d'  sont  les  pieds 
des  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  du  tétraèdre 
abcd  sur  ses  faces,  lis  tiiangles  qui  figurent  dans  le  dé- 
terminant sont  les  projections  de  trois  des  faces  sur  la 
quatrième,  et  l'on  obtient  1(!  résultat  indiqué  par  IM.  Genty 
(question  I3oo). 

IV.  Joignons  un  point  (piclcontpie  o  aux  sommets  <■/, 
/;,  c,  d  et  prenons  sur  ces  (b"oiti;s  respectivement  les 
points  a\  b\  c',  d'.  Ces  points  formeront  un  t«''traèdre 
a'b'c'd'^  liomologique  au  tétraèdre  abcd.  Si  l'on  désigne 
par  \'  le  volume  de  ce  tétraèdre,  par  ^  „,  \  i,  \  c-,  ^  J  J^s 


(  ••1'  ) 

volumes  des  U'-Lracdics  (|ui  oui.  [)()IM'  soiiimcl  coiuiiuiu  le 
j)oiiit  o,  et  pour  hast-s  les  lac'cs  A,  M,  (!,  1)  du  lélraèdre 
ahcd .  on  a  la  relation 

oa' .ol)' .oc' .od' /  n((  ,  oh  ,,  oc  ..  or/ 


(I)   V'= ;•      •    ,    —  V.+  -nV/,+  — V,+  -^V,, 

oa.ob.oc.od  \on  oh  oc  od 

En  eili't,  si  l'on  désigne  par  V|,,\^^,  \],,\,'^les  vo- 
lumes des  tétraèdres  ayant  pour  somuu't  commun  le 
point  o  et  pour  bases  les  faces  du  tétraèdre  dh'cd\  on 
a  l'égalité  évidente 

v  =  ^  V,,  +  X;^  V,  +  ^  V,  +  ^  V,,. 

Or,  les  tétraèdres  V^,  V^,  ayant  en  eouimun  les  iiois 
arêtes  qui  se  coupent  au  point  o, 


^';, 

oh' .  oc' 

.  od' 

v„ 

oh.  oc 

od    ' 

de  même, 

V',,   oa'.oc' 

.  od' 
od' 

v;. 

__oa'.oh' 

.  od' 

f)a' .  oh' .  oc' 

\  1,         oa .  oc 

\. 

oa  .(d) 

od 

oa .oh .oc 

De  là  résulte  la  relation  que  nous  voulions  établir. 

Si  les  points  «',  //,  c\  cV  sont  sur  les  faces  A,  B,  C,  I), 
on  aura 


oa 

aa' 

\ 

oh 

\ 



. .  . 

I           , 



■  

oa' 

oa' 

V.' 

oh' 

\/, 

en  appelant  V  le  volume  ahcd \  l'égalité  (  i)  devient 

■V-V„)(V-V,)(\-V,)(V-V,,)" 


V'  =  - 


Dans  celte  relation,  on  doit  donner  aux  volumes  V„, 
V(«,,  y,.,  \ ,1  des  signes  tels  que  leur  somme  soit  égale 
k  V. 

En  particulier,  si  le  point  o  est  le  centre  de  la  sphère 


(  '^^■>-  ) 

inscrite  au  U'iraèdre  abcd^  on  aura 

3V.A.B.C.1) 


V: 


(S-AmS-B.kS-C.)(S  — D) 

en  posant 

S— A  +  B-hC  +  D. 

C'est,  à  un  facteur  numérique  près  ( — 3  au  lieu  de  6), 
le  résultat  indiqué  par  M.  Genty  (question  4352, 1""^ Par- 
tie). 

V.  L'expression  (i)  que  nous  venons  de  trouver  pour 
le  volume  du  tétraèdre  a'h'c'd\  homologique  du  tétraèdre 
ahcd^  peut  se  mettre  sous  une  autre  forme.  Si  par  le 
point  a  nous  menons  des  [)lans  parallèles  aux  faces  b'c'd' ^ 
c  d'à  ^  d'nh\  a'b'c\  ces  plans  rencontrent  les  faces  corres- 
pondantes hcd^  cda,  dtih^  abc  du  tétraèdre  abcd,  sui- 
vant quatre  droites  qui  appartiennent  à  un  même  plan  I, 
parallèle  au  plan  d'homologie. 

Mais,  d'après  une  propriété  connue  des  figures  liomo- 
logiques,  si  l'on  désigne  par  A  la  dislance  du  plan  1  au 
plan  d'homologie,  on  a 


G  a 

(«,n 

ob        {b,\) 

oc        (c,  1) 

od 

Kl) 

oa' 

-    /.   ' 

ob' ^      k    ' 

oc'  ~~      k     ' 

od'  ' 

"    k 

D'ailleurs, 

\{o,  I)  =  V,(r^  I)  +\,(/a  1)  +  V,(c,  I)  -+-V,,(^/,  I); 

donc 

orf  ^  ob  ,.  '>c  X-  od  ,, 

,       , ,         r  ^  ,,  -H  -T7  N  /,  -I 7  ^  <■  H 77  ^  rf 

(o,  1)         on  oli  oc  o(l 

~ir  "^  V 

L'expression  (i)  devient  ainsi 

k-Un.  l)\- 


(/' b'c'f/'  rzr 


a,  \)^bA){rA)((L\) 


\  I.    Dans   le;  (IcLciiiiiiianl  A,  rciiiplacoiis  les   volumes 

|);n'  les  \altMrs 

n'hcd=:z^\{a',  A). 

a'c(/a  =:|B(rt',  H  ), 


nous  obtenons  la  relalioii 

I   {a'.  A)     (r/',B)     (r,'A:)  («',  D) 

(//',  A)     (/y'.  H)     (//,  C)  (//-j;)) 

(c',  A)     (c-',  V>)     (>•',  Cl)  (r',  D) 

I   (^/',  \)     {d\  B)     (^/',C)  (r/',D) 


(3V)-.3\" 
A.B.C.D 


(jiii  se  trouve  dans  mon  Mémoire  sur  les  iudiees  (  n"  87). 

VIL  D'un  point  o  on  abaisse  les  perpendiculaires  oa', 
ob' ^  oc\  od'  sur  les  faces  du  tétraèdre  ubcd \  si  l'on  dé- 
signe par  \'  le  volume  du  tétraèdre  a'b'c'd' ,  par  Y  celui 
du  tétraèdre  abcd^cX  par  A,  B,  C,D]es  aires  de  ses  laces, 


4 ABC!)  \  oa         ou'        oc         od 


En  elle t,  le  volnme  \  '  est  la  somme  algébrique  de 
quatre  tétraèdres  ayant  pour  sommet  commun  le  point  o 
et  pour  bases  les  triangles  b'c'd\  c'd'a\  d'n'b' ^  a'b'c . 

Or 

i\ b'cd' ^^  ob' .  oc' .  od' ii\\\  bOd' ain  (oc' .  b'od'). 
Mais 

i'in  b'od'=z  sinBD,      sin(o(;',  b'od')  =  sin  (oc,  (1)  ; 

par  conséquent, 

(3V)^ 
6b'c'd'  =^  ob'.  oc'  .od' <,ii\  F>l>  siii(oc",C)  =:  ob'.oc'.od'     p^^.  • 

2  B(_.  I  ) 


On  a  des   expressions  analogues   pour  les  valeurs  des 


(  ^44  ) 

autres  létraôtlres  qui  composent  le  volume  \'.  De  I.i  ré- 
sulte ]a  relation  indiquée. 

Lorsque,  en  parlieulicr,  le  point  o  est  le  centre  d'une 
splièi'e  inscrite  au  télia«:dre  \  ,  les  distances  oa',  oZ>',  oc'^ 
od'  sont  égales  au  rayon  /•  de  c(;lte  sphère,  et  l'on  trouve 


\'=: 


4A.B.C.D 


C'est  In  seconde  des   relations   indiquées  dans  la  ques- 
tion 13oi2. 

MIL  Cette  relation  peut  aussi  se  déduire  du  théorème 
suivant,  que  nous  avons  proposé  en  question,  et  qui  a 
été  démontré  dans  les  Nouvelles  annales  : 

Lors<]uedeux  tétraèdres  sont  polaires  récipioqiies  par 
rapport  à  une  suj-face  du  second  degré,  le  volume  de 
l'un  est  égal  au  cube  du  'volume  de  l'autre,  divisé  par 
trente-six  Jois  le  produit  des  quatre  tétraèdres  qui  ont 
pour  bases  les  faces  de  ce  dernier  et  pour  sommet  com- 
mun le  centre  de  la  surface,  multiplié  par  le  carré  du 
produit  des  demi-axes  de  cette  surface. 


SUR  IXE  CLASSE  DE  SllUFACES  lUI  QIATRIÈME  ORDRE; 

Rvii  Al.  ^.  JAMKT, 

Professeur  au  Kcr-e  ilo  .Mru. 


L  Dans  un  travail  récemment  pnl)Iié  dans  les  Nou- 
velles yJnnnles  de  Malhénuiliijues,  AL  Aniigucs  a  étudié 
une  classe  de  surfaces  qu'il  a  désignées  sous  le  nom  de 
girocjclides.  Ces  surfaces,  engendrées  par  des  cercles 
passant  par  deux  poinis  iixes,  admettent  ces  cercles  pour 
ligues  de  ((turhurc  de   \.\   incniièrc  Mcrie.   il  pour   ligues 


(  ■i^>  ) 

(II!  courljurt'  de  la  seconde  série,  des  eourhcs  spliéri(|iu;s. 
Elles  peuvent,  eu  outre,  être  considérées  comme  des 
enveloppes  de  sphères  passant  par  deux  points  fixes,  et 
dont  le  centre  se  meut  sur  une  courlx;  plan(;  dont  le 
plan  est  perpendiculaire  à  la  ligne  cpii  joint  les  deux 
points  fixes  et  passe  par  son  milieu.  (1(î  sont  ces  surfaces 
que  l'on  obtient  en  transformant  les  surfaces  coniques 
pai"  rayons  vecteurs  réciproques. 

Parmi  ces  surfaces,  M.  Amigues  considère  en  parti- 
culier celles  du  quatrième  ordre,  et  montre  qu'on 
obtient  de  pareilles  surfaces  quand  ou  cherche  l'enve- 
loppe d'une  sphère  dont  le  centre  se  meut  sur  une  co- 
nique et  qui  passe  par  deux  points  fixes  symétriques 
par  rapport  au  plan  de  cette  conique.  Ces  surfaces  cor- 
respondent aux  cônes  du  second  ordre.  Je  me  propose, 
dans  ce  travail,  de  déduire  des  propriétés  des  cônes  du 
second  ordre  quelques  propriétés  des  girocyclides  du 
quatrième  ordre. 

II.  Vérifions  d'abord  qu'à  toute  girocyclide  corres- 
pond un  cône.  Prenons  pour  axe  des  z  la  droite  qui 
joint  les  deux  points  fixes  (réels  ou  imaginaires  con- 
jugués) par  lesquels  passent  les  lignes  de  courbure  delà 
première  série,  et  pour  plan  des  jcy  le  plan  mené  per- 
pendiculairement à  celte  droite  par  le  milieu  de  la  dis- 
tance des  deux  points.  Soit  2c  la  demi-distance  de  ces 

points  ;  c  peut  être  de  la  forme  a  y —  i ,  mais  c-  est  tou- 
jours une  quantité  réelle. 
Soient  les  deux  sphères 

(  I  )  .r-  +  y-  -\-  z-  —  2  ni  x  —  2  ny  —  c-  z=  o 

et 

(2)  ./---h-  ,v--l-  :;- —  y.ni'r  —  1  n'  y  —  c-r=:  o; 


lurscjUf  ///,  «,  in\  ii'  \;u'J('nL  d'.ipi't's  mu;  loi  (loiuiéc,  l'iii- 
tersectiou  de  ces  deux  splières  entendre  la  girocyclide. 
Cliangeons,  dans  ces  équations, 


'■>' 

+  T,- 

— 

■■-■:? 

c- 

+  'V 

'-\-{l 

c)- 

/.--' 

(r  — f 

■) 

elles  deviennent 

(  3 )  /■-  —  ■>.  /Il  ;  —  ■>.  H T,  -h  i  c(~  —  c)  z=z  o. 

et 

(  4  )         />  ■  —  -i  in  \  —  -î  //  r,  4-  2  c  (  w  —  C  )  =  O. 

Si,    dans   ces  équations,  on   considère  ç,  y,,  ^  comme 

des  coordonnées  courantes,  elles  représentent  deux  plans 

/  ^  ^2 y^-2  \ 

passant  parle  point  (  ^  =  o,    y,  rrr  o,     ^  =  '-^ \i  et, 

lorsque  ni^  /?,  ///',  «'  varient  d'après  une  loi  donnée,  leur 
intersection  décrit  un  cône  (réel  ou  imaginaire). 

Réciproquement,  si  dans  les   équations  (3)  et  (4)  on 
change 


k'  .r 

./•-  +  _> 

--+(~^  — 
/."»- 

(■y 

■  r-'-i-  ) 

■-  +  (--  — 
iz  —  c) 

(■}- 

.r--h  y-  +  [z  —  <■)'- 

on  retombe  sur  les  équations  (i)  et  (•>,). 

Donc,  à  toute  girocyclide  correspond  un  côue,  cl  ré- 
cipro(picment.  Les  génératrices  du  cône  corrcs|)on(lcul 
aux  cercles  générateuis  de  la  girocvclide. 

Memaitpions  en  outre  que,  (pie!  (pie  soll  /• .   pour   une 


luùiiic  délciiiiiiiaLiou  de  ///,  «,  ////.  //',  LoiiLcs  les  di'oiles 
représentées  par  les  équations  (3)  et  (4)  ^'"'^  '"'  "lème 
direetion.  Donc  tous  les  cônes  Lranslormés  sont  égaux. 
En  pailiculier,  ils  sont  égaux  au  cône  tangent  à  la  sur- 
face au  point  singulier  dont  les  coordonnées  sont  o,  o 
et  c,  car,  pour  /i=  o,  les  équations  (3)  et  (4)  repré- 
sentent les  plans  tangents  aux  sj)hèr(\s  (i)  et  (2)  en  ce 
point. 

Ils  sont,  de  plus,  symétriques  du  cône  tangent  au 
point  (o,  o,  — c),  par  rapport  à  un  plan  parallèle  au 
plan  des  xy. 

III.  Voyons  maintenant  à  (pioi  correspondent  les 
lignes  de  courbure  de  la  deuxième  série.  D'après  un 
théorème  connu,  ce  sont  les  transformées  des  lignes  de 
courbure  de  la  deuxième  séi'ie  du  cône,  et  celles-ci  sont 
les  intersections  du  cône  avec  des  sphères  de  rayon  arbi- 
traire, ayant  pour  centre  le  sommet  du  cône.  Il  est  facile 
de  le  vérifier  analytiquement. 

D'après  un  théorème  démontré  par  M.  Amigues,  les 
lignes  de  courbure  de  la  deuxième  série  sont  situées  sur 
des  sphères  dont  l'équation  générale  est 

■  r-  +  )'-  +  C-  —  i/t  z  -+-  c-  =  o, 

//  étant  un  paramètre  arbitraire. 
Cette  équation  peut  s'écrire 

■r-  4-  y-  H-  (  j  —  c)-  +  2  ( c  —  /O  (  -  -—  c)  +  2  c (  c-  —  A  )  r=  o. 

Si  l'on  y  fait  la  transformation  indiquée,  il  vient 

AV+  ,^  /,2  (,.  _  /,)  ^y  _  c)  +  2  c(c  -  h)  \l--\--cr  +  (^  -  c)^—o. 

Si  //  varie,  cette  équation  représentei'a  une  série  de 
sphères  dont  le  centre  sera  sur  l'axe  des  rr,  et  à  unedis- 

tance  de  l'orieine  éi'aie  à    '■ ;    ce     sont    bien    les 

sphèri's  (lélinics  precedeninienl. 


(  -i^  ) 

IV.  Une  j^irocyclido  du  (jualiicnic  ordre,  rapporlei', 
comme  l'a  fait  M.  Amigues,  au  centre  et  aux  axes  de  la 
conique  que  décrit  le  centre  de  la  sphère  enveloppée,  a 
pour  équation 

(.£.2  +    yl  +    -2  _  ^^2  _  ^2  _  ^.2  -)2  _  ^  :^  ^_^.  _  ^^yl  _^  /  Jj  (^y  _   ^)2 

OU  bien 

[(J7  —  ay  +  (  V-  —  bY  +  (.-  —  c)-+  9.  a  (.r  —  a)  +  :i  b{y—b)  +  ic{z  —  c)\' 
=  \k{x-aY-\-\\^{y—by. 

Si  l'on  transporte  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes 
au  point  (a,  />>,  o),  cette  é(|nation  di;vient 

[ .r-  +  _)■■-  +  (  ^  _  c- )-  -H  2  rt  .r  +  M  6  )•  +  3  6-  (  c  —  c )]- 

=:4Ax-+  4^)'' 

et,  si  l'on  ell'ectue  sur  cette  dernière  équation  la  trans- 
formation indiquée,  il  vient 

ik'+-ia\  +  >.bf,  +  -icC^  —  c)]2=:  4A^^4-  4Br,^ 

équation  qui  représente  un  cône  du  second  ordre. 

{y4  suivre.) 


QUËSTIO\  DE  LICËNCK 

(momi'kllikr.  —  NOVEMBRE  •^^79): 
l'Ai»  M.   K.  FAUQUEMBERGUE. 


Un  donne  un  cjlindrc  droit.  verlicnL  dont  In  luise 
est  un  cercle  de  centre  O  et  derajofi  a.  iJ ne  courbe 
tracée  sur  ce  cylindre  jouit  de  la  propriété  que,  M  dé- 
signant un  point  de  cette  courbe  et  !MI  la  tangente  cor- 
respondante, la  projection  du  raj  on  vecteur  OAI  =  r 
sur  celle  langciile  est  conslanle  cl  (-gale  à  une  ligne 


(   ''l!)   ) 
(lo/inra  k.  I.r  poi/il  M  est  défi  ni  par  l' ordonnce  verLi- 
cnle  z  cl  fxir  raiii^lc  (o  y/ir?  la  prnjcclion  horizontale  OP 
ilc  OM  Jurnie  avec  le  raj  on  fixe  OA. 

O/i  ])ropose  de  : 

I  "  Trouver  la  relation  finie  (/ai  existe  entre  z  et  o), 
on,  si  l  on  préfiire,  exprimer  ces  coordonnées  en  fonc- 
tion d' une  variable  auxiliaire] 

;>,"'  Trouver,  en  fonction  de  z^  l'expression  s  de  l'arc 
de  la  courbe  ; 

.V'  Calculer  l'aire  cylindrique  comprise  entre  deux 
gènérati'ices  données  et  les  arcs  t/u  elles  intercejytent 
sur  la  courbe  et  sur  le  cercle  de  base. 

1°  Désignons  par  cp  l'angle  MRP  que  fait  la  tangente 
à  la  courbe  avec  la  tangente  PII  au  cercle  de  base.  Ol 


étant  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  O  sur  MR,  la 
droite  Plseia  aussi  perpendiculaire  sur  M  R  et  l'angle  MPI 
On  aura  donc 


sei-a  égal  à  l'angle 


(•) 


k 
siii! 


Considérons  maintenant  un  point  M'  de  la  courbe  in- 
finiment voisin  de  M,  et  un  arc  de  cercle  MQ  parallèle 
au  cercle  de  base  et  rencontrant  en  ()  l'ordonnée  M'P', 


(  ;^.5o  ) 

J.e  triaiiylo  rectangh;  iniiniinent  petit  iMM'Q  nous  don 
liera 

MO  =  PP'  =  a  <hi  —  dz.  col'v, 

ou,  en  remplaçant  eot'i  par  sa  valeur  tirée  de  (i), 


(2) 

a  fh<i  =  —  ^  ^ 

(l'on 

a  M  — 

=    — î ; lo 

k'-  (fz. 


v.^-/^;-f-c. 


2  A 

'2°  Le  même  triangle  rectangle  donne 

si  II  'v 
ou,  en  tenant  compte  de  (i), 


ds^jZflz 


.s  =  _.-+C. 

3»  Coupons  le  cylindre  suivant  la  génératrice  AMq  et 
développons-en  la  surface  sur  un  plan  passant  par  cette 
génératrice;  l'aire  A^SJoMP  que  nous  voulons  calculer 
se  placera  en  AMoM,P,,  de  telle  sorte  que  AP,  =  rtw 
et  MjP)  =  z\  en  la  désignant  par  A,  nous  aurons 

k—  j       nz  thn  :--  I     j  yl^~7?  riz 

j\ote.  —  l.ii  iiiriiic  question  a  été  n'-solue  par  M.  A.  [,cinckiii;pl,  qui 
a  rgalpinent  ré-iolu  la  queslioii  de  licence  (ini^nic  ToDie.  p.  V)  ). 


(      3.H      ) 


AGHK(iATiO\  UKS  SClEXCIiS  MATIIOlAîlOliES 
fCOXCOlUS  DK  1880). 


COMl'OSITION    1)1     ()     VOIT, 

]\I(illi(''iii  (I I  ((flics  S  peu  ialcs . 

On  donne  un  elli|)soKlo,  ciron  {onsidèrcun  cùne  ayant 
pour  base  la  seclioii  principale  de  l'ellipsoïde  perpendi- 
eulaire  à  l'axe  naineur^  ce  cône  coupe  l'ellipsoïde  sui- 
vant une  seconde  courbe  située  dans  un  plan  (^. 

1°  Le  sommet  du  cône  se  déplaraiit  dans  un  plan 
donné  P,  trouver  le  lieu  décrit  par  le  pôle  du  plan  Q 
par  rapport  à  l'ellipsoïde. 

2"  Ce  lieu  est  une  surface  du  second  degré  2  :  on  de- 
mande de  déterminer  l(\s  positions  du  plan  P  pour  les- 
quelles le  cône  asymptote  de  cette  surface  E  a  trois 
génératrices  parallèles  aux  axes  Av.  symétrie  de  l'ellip- 
soïde . 

3°  Le  plan  P  se  déplaçant  de  façon  que  la  surface  S 
satisfasse  aux  conditions  précédentes,  trouver  le  lieu  des 
foyers  des  sections  faites  dans  ces  surfaces  2  par  un  plan 
lixe  R  perpendiculaire  à  l'axe  mineur  de  l'ellipsoïde. 

4"  Trouverla  surface  engendrée  par  la  courbe,  lieu  de 
ces  foyers,  quand  le  plan  R  se  déplace  parallèlement  à 
lui-même. 

COMPOSITION    m      lO    AO(  T. 

Ma ( héi) I a l ûj u es  c/r/i leiil a ii  ns . 

On  donne  le  côté  ti  d'un  triangle  ABC,  la  somme  / 
des  deux  autres  côtés,  la  somme  R-  des  carrés  des  bissec- 
trices, soit  des  angles  intérieurs  arljacents  au  côté  <?,  soil 


(  ;'>:>.  ) 

(les  angles  extérieurs  atljacenls  au  même  coté,  et  l'on  de- 
mande de  calculer  les  deux  autres  côtés  b  et  c. 

Ou  examinera  le  cas  particulier  où  1=^  /^n^  et,  dans 
ce  cas,  on  discutera  coniplètenient  les  deux  problèmes 
en  laissant  a  lixe  et  en  faisant  varier  R^. 

COMPOSITION  Dr  1 1   aoi:ï. 

Théorie. 

1°  Définir  les  lignes  de  courbure  et  établir  leur  équa- 
tion différentielle. 

2°  Former  l'équation  qui  donne  les  rayons  de  cour- 
bure principaux  en  un  point  d'une  surface  donnée;  éta- 
blir les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
cette  équation  ait  deux  racines  égales. 

jl ppllcalion . 

Soient  II  une  fonction  donnée  d'une  variable  a  et  a' sa 
dérivée.  Soit''^(j'3)  une  fonction  donnée  d'une  autre  va- 
rialjle  p.  Ou  considère  une  surface  S  telle  que  les  coor- 
données rectangulaires  .^■,  J,  -  d'un  quelconque  de  ses 
points  s'expriment  [)ar  les  formules 

^-  :=  (  «  +  [j)  rosa  —  //'  sin  a, 
j'  =  (  ^/  +  [i)  sin  a  -i-  «'  cosa, 

i"  Démontrer  que  les  projections,  sur  le  plan  o.'Oj', 
des  sections  de  la  surface  par  des  plans  parallèles  au 
plan  xOy  ont  même  développée. 

2"  Démontrer  (pie  les  normales  à  la  surface  S  aux  dif- 
férents points  d'une  (juelcoiupie  de  ces  sections  forment 
une  surface  développable,  et  d(''terminer  l'arèle  de  re- 
broussement  de  cetl(!  surface. 


3"  Trouver  les  ligues  de  couiburc  «le  la  suilace  Set 
les  rayous  de  courbure  priucipaux  eu  un  (juciconque  de 
ses  poiuts. 

G('oinélile  descriptive. 

luterseelioii  (11111  cAiie  et  d'un  p»ai'al)o|f»i(1e  ]iv])erli(i- 
lique  ayaul  une  géiu-ralrice  eoniniune. 

I)(i II  lires. 
Cône.  —  La  ])ase  du  eou(;  esl  un  eereh;  situé  daus  le 
j)lan  liori/.ontal  et  avant  pour  centre  li;  point  O. 

Distance  du  centre  O  au  bord  droit  du  cadre.  o'",ioo 
Dislance  (JB  du  centre  (  )  à  la  li^iie  de  terre.  .  0,09;") 
Ra3"on  du  cercle 0,080 

\a'   sommet  est  [)ro|i'té    borizoutalement  eu  S.  sur  le 


diamètre  du  cercle  de  base  parallèle  à  la  ligue  de  terre, 
et  verticalement  eu  vui  point  S' tel  que  S'?  =0'",  i3o. 

ParaboLoïde.  —  Il  a  pour  plau  directeur  le  plan  hori- 
zontal, pour  directrices  : 

i"  La  verticale  ORC  passant  [)ar  le  centre  O  du  cercle 
base  du  cône; 

2"  La  génératrice  SA  du  cône  dont  la  |)rojectiou  hori- 
zontale fait  avec  la  ligne  de  terre  un  angle  de3o". 

Ann.de    Mathémat . .  i*"  série,  t.  \X.    (Août  iS8i.)  'J.^ 
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On  limitera  le  cône  au  plan  horizontal  de  projection 
et  à  un  second  plan  horizontal  situé  au-dessus  du  som- 
met S,  à  une  distance  de  ce  point  égale  à  o'",o45. 

On  devra  construire  le  point  de  la  section  situé  sur  la 
génératrice  commune  SA,  le  point  où  la  projection  verti- 
cale de  cette  section  rencontre  son  asymptote,  ainsi  que 
la  tangente  en  ce  point. 

Pour  distinguer  les  parties  vues  des  parties  cachées, 
on  regardera  le  cône  comme  solide  et  on  supposera  le 
paraboloïde  enlevé. 

Les  candidats  joindront  à  l'épure,  sur  une  feuille  sé- 
parée, une  explication  sommaire  de  la  méthode  employée 
et  des  constructions  ellectuées. 

Composition  sur  un  sujet  de  licence. 
Première  question. 

Intégrer  les  équations  différentielles  simultanées 

—r  —  ax  H-  b"y  -+-  b'z, 
dt  -^ 

-^  :=  b"x  -f-  a'y  +  hz, 

-j-  =:  y X  -^  by  -^^  a" z, 

dt  -^ 

où  a,  a',  a" ,  è,  //,  b"  sont  des  constantes  réelles  don- 
nées, et  or,  j',  z  des  fonctions  inconnues  de  la  va- 
riable t. 

Deuxième  question. 

On  considère  un  axe  vertical  Or:,aulourduquel  tourne, 
d'après  une  loi  déterminée,  mais  inconnue,  un  tube  rec- 
tiligne  OA,  de  section  infiniment  petite,  ([ui  rencontre 
l'axe  fixe  en  O  et  fait  avec  lui  un  angle  constant  0;  dans 
l'intérieur  du  tube  peut  se  mouvoir  sans  frottenuMit  un 
point  pesant  M. 


(  3;k^  ) 
i"  On  demande  (pielles  doivent  être,  d'une  pari,  lu 
loi  de  la  rotation  du  tube,  de  l'autre,  les  (  irconstaiiccs 
initiales  du  mouvement,  pour  que  la  distance  /'du  point 
M  au  point  (ixe  O  soit,  à  elia(|ue  instant  /,  donnée  j);jr 
la  foriiude 

K  et  a  étant  des  constantes  positives  données. 

2"  Conservant  pour  le  mouvement  de  rotation  i\u  U\\>r 
la  loi  précédemment  trouvée,  ne  faisant  d'ailleurs  au- 
cune liypotlièse  sur  1(!S  circonstances  initiales,  on  dc;- 
mande  d'étudier  le  mouvement  du  point  pt.-sant  dans  ](; 
tuhe. 

Calcul. 

Etaiit  (l(inn(''<'  ré(pialion 

1°  Démontrer  (|u'elle  a  toutes  ses  racines  imagi- 
naires; 

2"  Calcider  la  partie  réelle  et  le  coenicient  de  ^/ —  1 
pour  chacune  de  ces  racines.  En  posant  z  =  ju  -j-  )  /,  un 
verra  que  le  problème  dépend  de  la  recherche  d'une 
des  racines  d'une  équation  du  troisième  degré;  on  calcu- 
lera cette  racine  à  l'aide  des  Tables  tiigonométriques 
avec  le  degré  d'approximation  qu'elles  conï|)ortenl . 

3IatJicinnliques  spccialcs.  { Leçons  .) 

1°  Equation  du  plan  tangent.  —  Application  aux 
suifaces  du  second  ordre. 

2°  Exposer  quelques-unes  des  méthodes  à  l'aide  des- 
quelles on  reconnait  la  nature  d'um;  surfVtce  du  second 
degré  donnée  par  son  équation. 

3"  Asvmptotes  des  courbes  rapportées  à  dès  cooi'- 
données  reclilignes.  (Première  leçon,  i 


(  ;;5()  ) 

4"  Étaul  doiiiiéc  une  Jonction  dune  seule  variable, 
reconnaîli'c  au  moyen  de  sa  dérivée  si  elle  est  croissante 
ou  décroissante.  —  En  déterminer  les  niaxima  et  les 
mininia. 

5°  Définition  de  la  fonction  r/*.  —  Ktude  de  celte 
fonction. 

/           I  \  '"  .... 

6"   liml  1  H )     (juand  i)i  devient  inlini. 

y°  Tliéorème  de  Piolle.  —  Son  nsage  pour  la  sépara- 
tion des  racines  d'une  équation  alj^él)rique  ou  transcen- 
dante. 

8"  Génératrices  rectilignes  de  l'hyperholoïde  à  une 
nappe. 

9"  Résolution  al^t^hrit/iif^  de  l'équation 

x'^-\-  pœ  -+-  ^  —  o. 
Discussion. 

lo"  Plans  diamétraux  dans  les  surfaces  du  second 
degré. 

Il"  Intersection  de  deux  courbes  du  second  degié. 
(On  ramènera  la  question  à  l'étude  dune  équation  du 
troisième  degré.) 

12°  Transformation  des  équations  algébriques. 
(Exemples.) 

\S"  Premières  leçons  sur  les  séries. 

i4"'  Discussion  de  l'équation  du  second  degré  à  deux 
variables.  (Géométriiî  analyticjue.) 

i5"  Tangentes  et  asymploles  v\\  coordonnées  po- 
1  ai  res . 

i6"  Tliéorème  de  Sturin. 

17"  Conditions  pour  qu<;  l'équation  du  second  degré 
à  trois  variables  représente  une  surface  de  révolution. 
(Exemples.) 

18°  Règle  des  signes  de  Descartes. 

ig"   Etant   donnée   r('(|uation   générale^  d'une    ellipse 
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ou  d  une  liypi^fl^olc,  délenniiicr  les  a\es  de  l.i  i-ouilx-  m 
yrandeur  et  eu  position. 

Etant  donnée  ré(|uation  i;ént'ral(;  d'une  [)ara])ole,  dé- 
terminer son  axe.  eu  jxjsilion  et  la  grandeur  du  [)ara- 
mètro. 

:io"  Intersection  d'un  eône  et  d Un  cyliudie  dans  le 
eas  où  la  eourhe  irinlerscction  a  des  J)ranclics  infinies. 
(Géométrie  descriptive. ) 

2i"  Mener  par  une  droite  un  plan  tangent  à  un  liy- 
jH'i'boloïde  de  révolution  à  une  iiapj)e.  ((iéométrie  des- 
criptive.) 

aa"  Section  plane  de  riivperboloïde  de;  révolution  à 
une  nappe,  dans  le  cas  où  la  courbe  est  une  hypeibole. 
(Géométrie  descriptive.) 

Mathcnuitui Lies  élcnieni aires.  (  Leçons.) 
i"  Résolution  et  discussion  de  l'équation 

<7  J7-  -h  b.v  -'-  c  ~-  o. 

2"    Figures   symétriques  pai'   rapport    t  un   axe,    par 
rapport  à  un  j)oinl,  par  rapport  à  un  plan. 
3"  Maximum  et  minimum  tle  l'expression 

au-  -h  O.r  -r-  c 


a\v-  -I-  b\f  H-  c' 


4"  Conversion   d'une   fraction    ordinan-e   en    traction 
décimale.  — Fractions  décimales  périodiques. 
5"  Mesure  des  angles. 

6'*  Volume  de  la  sphère  et  du  segnieat  spliérique. 
y"  Résolution  des  équations 

aj::  +  by-=c,     «' a- -h  Z>' >'=  c'. 
Discussion. 

8"  Formules    relatives   à   l'addition   el    à    l<i   souslrac- 
tion  des  arcs. 
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9°  Plus  yeand  coiuiium  cliviseui',  et  plus  petit  mul- 
tiple de  plusieurs  nombres  entiers. 

lo'^  Recherche  du  rapport  de  la  ciieoiiféreuce  au  dia- 
mètre (méthode  des  isopériuiètres  ). 

11°  Angles  trièdres.  —  Trièdres  supplémentaires. 
—  Conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'on 
puisse  construire  un  trièdre  avec  trois  faces  données,  ou 
avec  trois  dièdres  donnés.  (Géométrie  élémentaire.) 

12°  Racine  carrée  d'un  nombre  entier  à  une  unité 
près.  —  Racine;  carrée  d'un  nombre  entier  ou  fraction- 
naire avec  une  approximation  donnée. 

i3°  Relations  entre  les  angles  et  les  côtés  d'un 
triangle.  (Trigonométrie.) 

1^.°  Parabole.  (Géométrie  élémentaire.) 

i5°  Equation  bicarrée.  —  Transformation  des  ex- 
pressions de  la  forme  y  A  dz  ^  15  en  une  somme,  ou  en 
une  différence  de  deux  radicaux  simples. 

i6"  Division  dos  nombres  entiers. 

ij°  Division  des  polynômes. 

i8°  Propriétés  élémentaires  des  nombres  premiers.  — 
Décomposition  d'un  nombre  en  facteurs  premiers. 

19"  Rabattements.  — Changements  de  plan.  Rotation. 

20°  Distance  d'un  point  à  un  plan,  à  une  droite.  — 
Plus  courte  distance;  des  deux  droites.  (Géométrie  des- 
criptive.) 

2i"  Mesure  de  la  pyramide  et  du  tronc  de  pyramide 
à  bases  parallèles. 

22"  Elude  des  variations  (lu  trinôme  nx--{-f>x'-\-  c. 

:>3"  Tangentes  à  l'ellipse.  —  Problèmes  qui  s'y  rap- 
porlcnl. 
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ÉCOLE  NORMALE  SlPÉIWKllRE,  SECTION  DES  SCIENCES 
COXCOllUS  DE  188!). 


COMPOSITIOIN    DU   n-J  Jl'IA. 

Mathématiques . 
On  considère  la  courbe  du  troisième  ordre 

i"^  On  demande  la  condition  à  laquelle  doivent  satis- 
faire les  paramètres  m  et  n  pour  que  la  droite 

y=iinx-\-n 

soit  tangente  à  cette  courbe. 

2°  On  demande  le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener 
à  la  courbe  proposée  deux  tangentes  parallèles  à  deux 
diamètres  conjugues  de  la  conique  représentée  parléqua- 

tion 

x^  -H  y-  +  -iaxy  -=-  B. 

3"  Par  un  point  A  pris  sur  la  courbe  on  mène  des 
sécantes  coupant  cette  courbe  en  deux  points  variables 
M,  M'.  On  demande  le  lieu  du  milieu  du  segment  MM'. 
Discuter  la  forme  de  ce  lieu  et  indiquer  les  arcs  qui  ré- 
pondent à  des  sécantes  pour  lesquelles  les  points  M,  M' 
sont  réels. 
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COXCOLKS  D'ADMISSIOX  A  LECOLE  CENTRALE  DES  ARTS 
ET  MAMFACTIRES  M  1880. 


1' M  I.  M  1 1,  i;  i;  SI,  ssiON.   —    1. 1- r,  i;  u  v  i;.s  i;(.  iiiri;s. 

1.  —  Géométrie  a/ial')  tù/ue. 

Soient  Oa',  Oj  deux  axes  rectangulaires,  et  sur  Oj" 
un  point  A,  sur  O  )  un  point  R.  On  mène  par  le  point 
A  une  droite  quelconque  Ail,  de  coefiicient  angu- 
laire m. 

1°  Former  l'équation  de  l'hvperbole  H,  qui  est  tan- 
gente à  l'axe  Ox  au  point  O,  qui  passe  par  le  point  B, 
et  pour  laquelle  la  droite  AR  est  une  asymptote. 

■>.°  On  fait  varier  w,  et  on  demande  le  lieu  décrit  pai" 
le  point  d(i  rencontre  de  la  tangente  en  iî  à  l'Iivperhole 
Il  et  de  l'asvrnptolc    \P\ . 

.')"  On  considère  leccrcle  circonscrit  au  triangle  AOB: 
ce  ceicle  coupe  l'hyperbole  H  aux  points  O  <;t  B  et  en 
lieux  autres  [)oinls  P  et  Q.  Former  l'équation  de  cette 
droite  PQ;  puis,  faisant  varier  ///,  trouver  snccessive- 
inentles  lieux  des  points  de  rencontre  de  cette  droite  PQ 
avec  les  parallèles  numécs  parle  point  O,  soit  à  l'asvni- 
ptote  AK,  soit  à  la  seconde  asymptote  de  riivperbole  H. 

IL  —  ('i(-oinétiic  (/r.sc/tf>/i\'('. 

Une  sphère  donnée,  dont  le  rayon  est  égal  .i  o"',ot)(). 
touche  les  deux  [)lans  de  projection  à  o"',ioo  du  hoid 
gauche  du  cadre. 

Dans  h;  plan  du  petit  cercle  de  Iront,  distant  de  o"',ly.o 
du  plan  vertical  de  projection,  à  la  droite  du  centre  de  ce 
cercle  et  à  une  distance  de  ce  centre  ('-gale  à  la  moitié  (hi 
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lavoii  du  uii'iutj  pelil  cercle,  ou  luciie  une  \eiLicale^  bUi 
la  partie  de  cette  verticale  comprise  entre  sou  point  su- 
périeur de  rencontre  avec  la  sphère  i-t  le  plan  horizontal 
de  projection,  on  construit  un  triangle  équilatéral.  (^e 
triangle,  en  tournant  autour  de  cette  verticale,  engendie 
un  double  côni'.  —  On  deuiande  de  représenter  la 
sphère  donnée,  supposée  pleine  j-t  opaque,  en  suppri- 
mant la  partii'  de  ce  corps  comprise  dans  le  double 
cône. 

On  indiipicra,  à  rencrc  rouge,  les  constructions  cui- 
ployées  pour  déterniiiuîr  un  point  quelconque  delà  ligne 
commune  à  la  sphère  et  à  l'un  des  cônes,  et  la  tangente 
en  ce  point. 

Titre  extérieur  :  Inteisectiou  de  siufac(;s. 

Titre  intérieur  :  S[)lière  entaillée  par  un  double  cône. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés 
du  cadre,  à  o"',i()()  du  [)etit  côté  inférieur. 


111.  —  I  liuiii^le. 

Etant  donnés  dans  un  triangle  ABC, 

a  :=  325-8'", 29, 
b  m  548o5"^.73, 
C—  1 12»  35' 2 8",  1 5, 

calculer  A,  13,  c  et  l'aire  du  triangle. 


1\  .  —   P/nsir/iie  et  i'/iiuiie. 

1.  On  pèse  un  ballon  préalablement  rempli  d'air  sec, 
à  o"  et  sous  la  [)ression  Hq  =  754"'"',66  ;  soit  P  son 
poids.  On  fait  le  vide  dans  ce  ballon,  ramené  à  o",  el, 
après  avoir  noté  la  pression  de  l'air  restant,  //„  =  n'""\ 
on  le  pèse  de  nou\cau:   soil  f>  son  poiils. 
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Le  poids  du  l'air  enlevé  par  la  maeliiue,  P  — p,  est 
de  i2S'",5j2y. 

On  demande  de  calculer  : 

1°  Le  poids  de  l'air  qui  remplirait  le  ballon  à  o"  et 
sous  la  pression  de  y6o"""  ; 

a"  Le  poids  de  l'acide  carbonique  (jui  remplirait  le 
même  ballon  dans  les  mêmes  conditions  de  température 
et  de  pression  (0°  et  j6o™"^^; 

3°  Le  poids  de  l'acide  carbonique  qui  sortirait  du 
ballon  si  l'on  ouvrait  le  robinet  dont  il  est  muni,  après 
l'avoir  plongé  dans  la  vapeur  d'eau  bouillante,  à  la  tem- 
pérature de  99", 94^  l'i  pression  extérieure  étant  alors 
de  758"'",53. 

Densité  de  l'acide  carbonique.  ...  0  r=  1,52901 
Coefficient   de   dilatation    de   l'a- 
cide carbonique an:  0,008719 

Coefficient  de  dilatation  du  verre,  /r  ^=  0,0000276. 

2.  Propriétés  principales  et  préparation  de  l'hydro- 
gène protocarboné. 

Calculer  le  volume  d'hydrogène  prolocarboné  que  l'on 

peut  brûler  avec  iBoo^""  d'oxygène. 

,  C  =  6 

Equivalents Ilnr  i 

(0=8 
Densité  de  rhvdroij;ène  protocarl)oné.  .      0  ^=0,559 
Poids  d'un    litre    d'air  à  o"  et  sous  la 

pression  de  760'"'" is^^agS. 


SECONDS    SESSION.     —    EPKEUVES    ECRITES. 

L  —  Géométrie  analytique. 

1"  Ecrire  l'équation  générale  des  paraboles  passant 
par  deux  [joints  donnés  A  et  B  et  dont  les  diamètres  ont 
nwG  direction  donnée. 


(  363  ) 

2°  Donnei  l'expression  des  coordonnées  du  souinielel 
du  foyer  de  chacune  de  ces  paraboles. 

3°  On  mène  à  chaque  parabole  une  tangente  perpen- 
diculaire à  la  droite  AB  :  Irouvei-  le  lieu  des  points  de 
contact  et  construire  ce  lieu. 

Notations.  —  La  ligne  AB  étant  prise  pour  axe  des  n'- 
et  une  perpendiculaire  à  cette  ligne  pour  axe  des  .r,  on 
fera  AB  =  2rt  et  on  appellera  m  le  coefficient  angulaire 
de  la  direction  des  diamètres  des  paraboles  considérées. 

il.  —  Géométrie  desciifUive. 

Par  un  point  (w,o/)  situé  dans  le  premier  dièdre, 
à  o™,  100  de  chacun  des  plans  de  projection  et  au  milieu 
de  la  feuille,  on  conduit  une  parallèle  à  la  ligne  déterre 
et  une  verticale. 

La  parallèle  à  la  ligne  de  terre  est  l'axe  d'un  tore  dont 
le  cercle  méridien,  tangent  à  cet  axe  en  (co,  oj'),  a  o"',o4.'> 
de  rayon. 

La  verticale  est  l'axe  d'un  auti-e  tore  concentrique  au 
premier,  dont  le  rayon  du  cercle  méridien,  égal  à  celui 
de  son  collier,  vaut  o'",o3o. 

On  demande  de  construire  les  deux  projections  de  lin- 
lersection  des  surfaces  ainsi  définies. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  représentera  le  corps  con- 
stitué par  l'ensemble  des  deux  tores,  et  l'on  indiquera  les 
constructions  employées  pour  déterminer  un  point  quel- 
conque de  l'intersection,  avec  la  tangente  en  ce   point. 

Titre  extérieur  :  Intersection  des  surfaces. 

Titre  intérieur  :  Ton;s  concentriques. 

Placer  la  ligne;  de  terie  parallèlement  aux  petits  côtés 
du  cadre,  à  o"',235  du  petit  côlé  supérieur. 
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(ialculcr  \ki^  angles  cL  i'aii'L' d'un  triangle  dont  les  trois 

côtés  sont 

a  =  4-653'", 25, 

h  —  5768;^"', 47» 
c  —  35462'", 8/1. 

I\.  —  l^ln.siiiue  cl.    Chindf. 

1.  1°  Lu  llieriuouiètre  à  mercure  plonge  dans  un  haiii 
deau  cliaudt;  jusqu'au  vingtième  degré  de  son  échelle  : 
il  indique  alors  8à".  A  partir  du  vingtième  degré  la  tige 
du  tliermomètre  est  entourée  d'un  manchon  dans  lequel 
circule  un  courant  d'eau  à  10°.  Quelle  est  la  tempéra- 
ture du  bain  .' 

Coefficieiil  dedilalalioii  aji|)iirt'iili'  du 

mercure 0  ::=  0,0001 5 '| 

r»."  La  petite  jjranche  d'un  siphon  (|ui  est  formé  de 
deux  parties  cylindriques  de  même  section  plonge  ver- 
ticalement dans  un  vase  plein  d'eau.  La  partie  AH  ch; 
cette  branche  renlenne  de  l'air  sous  la  pression  atmo- 
sphérique II.  La  gi-ande  branche  B(i,  cpii  [)Oite  un  lo- 
binet  R,  est  j)ieine  d'eau. 

(Jnou\re  le  robinet  l{  ;  l'eau  commence  à  sécoulerde 
la  branche  H(!,  et  celle  du  vases'élè\(î  dans  la  brantdie 
AIL  —  Ouelle  doitètri'la  longueur  de  la  grande  branche 
pour  (jue  réijiiilibre  s'établisse,  lorscpie  l'eau  est  par- 
venue en  W} 

y.   est  l'angle  des  deux  branches  du   siphon. 

Le  niveau  de  l'eau  dans  le  \  ase  est  suppose'  inva- 
riable. 


('  .)().■■)    ) 

^.  Propiic'K'S  |)i  iiicipalcs  cl  [)i<''|)ai;iLi(iii  de  l'Iisdrr- 
<^vuv  phosphore. 

Oucl  est,  à  ()"  el  sous  la  pression  (h'^Go""",  hr  volume 
d  livdrogèiie  eontenu  dans  ooo^''  d'iiydroj^ène  phos- 
plioré  ;' 

,-,      .      ,  \  IMi^^  ^'. 

J-.(|iii\  aïeuls 

/      Il  ^=     f 

Densilé  de  l"livdro;:èii(' o  ~:  (k(>C)C)9. 

Poids  d'iiii    litre  d'air  à  o"  ol  sons  la 

pression  -()(j™"' m  ie'",2q3 
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I  .  BuLI.ETTINO  m  lilBl.IOGr.AFIA   I".  m    STOUIA   nELLK  SciEJVZF. 

MATEMATicHE  E  FisicHE,  pubblicalo  da  B.  Bo/iconipa- 
gni,  socio  ordiiiariodell'  Aecademia  pontilicia  de'^uo- 
vi  Liiicei,  socio  corrispoiidente  dell' Aecademia  delh; 
Scienze  dell'  Istitulo  di  Bologna,  délie  R.  Aecademic 
délie  Scienze  di  Torino,  e  di  Scienze,  Lettere  ed  Arti 
di  Modena,  e  socio  ordinario  délia  T\.  Aecademia  délie 
Scienze  di  Berlino. 

Tomo  \JI1,  1880. 

Genxaio-Febhraio.  —  Inlrirno  iid  un  Trattato  di  AritiiuMica 
del  P.  D.  Smeraldo  Borf^hetti  Lucthese ,  canonico  ri;j;olaic 
(lella  Congregazionc  del  SS.  Salvatore.  —  B.  Boncompagni. 

Annimzidi  rf'r<'iili  |)id)blirazioni. 

Marzo.  -  Inlorno  ad  un  Tiattato  di  Arilmetira  del  I'.  />. 
Smeraldo  BorgJietli  Lucchcse,  canonico  regolarc  dclla  Con- 
gregazionc dc\  SS.  Salvalorc  1  continuazione).  —  B.  lioncom- 
jirigii  I. 


ApiULK.  —  Iiilorno  ad  un  Trallalo  ili  Arilmelica  del  P.  J>. 
Snicraldo  Borghetti  Lucchese,  canonico  regolare  délia  Con- 
«^reirazione  del  SS.  Salvatore  ^  continuazione;.  —  B.  Boncom- 

Aiinunzi  di  recenti  piihhlioazioiii. 

M.VGGio.  —  Intorno  ad  un  Trattato  di  Arilmelica  del  P.  D. 
Smeraldo  Borghetti  Lucchese,  canonico  regolare  délia  Gon- 
gregazione  del  SS.  Salvatore  (  continuazione  ).  —  B.  Boncom- 
pagn  i. 

GiUGXO.  —  Inlorno  ad  un  Trattato  di  Aritniotica  del  P.  D. 
Smeraldo  Borghetti  Lucchese,  canonico  regolare  délia  Gon- 
gregazione  del  SS.  Salvatore  (  line).  —  B.  Boncornpagni. 

.\otizie  dei  Libri  relativi  aile  Mateniatiche,  posseduti  dalla 
Biblioteca  Alessandiina,  e  non  citati  dal  conte  Giovanni 
Maria  Mazzuchelli  nclla  parle  slampata  délia  sua  Opéra  inti- 
Ifdata   Gli  scrittori  d'Italia.  ecc.  —  E.  Narducci. 

Annunzi  di  recenti  pubblicazioni. 

Llglio.  —  Notice  sur  les  Tables  astronomiques  attribuées  à 
Pierre  III  d'Aragon;  \)^v  Maurice  Steinschneider.  —  Sup- 
plément au  travail  intitulé  Recherclies  sur  les  manuscrits  de 
Pierre  de  Fermât ,  suivies  de  fragments  inédits  de  Bachet 
et  de  Malebranclie  ;  par  C.  Henry. 

Agosto.  —  \uovo  documento  relalivo  alla  invenzione  del 
«annocchiali  binocoli,  con  illustrazioni,  del  prof.  GilbertoGovi. 

1  precursori  inglesi  del  \e\Nton.  Traduzione  dall'  inglcse 
del  jjrof.  Antonio  Favaro. 

Annunzi  di  recenti  pubblicazioni. 

2.  Americak  JovRiNAL  OF  Mathematics.  Eclitor  iii 
cliief,  J.-J.  Sylvestor.  Associalc  cditor  in  cliarge,  Wil- 
liam E.  Story.  Publislied  under  the  auspices  ol  liu'  Jolins 
Hopkins  Universily.  Volume  IIJ,  numbcr  3.  C^ambridge, 
Uiiiversily  [ness.  Paris.  (iauthier-\  illars,  i88o. 

3.  (îreek  (jeometky  fuom  Thales  to  Elci.id,  Partll, 
by  Qeorge  Johnston  Allman,  L  L.  1).  ofTrinity  Col- 
lège, Dublin  ;  professorc  of  Mathematics,  and  nicinber 
f»f   the   Senate  of  tbo  ()iipen's    Univei'sitv   in    ïrcland. 


(  -i'^y  ) 
member  of  llic  Sonate  of  the  royal  Universily  oCJrelaiid. 
—  Dublin,  printcd  al  llic  Universily  press,  by  Ponsonby 
and  Weldrick,  i88i. 

4.  Die  1  ACHYMETRIK  MIT  BKSOKDERER  BeUL'CKSICHTIGU?>G 

DES  Tachymeters,  voiv  Ticiiv  l'M)  Starke,  fur  Terraijn 
ukdTrace-Studiea,  bcarbeitct  vou  Anton  Schell,  K.  K. 
Professor.  JMit  2  Tafcln  und  2j  Figuren.  —  Wicn, 
Druck  und  Verlag  von  L.-W.  Seidel  und  Solin,  1880. 

5.  Principîi  fondaaikntai.i  della  Geometria  dei  tes- 
suTi,  per  Edonrdo  Lucas.  —  Torino,  tip.  e  lil.  Clainilia 
e  Bertolero,  via  Ospedale,  18  ;  1880. 

6.  LaMÉTÉOROLOGIEAPPLIQUÉE  A  LA  PRÉVISION  DC  TEMPS. 

Leçon  faite  le  2  mars  1880  à  l'Ecole  supérieure  de  Télé- 
graphie, par  M.  E.  Mascavt^  professeur  au  Collège  d(^ 
France,  directeur  du  Bureau  central  météorologique  ; 
recueillie  par  M.  Tli.  Moiireaax.,  météorologiste  au 
Bureau  central.  —  Paris,  Gaulliier-Villars,  imprimeur- 
libraire,  quai  des  Augustins;  1881. 

7.  jétcadêmie  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  ylrts 
d' simiens.  —  Delambre  et  Ampère.  Discours  de  récep- 
tion, suivi  de  notes  et  de  pièces  justificatives,  et  de  plu- 
sieurs Lettres  inédites  de  J)(laQibre;  par  :M.  Desboi'es, 
agrégé  et  docteur  es  sciences.  —  Amiens,  librairie 
Hecquet,  32,  rue  Delandire;  i  881 . 

Tir AGES  A   PART. 

8.  Développements,  par  rapport  ai  module,  di:s  fonc- 
tions A(jc),  [j.(.r^  et  de  lecrs  puissances;  par  iNL  Désiré 
u4ndré^  alicien  élève  de  l'Ecole  Noriunle.  '  Extrait  des 


(  :i()8  ; 
IniKiles  scienlifiqucs  de  l'Ecole  Normale  supérieure  ; 
1880. 

9.  Sur  les  ÉcniTS  scieintifiqies  de  Moktesquiel -,  par 
M.  Désire  yfjidrè.  (Extrait du  Correspondant .) 

10.  jMic.hel  Chasles^  par  M.  Philippe  Ciilhert ,  profes- 
seur à  1  Lniversité  cleLouvaiu.  (Extrait  delà  Revue  des 
f/ueslions  scientijiques,  avril  1881 .  /  —  Hriixelles,  Alfred 
Vroniaiit,  imprimeur-éditeur,  3,  rue  de  la  Chapelle^ 
1881. 


SOUITIOXS  DE  OIKSTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  KOIVELLES  ANNALES 


Question    \  306  ; 
l'AR  M.   (\\:XT\. 

On  donne  une  coni(jueK\.^  el  trois  points  \^  lî,  (1.  Par 
iliaque  point  P  de  C2  passe  une  cofuquc  circonscrite  au 
triangle  ABC  et  tatigente  à  i..,  en  P,  et  chacune  de  ces 
coni(/ues  coupe  la.  conicpie  fixe  en  dei/.c  autres  points 
M  et  i\ . 

L'enveloppe  de  la  droite  iMN  est  de  la  (/ualrii^nie 
classe,  du  sixième  ordre:  elle  n'a  pas  de  point  d  in- 
flexion ;  elle  est  doublement  tangente  aux  côtés  du 
triangle  ABC  5  elle  a  ijuatre  points  doubles,  six  points 
de  j-ehroussement.  J^es  lamjrentes  de  rebroussement  sont 

o 

les  tangentes  à  Gn  «"■^'  •^/•^"  points  où  les  côtés  du  triangle 
ABCi  coupent  cette  conii/ite.  (E.  Dew'vi.v.) 


(     M  H)    ) 

Au  iieii  do  clierclici-  rcnvcluppc  de  Ja  dioitcMIN,  que 
nous  appellerons  Sj,  nous  allons  eherclier  la  polaire  ré- 
ciproque S-,  de  celle  couibi;  par  rappoil  à  la  conitjue 
donnée,  e'esl-à-dire  le  lieu  du  pôle  de  la  dioile  MS  par 
rapport  à  celle  conique. 

Prenons  le  trianj^le  AH(1  pour  hiangle  d(;  référence,  el 
soit 

rt  .r-  H-  h  y-  -+-  c  z-  -]-  9./ y:-  -\-  2  ,^~:r  -+-  9.  h  .ry  r=  o 
ou 

S  =  o 

léquation  de  laconique  donnée.  On  sait  que  cette  é(]ua- 
lion  peut  aussi  se  mettre  sous  la  forme 

{ I  )    A\  ^  +  BY^  +  C/J  4-  9.  V\Z  +  ::.  GZX  +  2 1 1  \  Y  =  o, 

en  posant 

rtfS  f/S  r/S 

d.T  ay  clz 

A  =  bc  — /-.      B  r=  oc  —  g--,      G  =<7^  —  h-  ; 

F  =  ^^>7/  —  af,    G  =  ///•  —  bg,     H  =,/;-  —  ch. 

Cela  posé,  une  coni(pie  tangente  à  C^  au  point 
\x' ^  7  ',  z')  aura  pour  équation 

S  +  {l,r  +  /;.')-  -^nz){.r\'  ^  y\'  -\-  zZ')-=o. 

X',  \\  Z' étant  ce  que  deviennent  X,  Y,  Z  quand  on  y 
remplace  les  cooi-données  courantes  ])ar  celles  du  point 
de  contact. 

Pour  que  cette  conique  soit  circonscrite  au  triangle 
ABC,  il  faudra  qu'on  ait 

a+/X'r=o:     />  -h  ni\'  =  o\     c  +  //Z'=o. 

La  droite  1\IA  a  doue  poiu'  équation 


o  .r         b  y 

j-liin.  de  Mdtlirmnt.,   :>.'  série,   t.  XX  (Août    1881). 


.\'       '       V'^IJ^''- 


Si  f.r",  )",  ~")  est  le  polo  de  celte  droite  par  rapporta 
C.O'»  '^i^  aura 

Ou  a  d'ailleurs,  puisque  le  poiut  (a',  •>',  c')  est  sur  Co, 

/  AX'^+BY'2  +  CZ'2 
^   '  \  4-2FY'Z'+2GZ'X'  +  2HX'Y'  =  o. 

Eu  élimiuaut  X',  Y'.  Z'  eutre  les  équations  qui  pré- 
cèdent, et  supprimant  les  accents  de  X",  Y",  Z",  il 
vient 

Ar/-        B/>-        Cc^       2F^c        o.Gac        'iWab 

Cette  forme  de  l'équation  montre  que  la  courbe  S^  est 
du  quatrième  ordre,  et  qu'elle  a  pour  points  doubles  les 
sommets  du  triangb;  polaire  du  triangle  donné  par  rap- 
port à  Co.  Elle  est,  par  suite,  de  la  sixième  classe;  elle  a 
six  points  d'inflexion,  quatre  tangentes  doubles  et  pas 
de  point  de  rebroussement. 

Les  propositions  corrélatives  fournissent  la  solution 
de  la  question  1306,  moins  toutefois  la  dernière  partie 
rtdative  aux  tangentes  de  rebroussement,  (jui  ïious  paraît 
inexacte.  En  effet,  la  courbe  Sj  rencontre  Co  en  liuit 
points,  qui  sont  les  j)oints  de  contact  des  coniques  dou- 
blement tangentes  à  Co  menées  par  les  points  A,  B  et  C. 
Les  tangentes  en  ces  liuit  points  sont  évidemment  des 
langenles  à  3].,.  Or  cette  courbe,  étant  de  la  quatrième 
<:lasse,  ne  peut  avoir  plus  de  liuil  tangentes  communes 
avec  une  conitpu'  :  il  en  résulte  (pu-  les  droites  indi- 
<[uées  eomuie  étant  les  tangentes  de  rebrousseuuMit  de 
l'enveloppe  ne  p<;uveut  pas  èti'c  <les  tangentes  à  cette 
courltr. 


I    ,j-  1 

Ou  peuL  encore  li-ailer  la  (juc,sti(ju  de  la  manière  sui- 
vaiile. 

Le  nombre  des  droites  MN  qui  passent  j)ar  un  [)oint 
donné  (a:i,j"),3,)  (c'est-à-dire  la  classe  de  la  courbe  2,,) 
est  éi:;al  à  celui  des  points  (correspondants  P.  Or  ceux-ci 
sont  donnés  parles  é(juations 

S  =  o, 
aû^i        bvi        c~-y 

dont  la  s(îConde  représente  une  conicpie  T.j  (circonscrite 
au  triangle  A(  B,  C,,  polaire  du  triangle  donné  par  rap- 
port à  Co.  Les  conifjues  To  et  Ca  se  coupent  en  quatre 
points:  donc  la  courbe  ïl-,  est  de  la  quatrième  classe. 

Réciproquement,  une  conique  circonscrite  au  triangle 
A,  B|  C|   et  (pii  a  pour  ('(juation 

/         m        n 

coupe  Co  en  quatre  ])oints  P,  (jui  sont  tels  qu(;les  droites 
correspondantes  LM  se  rencontrent  en  un  même  point 
ayant  pour  coordonnées 

/         m  II 

-,  cl  • 

ah  (■ 

Si  le  point  {.î'i,  ")  i ,  r:,)  est  sur  1-,,  deux  des  tangentes 
menées  par  ce  point  se  réunissent  en  une  seule;  il  en 
est  de  même,  par  suite,  de  deux  des  points  d'intersection 
de  Co  avec  la  conique  correspondante  Fo  :  donc  ces  deux 
courbes  sont  tangentes.  Et  réciprocpiement,  si  ces 
deux  courbes  sont  tangentes,  1<;  point  (•orresj)on(lant 
(.r,,j)i,  Zf)  est  situé  snr  S^,.  Or,  la  condition  qui  ex- 
prime cpie  les  deux  coni([ues  Co  et  Fo  sont  tangentes 
peut  s'écrire  delà  manière  suivante  : 

(5)  (««'—  9AA')-=  .\{P>-~    ,'>A8')((=)'2— ?,A'0), 


A,  A',  (■),(-)'  étant  les  invariants  des  deux  coniques  (Sal- 
3\TOiV,  Sections  conif/iws,  n"  372),  Telle  est,  par  suite. 
Jéquation  de  la  courbe  Hj.  On  reconnait  sans  peine  que 
cette  équation  est  du  sixième  ordre  par  rapport  aux 
coefficients  des  deux  courbes,  et,  par  suite,  par  rapport 
à  J",,  1  I   et  "]. 

La  courbe  Sj  a  quatre  points  doubles  qui  corrcspoii- 
dent  aux  coniques  Fo  doublement  tani^entes  à  Co,  et  six 
j)oints  de  rebroussement  (jui  correspondent  aux  co- 
niques Fo  qui  ont  avec  Co  un    contact   du  second  ordre. 


Question  1331 

(voir  2* série,  I.  XVIII,  p.  .',-A)  ; 

r'Au  ^].  MORET-BLANC. 

On  (forme  ii/ie  conit/ue  (Sj  et  un  point:  fixe  A  sur 
cette  conique,  une  droite  (D)  et  un  point  fixe  a  sur  celte 
droite. 

Une  conique  osculntrice  à  (S)  au  point  A  et  passant 
nu  point  a  coupe  de  noui^>eau  la  conique  (S)  et  la  droite 
(D)  en  des  points  h  et  c  :  démontrer  que  In  droite  hc 
coupe  (S)  en  un  point  fixe  f.  (Gknty.) 

Soit  m  un  des  points  où  la  droite  (D)  coup(î  la  co- 
nique (S).  Deux  coniques  osculatrices  en  un  point  A 
peuvent  être  considérées  comme  avant  en  A  trois  points 
communs  infiniment  voisins.  (]('la  posé,  la  coni(|ue  os- 
culatrice  à  S  au  point  A  et  passant  jiar  le  point  a  est 
complètement  déterminée  par  un  cinquième  point  hou  c\ 
par  conséquent,  à  un  point  h  ne  correspond  (ju'un  point 
c  et  réciproquement;  les  points  h  et  c  forment  donc  sur 
la  conique  (S)  vX  sur  la  droite  (D)  deux  divisions  liomo- 
j;rapliiques  avant  deux  points  li()inoloç;ues  coïncidents  en 
///,  cl  rjui    sont    (b'tcrmiuecs  par  trois  cfMipIcs  de  points 


(  ^7-^  ) 
ïioiiuAo'j^ucs.  En  clka,  les  iaisccuux  A  A,  A//,  ...  cL 
Ac,  Ac', ...  soiil  lioiuograplii(|ues  (!t  clétorniincs  pai- 
trois  couples  de  rayons  homologues  A,„A,„;  AZ»,Ac; 
A//,  A(/:  ils  forment  sur  la  coiii(|ue  et  sur  la  droite  les 
deux  divisions  liomograjjliiques  considérées. 

Cela  posé,  tirons  bc  et  /^'c'qui  se  coupent  en  /  ;  le 
faisceau  [fiii^Jb^fh\fb"^  .  .  .)  détermine  sur  la  conique 
(S)  et  sur  la  droite  (D)  deux  divisions  liomograpliicjues, 
qui  sont  précisément  les  deux  divisions  considérées,  puis- 
qu'elles sont  déterminées  par  les  trois  mêmes  couples  de 
points  :  donc  les  droites  b"c!'^  b'" c" ,  .  .  .  vont  concourir 
au  point  /";  en  d'autres  termes,  toutes  les  droites  bc 
passent  par  un  môme  point  y. 

Les  deux  faisceaux  (A^,  AZ>',  AZ»", ...)  et  [fc^  fc\ 
fc'\...)  sont  liomograpliiques;  les  rayons  homologues  se 
coupent  sur  une  conique  passant  par  A  etparyet  qui 
n'est  autre  que  la  conique  (S)  :  donc  le  point  f  est 
sur  la   conique  (S).  c.  q.  y.  u. 

.\ote.  —  Au  moyen  tie  la  Géométrie  analytique,  la  même  ([uesLioii 
a  été  résolue  par  MM.  Lez;  Leinekugel;  Arnaud,  élève  au  lycée  de 
Nice. 


(Question    1338 

uoir  2°  s(-iie,  t.   XVIII,  p.  .'.fS  i , 

Par  m.  Fi:iiui.\VM)0  IMSAM. 

Dénioulrer  (juc  les  sululio/is  eiiiièrcs  et  posiU\>es  (la 
l'é(i nation  a.-  -h  1  :==  '■^T'i  dont  les  deux  premières  sont 
X  =■  i ,  y  =  i  ef  a."  =  7,  j  =  5,  se  déduisent  chacune 
des  deux  précédentes  en  retranchant  l' a^ant- dernière 
valeur  de  x  ou  dej  de  six  fois  la  dernière  pour  obtenir 
la  suivante.  (Liowket.) 

11  est  bien  connu  (juc  Us  sululions  entières  el  positives 


(  >i  ) 

de  rc'(jualioii  a-  -^  i  =  ■2}  -  sont  doiitît'os  pai-  les  termes 

des  fractions  réduites  d'ordre  pair,  la  première  étant  -i 

de    la    fraction    continue   périodique   dont    le    premier 
quotient  incomplet  est  l'unité  suivie  de  la  période  2. 
En  désignant  par 

a^     m  ^     a..     ///.,     r/.-, 

/>]        «i         />2        lly       bz 

cinq  réduites  consécutives  dont  la  première  -j^  est  d'ordre 
pair,  on  aura 

(2)  ;«2  =  2«2  -^ '"ij     n2=z2b.2  +  ni, 

(3)  a.2=:  2mi -\~  cil,     lf.2^  2Hi -i- bi- 

En  multipliant  les  équations  (2)  par  2,  les  ajoutant 
aux  équations  (i),  et  de;  leurs  sommes  retrancliant  les 
équations  (3),  on  a 

«3=:6«2  —  <^'\j     h^^^ôbi — ■  bi- 
D'après  cela  --,  i-  donnent 

^  I      0 

a:  —  6.-j—i  =  \i,     )'=:6.5— I  =  29; 

7     Al 

^,  —  donnent 

0     29 

a;z=6.^l  —  7  r:r  289,       >' =:  6  .  29 —  5=169. 

Etc. 

Note.  —  La  mcino  quoslion  a  cU-  n'soliic  par  MM.  .Morct-Iilanr  ; 
J.  Lissençon;  A.  Lcinckuycl:  Hoclirlti,  qm  a  rrsohi  cijalenioiil  la 
question  1.330. 


(  •57>  ) 
Question    I  li^O 

(voir  ?."  série,  t.  XIX,  p.  4'<o) 

Pah  m.  MOHET-BLÂNC. 

Trouver  un  nombre  iiositif  ayant,  la  triple  propriété 
d' être,  ainsi  cpie  sa  moitié,  égal  au  produit  de  deux  en- 
tiers consécutifs,  le  plus  petit  des  facteurs  de  cette  moi- 
tié étant  lui-même  égal  (tu  produit  de  deux  entiers 
consécutifs.  (Liopjnet.) 

Soit  X  le  plus  petit  des  deux  nombres  entiers  consé- 
cutifs dont  le  produit  x-  -\-  x  est  le  plus  petit  facteur  de 
la  moitié  du  nombre  demandé  :  cette  moitié  est 

(  x"-  H-  it-  )  (  j:?-  4-  ^'  -f- 1  )  =  J;"  *  +  ^  J?''  +  2  .r'^  -+-  .r , 

et  le  nombre  demandé  sera  exprimé  par 

x  .r '*  +  4  ./•''  -H  4  x^  +  2  X. 

Il  fautqut;  ce  nombre  soit  le  produit  de  deux  nombres 
entiers  consécutifs 

2  a-*  +  \x^  +  4  ,/•■■'  4-  -i  X  =  |-  +   )-. 

d'où,  en  multipliant  par  4  et  ajoutant  i  , 

8x*-i-  i6j:'^H-  i6j:^'^  +  8a'  +  i  =  (2  )■  4-  i)"''- 

On  aperçoit  immédiatement  la  solution  x  =:  1 ,  d'où 
j'  =  3,  ce  qui  donne  le  nombre 

3X4  =  12, 

dont  la  moitié  6  =  2  X  ^,  le  facteur  2  =  i  X  ;^-. 

Le  procédé  d'F.uler  pour  déduire  d'autres  solutions  de 
celle-là  ne  donne  que  des  nombres  fractionnaires  ou  la 
solution  illusoire  .r  =  o. 


(  •':<>  ) 

Ou  irouve  uiio  iiiliuité  de  nombres  salisfaisaJit  aux 
deux  premières  couditions.  J'ai  vérifié  que,  jusqu'à 
lo-^,  12  est  le  seul  de  ces  nombres  dont  le  plus  petit  l'ac- 
teur de  sa  moitié  soit  le  produit  de  deux  nombres  en- 
tiers consécutifs. 


Question    135-i 

Toir  2'  série,  t.  XIX,  p.  JB:>  1  ; 

Par  m.  K.  PECQUERY, 

Élève  au  Jycéc  du  Havre. 

L'ef/ualion 

(  1  )         x'  —  {k  —  b  -+-  c ) .r-  -\-  {b  —  ■3.c)ax  —ck^o, 

d(ins  Ifuiuelle  «,  Z>,  c,  k  sont  des  e/itiers  positijs,  et  satis- 
faisant aux  conditions 

n->  k  >(rt  —  i)-, 
{n  —  i)b^{a^—k  —  ï)r, 

ou  bien  aux  conditions 

{a-\-\)b~^{k  —  a-  -\-  \)c, 

ne  peut  avoir  trois  raci/zes  entières.  Si  deux  racines 
sont  imagi/iai/es,  l'une  au  moins  des  racines  réelles  est 
incomnie/isu/'able. 

La  même  proposition  subsiste  à  l'égard  de  l'équa- 
tion 

(2)       x'  —  ( /.  —  b  —  c)x-  -\-{b  -^  ■3.c)ax  -t-  ck  ■=l  o, 

dans  luiiuelle  les  entiers  a.,  A,  c,  / ,  tous  plus  grands  t/ue 
o,  satisfont   (I  l  un  (ptcUon(pie  des   (juatre  systénies  de 


(  •■^77  ) 
condilio/is  t/ui  suis^ciit ,  savolf  : 

I "  «"  >  c,     a-  >  A" -^  (  a  —  I  )- , 

2"  r>(7->/.-,      {a-h  i)h^  {a-— A- —  \}c, 

3"  (rt  -h  I  ;- :^  /."  >  cr-  >  c, 

/i"  r>r/^     />■>«■-,      (<7  —  i) />>(/.— rt- H- i)f. 

Dans  chacun  de  ces  cas,  t  cui nation  {'-i)  n-  deux'  racines 
réelles,  dont  l'une,  au  moins,  est  incommensurable . 

(S.  Réalis.  ) 

La  somme  des  laeines  de  récjuatioii  (i)  étant  nulle,  si 
txois  de  ses  racines  sont  entières,  la  quatrième  le  sera 
aussi. 

Inversement,  si  lune  des  racines  n'est  pas  entière, 
les  trois  autres  ne  j)ourront  ètie  toutes  trois  entièi'es. 

Il  suflit  donc  de  démontrer  que  l'équation  (i),satis- 
iaisant  à  l'un  des  deux  premiers  sYstèmes  de  conditions, 
admet  toujours  ujie  racine  non  entière. 

De  plus,  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de 
X  étant  l'unité,  cette  racine  non  entière  sera  incommen- 
surable. 

Substituons  à  x  dans  l'équation  les  trois  valeurs  suc- 
cessives —  (  rt —  i),  —  rt,  —  («  -f-  i)  et  désignons  par 
A,B,C  les  valeurs  que  prend  le  premier  membre,  on 
aura,  toutes  réductions  faites, 

A  =  {a  —  I )■- [(  c^  —  1  )-  —  A]  —  b{a  —  \ )  -f-  c («-—/.■  —  i ) , 

B=:(rt^—  /.■)(«-+  6"), 

G  =(a  -r-  !)-[(«  4-  i)-—  A-J-f-  />(c/  -t-  i)  —  c-(A-  —  «-H-  i). 

Si  l'on  tient  compte  du  premier  système  de  conditions, 
on  voit  que  A  et  Bsont  de  signes  contraires  ;  si  l'on  tient 
compte  du  second,  on  voit  de  même  que  B  et  C  sont  de 
signes  contraires.  Donc,  dans  ces  deux  cas,  réqualion(i) 


(  -:^  ) 

admet  loiijoiiis  une   lacine  non  enlière   comprise  ciilre 

—  (a  —  i)  et — a  dans   le  prcmiei'  eas,  et  entre  —  «et 

—  (rt-f-i)  dans  le  second. 

Ce  qui  précède  comprend  le  cas  où  deux  des  racines 
sont  imaginaires  ;  la  racine  réelle  incommensurable  trou- 
vée subsiste  toujours. 

Considérons  maintenant  l'équation  (  2),  qui  n'est  autre 
que  l'équation  (i)  dans  laquelle  on  a  changé  le  signe  de 
c".  Si  l'on  y  fait  les  mêmes  substitutions  que  dans  (  i  ), 
les  polynômes  A,  B,  C  deviennent 


C  =  {a  +  !)■-[(«  H-  I)-  — /> 


A  J  —  ù{a  —  1  j  —  c  {a-  —  /.■  —  I  ) , 
b(a-\-  i)  4-c(/.— rt-4-  i). 


En  tenant  compte  successivement  des  quatre  systèmes 
de  conditions,  les  polynômes  A,  15,  C,  considérés  seule- 
ment deux  à  deux,  prennent  les  signes  indiqués  par  le 
Tableau  suivant  : 


A 
li 
C 

I" 

-t- 



A" 
-+- 

1" 

_     i 

-h 

On  voit  donc  que,  dans  chaque  cas,  il  y  a  une  racine 
comprise  entre  deux  entiers  consécutifs,  c'est-à-dire  une 
racine  non  entière. 

Donc  la  proposition  énoncée  pour  l'écpialion  (i  )  sub- 
siste pour  l'écpialion  (2}. 


(  >î>  ) 

Question  1358 

(  Voir  iiièiiK!  Tome,  p.  </,)  ; 

Pau  m.  h.  DU  MO\TKL, 

Élève  du  lycée  Saint-Louis. 

Les  droites  /ecla/i^ulaires  OX,  OV  (')  so/it  les  axes 
d'une  elli/)se,  M  un.  point  de  la  courbe;  i\  le  point  où 
1(1.  nornude  en  M  rencontre  V axe  OX;  MQ  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  point  ISVsui'  0\  •,  IMNP  un  t/ia/igle 
dont  les  côtés  MP,  ÎNP  so/it  respectivement  éi^aux  a 
MQ,  XO  :  si  l'on  prend  sur  la  bissectrice  de  V  angle 
MPA,  et  de  chaque  côté  du  point  P,  des  longueurs 
PD,PD'  égales  entre  elles  et  telles  f/ue  PD-  =  MP.PN, 
la  circonférence  passant  par  D  et  D'  et  ayant  son  centre 
sur  OY  coupera  l'axe  OX  aux  deux  foyers  de  l'ellipse. 

(A.  BoiLLEAL'.  ) 

Soient  F,  F'  les  foyers  de  relli])S(;,  et  C  le  point  où  la 
normale  M^,  prolongée,  lencontre  l'axe  Ol  • 

On  a 

CN  _  OX  CN  _  I^ 

CM^QM'      ""     CM~"PM' 

puisque;  OX  =  PiV  et  QM  ==  PAL  Jl  s'ensuit  (jue  le 
point  C  appartient  à  lu  bisseetriee  de  l'angle  extérieur 
en  P  du  triangle  MPX,  e'est-à-dire  à  la  perpendiculaire 
à  la  droite  DU'  élevée  au  milieu  P  de  cette  droite.  Donc 
le  point  C  est  le   centre  du  cercle  que  l'on    considère. 

Cherchons  la  valeur  du  rayon  CD  de  ce  cer(de. 

Le  triangle  rectangle  CPD  donne 

CD^  =  CP2  +  PD2  =  CP^  +  MP .  PN. 
Mais,  d'après  une  propriété  connue,  relative  aux  bissec- 

(')  Le  lerlcur  csl  prié  de  faire  la  figure. 


(  3So  ) 
Iricc'S  des  angles  d'un  Iriaiigle,  ou  a 

MP.FN  =  CM.CN  — CP% 
d'où 

CD2=CM.C\. 

Considérons  actuellement  la  circonférence  circonscrite 
au  triangle  FMF'  :  elle  coupe  la  perpendiculaire  OY,  éle- 
vée au  milieu  de  FF',  au  point  où  la  normale  M.N  ,  qui 
est  bissectrice  de  l'angle  FMF',  rencontre  Ja  droite  OY. 
Donc  le  point  C  appartient  à  cette  circonlérence;  il  en 
résulte  que  l'angle  NFC  =  NMF=  NxMF,  et  la  simili- 
tude des  triangles  CFN,  CFiM  donne 

CF^=CM.C\  =  CDS     d'où     CF  =  CD. 

Cette  dernière  égalité  démontre  le  théorème  énoncé. 

Aote.  —  Au  moyen  des  calculs  de  la  Géométrie  analytique,  la  même 
question  a  été  résolue  par  MM.  Pisani;  Lez;  Moret-Blanc;  Josse 
(Ferdinand),  élève  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Nancy 
(classe  de  M.  Lacour);  Élie  Ferrin,  élève  à  la  Faculté  de  Paris. 

M.  Pisani  fait  observer  que  le  théorème  énoncé  existe  de  même 
pour  l'hyperbole. 


I 


QIESTIONS. 


136-i.   Les   équations  réciproques,  dont  les  transfor- 

mees,  en  posant  t  =  .r  H 1  sont  également  reciproqui's, 

sont  de  la  forme 

F[(.r  H-i)',(.r—  iy*]{.v- -^  .V  -h  i)" .  {,v-  —  ,/•  +  i)"'=:o, 

F[(a; -h  i)*,  (or  —  i)*]    désignant  une    fonction  entière 
et  liomogène  de  [j:  -\-  i}*  et  [x  —  i  )' . 

On  suppose  ([ue  l'écjuation  piimiti\e  n'admet  pas  pour 
racine  i  ou  —  i  .  (Pellet.) 


(    .'.Si    ^ 

'13f)5.    Démontrer  (jikî  l"<'(|tiatioii 

,        {n~  l){ii—  l  —  \)     „         ,   , 
'-/ 'J: :  a^-.x"-'   - 

+  {n-lMn-l-i){n-l-9.){n-l-?,)  ^^,_^„_,_,  _  .  .  .  ^  o 
'.>,  .\{:y.n  —  \)  (:i  n  —  'd) 

a  loiiies  ses   racines  réelles,  inégales  et  comprises  entre 

—  a  et  -h  (1 .  (EscARY.) 

13G().    Démontrer  que  1  équation 

.r"    '  H a-x"    '   - 

1  (  2  /«  —  I  ) 

{n  —  l)(n  —  l—i){n  —  l—i)in—l—^)     , 

l 'A . 'Ji >^ r/\r"-'-*  -I-  .  .  .  r=o 

:•!  ..|  (  2  //  —  i)  (2  «  —  o) 

a  tontes  ses  racines  imaginaires,  inégales  et  comprises 
flans  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  égal  à  n. 

(Esc  An  Y.  ) 

13GT.    i"  Si  un(!  équationy  (.r)  =  o  est  ordonnée  et 
de  la  forme 

j'{x)  =:  ç(.r)  +  y..rP  —  [:i.r/'-'  +  '^x''-- -\-'b{x)  =  o, 

o  et  '|i  n'ayant  que  des  permanences  et  a,  [i,  y  étant  des 
nombres  positifs  tels  que  [3-  =  av,  l'équation  n'a  pas  de 
racines  réelles  positives. 

1^  Si  quatre   coefficients   consécutifs   d'une;  équation 
sont  h  -t-  c,  Z»,  c,  b  —  c,  de  soite  que 

J\x)  ■=  .  .  .  (  h-\-c)  x/'+^ 

-+-  bx''-+-  cr-r"-^  +  {b  —  c)x''^-~\-  .  .  .  =o, 

l'équalion  a  des  racines  imaginaires. 

3*^  Si  quatre  coefficients  consécutifs  sont  <-/,  b,    <7,   />, 
de  telle  sorte  que 

/■(.r)  =  .  .  .  r7.r/'+-'  +  hxi>  -+-  r/xi'    '  +  />.r/'--  -f-  .  .  .  =io, 

réqualion  a,  au   moins,  deux  racines  imaginaires. 


(  -«•^-  ) 

Un  propose  (le  généraliser  celte  proposition  cl  de 
faire  voir  que,  si  trois  coefficients  consécutifs  rz,  Z>,  c  se 
reproduisent  trois  fois  périodiquement,  de  telle  sorte  que 
l'on  trouve  dans  l'équation  a^  h,  c-^  a,  Z>,  c;  <7.,  h,  c, 
comme  étant  9  coefficients  consécutifs,  l'équation  a,  au 
moins,  quatre  racines  imaginaires,  et  ainsi  de  suite. 

En  supposant  que  les  coefficients  Ui^  a^^.  .  .  ^  ap  se  re- 
produisent j)  fois  périodiquement,  dire  combien  l'équa- 
tion a,  au  moins,  de  racines  imaginaires. 

On  distinguera  les  cas  de  />  pair  et  de/7  impair. 

((j.     DE    LONGCHAMPS.) 

13G8.  Soient  OA  =  OB  =  OC  trois  longueurs  égales 
portées  sur  trois  axes  rectangulaires;  A|,  Tî,,  C,  les  pro- 
jections orthogonales  des  points  A,  lî,  C  sur  un  plan 
(juelconque  passant  par  le  point  O. 

Si  Ton  pose 

OAi  =  a;    OBi=b;    OC,  =  c  ; 


B,OC, 


on  aura 


C.OA,^?;      A,OB,= 


sni  a  cos  a 


AA, 
BB, 


sin^  cos  |3 


l'\ 


cos  a 
b 


\  ■ —  cos  a  cos  ^  cos  y  ; 


cos 
c 


-  \' —  cos  a  cos  ji  cos  7  ; 


ce,  =  - — —  v  —  cos  a  cos  p  cos  y  ; 


OA  =  OB  =  OC  =  /v/sinasin;isiMY. 
Discuter  ces  lormules.  ((jK>ty 


I3r)î).  Par  le  cenlic  d'un  cliiijsoïde  on  mèiu'  trois 
|)laiis  reclangniaires  (pielcontpies  A  ,  B,  ('  ;  si  l'on  nomme 
a,  |j,  "'les  .iiiglcs   fine    (orincnl  («'s    pl;ins    avec  un  |)l,in 


(  ;;.s.;  ) 

(liamélral  llxc  I*;  n^  h  les  axes  (l(!  la  sccllon  de  la  siirlacc 
par  le  [)laii  P;  (i^^  A|,  c,  les  dciiii-diainrli-cs  de  celte  sec- 
lion    diii^i'S    suivaiil,    les    droites    (  A,  P)  (  lî,P),  (C,P), 

on  aura 

sin-a        sin'^[i        sin-y  i  i 

a\  b\  c\  a-        h- 

(Gekty.) 

1370.  Une  ellipse  et  une  hyperbole  ont  mômes  axes 
AA,,  BB,  \  par  l'un  des  sommets  réels  A  passe  une  sé- 
cante AMM'^  et  les  tangentes  en  jM  et  en  M'  se  rencon- 
trent en  T  :  ou  demande  de  construire  les  deux  couibes, 
connaissant  les  points  A,  M,  T.  (Laisajnt.) 

1371.  Soient  AjB,,  AoBo,  A3B3  trois  diamètres  quel- 
conques de  trois  circonférences  ayant  O  pour  centre  ra- 
dical; ÎM  un  point  (pielconcpie  du  plan;  0B|  D,,  OBoDg, 
OB.iDs  trois  triangles  symétriquement  send)lab]es  à 
OMA,,  OMAo,  OMA3  respectivement:  démontrer  que 
les  trois  points  D,,  Do,  D3  sont  en  ligne  droite. 

(Laisant.  ) 

1372.  On  donne  à  un  plan  P  un  mouvement  inllni- 
ment  ptîtit  sur  lui-même  ;  son  centre  instantané  de  ro- 
tation O,  et  son  cercle  des  centres  C  sont  déterminés. 
Désignons  par  t  la  tangente  en  O  à  C. 

Considérons  une  ligure  F  dansP;  le  lieu  géométrique 
'j  des  centres  de  courbure  des  trajectoires  des  points  de 
F,  ainsi  que  les  ligures  F'  et  ce',  symétriques,  respecti- 
vement,  par  rapport  à  t^  des  ligni'es  F  et  '^. 

La  ligure  F'  est  le  lieu  géométri(]ue  des  centres  d(! 
courbure  des  trajectoires  des  points  de  la  figure  cp'. 

(Dewvlf.  ) 

1373.  Si  d'un  point  O  d  une  cireouierence  on  abaisse 
les  perpendiculaires  OAI,  ()^  à  deux  côlé-s  d'nn   triangle 


(  ;>«1  ) 

inscril,    la   projc^clioii     du    Iroisiènie    côli';   sur   jMjN    est 
(■gale  à  MN.  (Ebnest   Cksvtio.) 

1374.  Ou  donne  Je  plan  eL  les  trois  angles  d'un 
triangle  ABC  dont  un  soniniet  A  est  li\e;  Irouver  le  lieu 
géométrique  des  points  de  l'espace  d'où  les  ti-ois  cotés  du 
triaugle  soient  vus  sous  des  angles  droits. 

Ou  suppose  fjue  les  trois  angles  donnés  sont  aigus. 

137o.  D'un  points,  extérieur  à  un  cercle  G,  on  mèue 
à  ce  cercle  la  taugcMite  SA,  et  au  centre  la  sécante  SO, 
(jui  coupe  la  circonféreiîce  en  lî  et  C.  Le  j)oint  de  contact 
A  de  la  tangente  sépare  la  deuii-cireonference  ABC  en 
deux  arcs  AMB,  AjNC,  qui  forment  les  troisièmes  côtés 
de  deux  trianijles  mixtilignes  SAMB  et  SAAC.  Si  l'on 
fait  tourner  la  ligure  autour  de  SO,  ces  deux  triangles 
mixtilignes  engendrent  des  volumes,  qui  sont  respecti- 
vement équivalents  au\  deux  c6u(;s  ayant  pour  rayons 
de  base  les  deux  segments  SB,  SC  de  la  sécanle  et  poni' 
hauteur  commune  la  projection  OD  du  rayon  de  contact 
OA  sur  celle  sécaule:   c'est-à-dire  que 

vol.  SAMB  =  |7:  SB '.CD,  et  vol.SANC  =  |- SC'.OD. 

(G.    DoSTOU.  ) 


IIECTIFJCATIOXS. 


Page    66,    ligne    i    fii    icniontani ,    ajoutez  — (iH-;»')  devant    \o 
signe  =. 

Page  66,  ligne  f)  en  remontant,  ajoutez  — i  devant  le  signe  =. 
Page   71,  ligne    i>   en    leninnlnnt,    au    lieu    de   (.S\  —  '|R)   lisez 

Page  i!S6.  ligne  -j  en  lenumlant,  au  lira  de  t.«  —  to  lisez  7s  —  lao. 


:-;.s:, 


SUR  IINË  CLASSE  DE  SIRFACËS  DU  QUATRIÈME  ORDRE  ; 

IVvu  M.   \.  JAMET, 

Professeur  au  lyeéc  de  Nice  ('). 


V.  Dans  toiiL  ce  qui  va  suivre,  ikhis  nous  appuierons 
constaniiuent  sur  le  lliéorèine  suivant  : 

Etant  données  deux  courbes  qui  se  coupent,  leurs 
transformées  par  rayons  vecteurs  réciproques  se  cou- 
pent sous  le  même  angle. 

Comme  nous  conviendrons  d'admettre  ce  théorème, 
alors  même  cpie  nous  raisonnerons  sur  des  courbes  ima- 
ginaires, ou  bien  encore  que  nous  considérerons  le  pôle 
de  transformation  comme  imaginaire,  il  est  bon  d'en 
donner  une  démonstration  analytique.  Alors,  quand 
nous  énoncerons  le  théorème,  nous  ne  ferons  qu'énoncer 
le  résultat  du  calcul  suivant  : 

Soit  une  courbe  quelconque.  Je  peux  toujours  consi- 
dérer les  tiois  coordonnées  d'un  de  ses  points  comme  des 
fonctions  de  la  distance  de  ce  point  à  un  point  fixe. 
Soient  a,  Z>,  c  les  coordonnées  de  ce  point  fixe,  x,  7  ,  z 
les  coordonnées  d  un  point  de  la  courbe.  Nous  pouvons 
toujours  poser 

^  r=  (7  -1-  C3  (  /■  )  , 
y—  Z> +  -/(/•), 

/•  désignant  la  distance  des    deux  points    (/?,   /»,  c)   et 
(.r,)'",  ::).  Soit  une  seconde  courbe  dont  les  équations 


(")   FoiV- nicme  Tome,  p.  3^'|. 
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(  :\m  ) 

Bunl 

Je  suppose  que  ces  deux  courbes  aient  un  point  com- 
mun (a",j  ,  z).  Soit  V  l'angle  qu'elles  Ibnt  entre  elles  en 
ce  point  ^  cet  angle  satisfait  à  la  relation 


cosV 


7.  7.1 


N/(?'^  +  z''+^'')(??^7r  +  <î'r' 


Les  deux  courbes  transformées  ])ar  rapport  au  point 
(rt,  ^,  c)  sont  représentées,  la  première  parles  équations 


et  la  seconde  par 


/- 

t-  '■ 


Ces  deux  courbes  ont  un  point  commun  qui  est  le 
transformé  du  [)oint  .r,  j> ,  -  et  font  entre  elles,  en  ce 
point,  un  angle  \'  donné  par  la  foniuile 

{$-7''^){  ^  -  r.  î.)  -i-  (^'  -  ;^  x)  (^  -  p  X.)  + 

ces  V    r^  j '  = 


l  •^<^7  ) 
ou,  0)1  développant, 

:os\'': 


y/^(?'^^-7'^+^'^)-^(??'+77'+•l'f)^-^(f^-X^+4'^)y••• 

Mais  si, dans  les  loiulions  'i,  y,  'i>,  'i,,  y,,  '];,,  ou  rem- 
place /■  par  Ja  valeur  qui  correspond  au  point  eouunun 
aux  deux  courbes,  on  trouve 


?--?!'        7. 

=  7i  '     ^ 

et 

o- 

-+-7.'-+-'^'=?i+7.ï^ 

,1 2 
-?!  —  ?: 

d'où 

o 
,.5 

,77.  t'r'fi-"  7.7.1 +  'Hi'- 

4*- 

H  =  'f'fi  +  y.7i  +  't-'t'i  =  '■'' 


('■?'fi-^77n-'T'4'i)=o, 


—  4  '  'f'f'  -^-  7.7' + '^'V  H-  4  l'f '+  7.'^  4'') 


De  même 


(  ?  1  ?  1  ^-  71 7 1  ^  '^l 'Vi  ^  +  ,4  (  '■? î  ^  71  +  'j-? )  =  o. 
La  formule  précédente  se  réduit  donc  à 

cosV: 


7.'7.'. +4'''V, 


v(?'^  +  7"  +  ^")(?;'-^7r-^4'?) 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Le  calcul  précédent  ne  suppose  en  rien  que  les  quan- 
tités qui  y  figurent  soient  réelles  :  nous  conviendrons 
donc  de  dire  que  le  théoième  est  vrai,  lorsque  nous  rai- 
sonnerons sur  des  points  imaginaires. 

Nous  admettrons  également,  et  dans  tous  les  cas,  les 
théorèmes  suivants,  dont  la  démonstration  analytique  ne 
présente  pas  de  difficulté  : 


(  ;>,88  ) 

yl  tout  fdan  corresjyond  une  sphè/e  passant  par  le 
centre  de  ir  an  s  formation  et  dont  le  centre  est  sur  la 
perpendiculaire  menée  par  le  centre  de  transformation 
sur  ce  plan,  et  réciproquement. 

yl  une  sphère  quelconque  correspond  une  sphère. 

yd  toute  droite  correspond  une  circonférence  passant 
par  le  centre  de  transformation,  et  réciproquement. 

A  une  circonférence  (jnelconijUi'.  correspond  une  cir- 
conférence. 

VI.  Oti  peut  en  déduire  immédiatement  les  propriétés 
suivantes  : 

Toutes  les  sphères  passant  par  l'un  des  points  sin- 
guliers d'une  girocyclide,  et  dont  le  centre  se  meut  sur 
une  droite  passant  par  ce  poiut,  coupent  la  girocyclide 
suivant  des  courbes  qui  font  le  mèaie  angle  avec  un  des 
cercles  générateurs. 

Car  tous  les  plans  perpendiculaires  à  la  droite  fixe 
coupent  le  cône  transformé  suivant  des  courbes  qui  font 
le  nièuie  angle  avec  une  des  génératrices. 

Dans  toute  girocyclide  du  quatrième  ordre,  il  y  a  six 
séries  de  sections  cycliques,  différentes  des  lignes  de 
courbure.  Deux  sections  cycliques  d'une  même  série  ne 
sont  pas  sur  une  même  sphère,  mais  ces  séries  se  cor- 
respondeut  deux  à  deux,  de  telle  sorte  que  deux  sections 
appartenant  à  deux  séries  correspondantes  sont  sur  une 
même  sphère. 

Deux  sections  cycliques  appartenant  à  deux  séries 
correspondantes  coupent  une  même  ligne  de  coui'bure 
circulaire  sous  des  angles  dont  le  produit  est  constant. 

Toutes  ces  propriétés  résultent  des  propriétés  des 
sections  cycliques  des  cônes  du  second  ordre.  Néan- 
moins, il  est  bon  de  metlie  en  évidence,  par  un  procédé 
plus  direct,  l'existence  des   sections   cycliques.   Gonsi- 


I  :',8( 


ck'ioiis,  en  ctiul,  la  girocyclido  déliiiic  [)ar  1  V'ujualioii 

[ a--  -+- y-  +  (  :;  —  c )-  -H  i a.v  -\~  2  h_y  -\-  2c{z  —  c)y 


on  nicii 


J--  -H  )•-  -h{z  —  f)- ]-  +  4  [>c^  +  V-  +  ( -  —  c')- ] [«^  +  Z' J  +  c( -  —  c)] 
+  ^[au-  +  />, r  +  c(3  -  c)]^  =  4A^2  +  /jBj^ 

Considérons  le  cône 

[r/.^-  +  h  y  -+-  c{z-  —  c)]'—  Aj;-—  B  )'-=o. 

On  sait  qu'il  existe  trois  valeurs  de  )>  telles  qu'on  ait 
identiquement 

[aj-  +  hr  -+-  c{z  —  c)\'-—  \j-—  B  > - 

=  [i\Lr  +  i\  V  -h  V{z  -  c')][M'^- +  ^'J  -^  P'(^  -  c)] 
—  X  [ .r-  -+■  )-+(:;  —  c  )-  ] . 

Ces  valeurs  sont  les  ratines  de  l'équation 

«■-  —  A  4-  X  ah  ac 

ah  h'  -     B  4-  X         hc 

ac  hc  c'-  -4  X 

lorsque  c  est  réel,  elles  sont  toutes  les  trois  réelles,  v.l 
l'une  d'elles  seulement  donne,  pour  M,  JN,  P,  M',  JN',  P', 
des  valeurs  réelles. 

Dans  tous  les  cas,  l'équation  de  la  girocyclide  s'écrit 

[x-+y--}-{z  —  cY]--^-!i[j'--hy-{iz--c)-][aa;-+-hf-\-c{z-~c)] 
+  \[Mu-  H-  Nj-  +  P(-  -  c)]  [M'.f  -+-  N'j  4-  P'(^  -  c)] 

ou  bien 

[j:2  _^.  ^.2  +  (-  _  c)2]î.r2  4-  ,'2+  (,T  - cY-  -h  4  [rt.r  4-  h  y  4-  r(.-  -  c)  -^  X]| 
r-.  ^-4[M^   l-Nr  ^1'U^       r)||.M'./'   \~N'v   \P'{z    -  c)]. 


(  390  ) 
Cette  dernière  équation  est  le  résultat  de  l'élimination 
de  [X  entre  les  deux  équations  suivantes 

(5)    a;^^-y--h{z—c)-  =  —  .4iJ.[M.r  +  .\_i'  +  P(:;  —  c)] 

et 

1   j:--  -h  r-  -r-  (-  —  C")-  -f-  f[[a.r  +  Oy  +  c'(^  —  c)  —  X] 

^^'    i       :=:l[M'^  +  N'r+P'(:;-c)], 

et  ces  deux  dernières  équations  représentent  un  cercle 
dont  la  position  dans  l'espace  varie  en  même  tejnps  que 
la  valeur  de  a.  On  obtient,  en  faisant  varier  a,  une  pi'c- 
niière  série  de  sections  cycliques  :  l'équation  (5)  montre 
que  les  sphères  qui  passent  par  une  de  ces  sections  et  par 
le  point  singulier  (o,  o,  c)  ont  leurs  centres  sur  une 
droite  fixe  passant  par  ce  point  et  perpendiculaire  à  l'un 
des  plans  cycliques  du  cône  transformé.  On  olitiendrait 
une  seconde  série  en  faisant  varier  v  dans  les  deux 
équations  suivantes 

^2  ^  yi  +  ,  -  _  cY  =  -  4  V  [ Mj:  +  N'_)-  +  P'  (  c  -  c)] 

et 

a;-  H-  y-  -h  {z  —  r)-  -+-  4  [aa-  -+-  h  y  -+-  c{z  -—  c)  —  À] 

=  -[M.r  ^  ^  y  -h  P  [z  —  c)]. 

Clierdions  maintenant  l'enveloppe  des  plans  cycliques 
d'une  même  série.  Le  plan  de  la  courbe  représentée 
parles  équations  (5)  et  (6)   a  lui-même  pour  équation 

4[«.r  +  hy-+c{z  —  c)  —  X] 

=  4[j.[M^  +  N.r  +  P(:;  -  c)]  -r-  ^  [M'x  -f-  N'y  -hP'{z-  c)], 

et  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

ax -{-  by -h  c{z  —  c)  —  X  =  H, 

M  o;  -t-  N_r  +  P  ( -  —  c)  =  K, 

M'.r4-NV-f-P'(s-f)=L- 


(  :k).  ) 

celle  équalioii  dcvieiiL 

.',Ka-^—  lllo.    1    L  -    o. 
Jj'envcloppf  (le  ce  plan  a  pour  é(jiiatioii 
11-       KL-  o, 
c  esL  doue  un  eùne  du  deuxièaïc  ordre. 


ri  suivre.) 


EXEUCK-ES  DE  (JÉOMÉTSUE; 

l'AK  M.   Kl..   Di:WULF, 

Liculcnaiil-Colouel    du    Génie. 


1.   Notations.  —   i.    Nous    employons   les   nolalions 
suivantes  : 

(1,3,3,4)  [5,6,7,8,...] 

représente  un  faisceau  de  coniques,  dont  la  base  est  for- 
mée par  les  points  i,  2,3,4  f't  t^ont  les  courbes  sont 
déterminées  par  les  points  5,  6,  y,  8, ...  •, 

(l,2,  3,4,5,6,7,8)  [9,  10,  II ] 

représente  un  faisceau  de  cubiques,  dont  la  base  est  for- 
mée par  les  points  i,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8  et  dont  les  courbes 
sont  déterminées  par  les  points  9,10,11,...; 

(l^2,3,4,5,6)  [7,8,9 J 

représente  un  faisceau  de  cubiques,  dont  la  base  est 
formée  par  le  point  double  i  et  les  points  simples 
2,  3,  4î  5,  6,  et  dont  les  courbes  sont  déterminées  par  les 
points  7,  8,  9, .  .  .  :,  et  ainsi  de  suite. 

Cette  Notation  est  empruntée  au  Mémoire  de  M.  l'ami- 
ral de  .lonquières,  intitulé  :     l'.ssiii   sur  la   f^cncralion 


des  courhes  géométriques  (t.   XVI  clos  Mémoires  pré- 
sentés par  divers  savants  à  l' ylcadémie  des  Sciences). 

2.  [oc  —  7']"  représente  une  transformation  biration- 
nelle  de  l'ordie  n  entre  les  points  x  et  j\  la  théorie 
générale  de  ees  transformations,  exposée  d'après  les 
Mémoires  de  M.  Creniona  ,  se  trouve  dans  le  Bulletin 
des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques  (année 
i8y2,  p.  2o6etsuiv  ) 

3.  Si  l'on  a  sur  une  droite  une  série  de  eouples  de 
points  formant  une  involulion  i,  et  si  l'on  joint  ces 
couples  de  points  à  point  O  d'un  cercle  M,  chaque 
couple  de  points  conjugués  détermine  une  corde  de  M, 
toutes  ces  cordes  concourent  en  un  point  p  (Chasles, 
Géométrie  supérieure ,  p.  4.9"0-  ^ous  disons  que  ce 
point  p  représente  l'involution  /,  par  rapport  au  cercle  IM 
et  à  un  de  ses  points  O. 

II.  Etudier  la  relation  qui  existe  entre  les  systèmes 
de  points  x  et  y  qui  rendent  projectifs  le  faisceau 
de   coniques  (i,2,3,j:)[45^,6,7]  ^t   le  faisceau    de 

r//-o/Ve,çj[4',5',6/7'J. 

1 .  A  un  point  déterminé  x  correspondent  tous  les  points 
d'une  conique  O^  circonscrite  au  quadrilatère  4'5'6'7'et 
capable  du  rapport  anharmonique  des  tangentes  au 
point  I  des  coniques 

i.2.3..r.4,     1.2.3.^.5,     i.2.3..r.6,      i.2.3..r.7. 

Pour  déterminer  les  points  x  i\và  coriespondent  à  un 
point  donné  )',  nous  désignons  par  /', ,  /,.,  i'^,  i,  h;s  invo- 
lutions  déterminées  sur  une  droite  quelconque  /  par  les 
quatre  faisceaux  de  coniques  ([,2,3,4)^  ('7  2,3,5), 
(i,  2,  3,6),  (i,  2,  3,  7),     et     pnr  />•,./'.;. /'r,, /':•   les  «pialre 


(  ^'^  ) 

points  qui  rt'préscntenl  respccLivemcnt  ces  involutions 
par  rapport  à  un  corclo  M  et  à  un  de  ses  points  O. 
Décrivons  sur  P',/f:,pv,p-!  une  conique  C^  capable  du 
rapport  anliarinonique  du  faisceau  j)[  4',  5',  6',  7'],  et 
soit /^  un  point  quelconque  de  cette  conique.  Chaque 
point  p  détermine  quatre  cordes  pp.',^  J^ps-,  ppr,i  ppi 
de  M,  et  ces  cordes,  projetées  de  O  sur  /,  déterminent 
sur  cette  droite  quatre  couples  de  points  en  involu- 
tion  ^.5  ^i,  ^5?5,  5o^6> -^"t  ^7- Les  coniques  (i,  2,  3,  45-^'o  ^0' 

(l,   2,3,5,  ^,;,f;;),     (  I  ,    2  ,  3  ,  6,  ,?„  ,  fg  )  ,     (  I  ,   2  ,  3  ,   7  ,  5^  ,  /  ;  )     SC 

coupent  en  un  même  point  x.  Donc,  à  un  point/;  cor- 
respond un  seul  point  x,  et  pour  le  déterminer  il  suffit 
de  deux  des  coniques  ci -dessus^  (i,2,3,4i  ^-o^O 
et  (i,  2,  3,  5,5-,,  Z;;,)  par  exemple. 

Supposons  maintenant  que  le  point /?  parcoure  la  co- 
nique C^;  les  droites/;/;.,,  pp-  engendrent  deux  faisceaux 
projectifs,  dont  les  rayons  correspondants  déterminent 
sur  /  deux  involutions  projectives  s.',t'^^  -^'i^'ii  -h^'ii  '  '  "> 
Sst-i^s'.t'^,s".f.,...^  et  les  coniques  (i,  2,  3,  4i -^ii  ^4)  î 
(1,2,3,4,^'4,^'J,  (i?2,3,5.93,?g),  (i,2,3,5,,ç;,«'.),  ... 
forment  deux  faisceaux  projectifs  dont  les  courbes  cor- 
respondantes engendrent  une  courbe  du  quatrième 
ordre  C4,  ayant  trois  points  doubles  en  i,  2,  3  et  pas- 
sant par  les  points  simples  4^  5  et  aussi  par  les  points 
simples  6  et  7.  Quand  le  point  p  parcourt  la  conique  C^\ 
le  point  X  décrit  la  courbe  C4  5  et,  comme  à  tous  les 
points  y  d'une  conique  circonscrite  à4'5'6'7'  corres- 
pondent tous  les  points/;  de  C^,  on  peut  dire  qu'à  tous 
les  points  y  d'une  conique  circonscrite  à  4'5'6'7'  cor- 
respondent tous  les  points  x  d'une  courbe  C4,  a)  ant 
des  points  doubles  en  1 ,  2,  3  r?f  passant  par  les  points 
simples  4,  5,  6,  7. 

2.  Les  coniques  (4',  5',  6',  7' )  et  les  quarliques  C4  se 


(  -^94  ) 
correspondeuL  uut*  à  une  et  foDiiciiL  deux  faisceaux  pi'O- 
jectifs^  le  lieu  géométrique  Cy  des  intersections  des 
courbes  correspondantes  de  ces  faisceaux  est  aussi  Le; 
lieu  géométrique  des  j?oinfs  x  t/ui  rendent,  projectifs 
les  deux  faisceaux 

(i.2,3,.r)[.l,5,G,7|     et     .r [V,  5',  6',  7']. 

Cette  sextique  a  des  points  doubles  aux  points  i,  2,  3  et 
passe  aux  points  simples  /\,o^6.  7,  4'?  5^6',  7'. 

3.  Supposons  que  les  points  4',  j'?  6',  7'  se  confondent 
respectivement  avec  4?  ^?  ^?  7i  la  courbe  Co  est  le  lieu 
des  points  x  qui  rendent  projectifs  les  deux  fais- 
ceaux (i,  2,  3,  x)  [4,  ^.  6,  7]  et  j"[4,5,  (1,7]. 

A  chaque  point  x  àv.  cette  courbe  correspond  une 
cubique  du  réseau,  dont  la  base  est  formée  par  les 
points  I ,  ;>,,  3,  4>  ^>  6,  7,  et  cette  courbe  a  un  point 
double  en  x\  en  d'autres  termes,  le  lieu  géométrique  des 
points  X  est  le  lieu  géométrique  des  points  doubles  des 
cubiques  du  réseau  (i ,  2,  3,  4?  ■J?  ^7  7)-  ^^  Wcvi  géomé- 
trique ne  doit  pas  changer  si,  au  lieu  de  prendre  les  trois 
points  1 ,  2,  3,  on  prend  trois  (pielconques  des  sept  points 
donnés  pour  lornier  la  base  (hi  faisceau  générateur  de 
coniques.  Nous  avons  donc  démontré  le  théorème  sui- 
ante  : 

Le  lieu  géométrique  des  points  doubles  des  courbes 
du  réseau  de  cubiques  (i,  2,  3,  4i  5,  6,  7),  c'est-à-dire 
la  jacobienne  de  ce  réseau,  est  une  courbe  du  sixième 
ordre  qui  a  un  point  double  en  chacun  des  sept 
points  I, 2, 3,  4? -J 56,  7. 

On  peut  voir  directement  que  cette  jacobienne  a  des 
points  doubles  en  chaf'un  des  sept  points  donnés;  on 
peut,  en  elVet,   construire   une  cubique  ayant  un  point 


(  ^5)^  ) 
double  en   un  des  sept  points  donnés  cl  passant  parles 
six  autres. 

On  peut  eneore  déterminer  directement  vingt  et  un 
couples  de  points  de  cette  jaeobienne,  (;ar  le  réseau  de 
cuhifpu'S  (i ,  r>,j  3,  4i  ^5  ^î  7)  rt'uf'L'rme  les  vingt  et  une 
courb(îs  composées,  formé(!S  de  la  conicjue  déterminée  par 
cinq  d(;s  sept  points  donnés  et  par  la  droite  «pii  joint  les 
deux  points  restants,  et  les  points  d'intci'seclion  de  cette 
conique  (!tde  cette  droite  appartiennent  à  la  jaeobienne. 
Ces  quarante-deux  points  peuvent  être  imaginaires  par 
couples  et  se  construisent  au  moyen  de  la  règle  et  du 
compas. 

Ajoutons  encore  qu'on  peut  tracer  directement  les 
tangentes  à  la  jaeobienne  en  chacun  de  ces  points 
doubles  1,  2,3,  4-  J56,  7.  Pour  le  faire  voir,  il  suffit  de 
démontrer  cpie  ces  tangentes  sont  celles  des  sept 
cubiques  qui  ont  respectivement  cliaciin  de  ces  sept 
points  pour  point  double. 

Cela  résulte  du  théorème  général  suivant,  démontré 
géométriquement  par  M.  Cremona  dans  son  Intvodu- 
zione  ad  luia  Leoria  geouK^liica  délie  curve  piane 
(96,  d,  p.  75)  : 

Etant:  donné  un  réseau  de  courbes,  passant  par  un 
même  point  O,  la  hessienne  du  réseau  passe  deux 
fois  par  le  point  O,  et  ses  deux  tangentes  en  ce  point 
sont  celles  de  la  courbe  du  réseau  pour  laquelle  O  est 
UTi  point  double. 

On  sait  que,  dans  le  cas  où  l'ordre  des  courbes  qui 
constituent  le  réseau  est  le  même  pour  toutes  ces  courbes, 
la  hessienne  se  confond  avec  la  jaeobienne,  et  c'est 
ce  qui  a  lieu  dans  la  question  dont  nous  nous  occu- 
pons. 

Nommons    8,  9,  10.  1  1,  ij.  i3     six    quelconques    des 
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quaraule-deux  points  dont  il  a  été  question  plus  haut. 
La  jacobiennc  du  réseau  pourra  être  engendrée  par  les 
deux  faisceaux  projectifs  de  cubiques 

(t,  2,  3,  4,  5,6,  7,^)  [g,  lo,  ii,  12,  i3] 
(i,  2,  3,  4,  5,  6,7,8)  [9,  10,  II,  12,  i3]. 

Le  point  z  sera  déterminé  par  l'une  des  deux  mé- 
thodes indiquées  par  M.  de  Jonquières  dans  son  Essai 
sur  la  génération,  etc.,  §  i3.  Les  cubiques  correspon- 
dantes de  ces  faisceaux  ont  toutes  sept  points  communs 
connus  à  ravance  \  les  deux  autres  points  d'intersection 
de  ces  couples  de  courbes  pourront  donc  être  construits 
au  moyen  de  la  règle  et  du  compas,  en  employant  les 
méthodes  développées  par  M.  Chasles  aux  §§  \  I  et  X  de 
sa  Nota  sur  les  courbes  du  troisième  ordre,  insérée  aux 
Comptes  rendus  des  séances  de  l' académie  des  Sciences 
i855  (décembre,  p.  1190  et  suiv.) 

Il  résulte  de  tout  ce  qui  précède  que  la  jacobienne 
d'un  réseau  de  courbes  du  troisième  ordre  déterminé 
par  sept  points  peut  être  tracée  au  moyen  de  la  règle  et 
du  compas. 

4.  Le  tracé  de  la  jacobienne  d'un  réseau  de  cubiques 
nous  conduit  immédiatement  à  la  détermination  des 
points  doubles  d'un  faisceau  (i ,  2,  3,  4?  >>5  6,  7,  8)  de 
cubiques.  Considérons,  en  elfet,  les  deux  réseaux  de 
cubi(|ues  (i,  2,  3,  4^  5,  6,  7)  et  (  1 ,  2,  3,  4i  ^5  ^>>  8).  Les 
jacobieiines  de  ces  deux  réseaux  sont  une  courjje  Ce  du 
sixième  ordre,  ayant  des  points  doubles  en  i  ,2, 3, 4^5, 6, 7, 
et  une  autre  courbe  C'g,  ayant  des  j)oints  doubles  en  i,  2, 
3,455,6,8.  Ces  deux  courbes  ont,  en  commun,  les 
points  doubles  i,  2,  3,  4>  5,  6,  et  y  ont,  en  général,  des 
tangentes  différentes;  elles  se  coupent  donc  en 
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autres    poiiils.    Donc,    les    courbas    d  un   jhisceau    de 
cuhiqiirs  (i,  ?.,  3,  4i  ^,  ^i  "] •,  ^)  ont  douze  points  doubles 
(/ui  />ein>cnt  se  construire  au  mojen  de  la  règle  et  du 
compas. 

TII.  Etudier  la  relation  qui  existe  entre  les  systèmes 
de  points  (/ui  rendent  pi'ojectifs  les  deux  faisceaux 

(i,:i,3,.r)[^,5,r),7,8]     et    _v[4',  5',  6',  7',  8']. 

1.  A  un  point  X  donné  correspond  un  seul  point  r 
que  l'on  détermine  eu  décrivant  sur  ^'^'6'  ']'  une  conique 
capable  du  «apport  anliarnionicjue  des  coniques 

(1,2,  3,  x),   [4,  J,  <3,  7] , 

puis,  sur  4'-j'6'8'  une  seconde  conique  capable  du  rap- 
port anliarmonique  des  coniques 

(i,2.3,.r)[4,  5,6,8]. 

Ces  coniques  ont  en  commun  les  points  /\\  5',  6'  et  se 
coupent  en  un  quatrième  point  qui  est  le  point  r 
cherché. 

Supposons  que  l'on  donne  un  point  7-,  et  soit  x  un 
point  correspondant  à  j  ,  que  nous  allons  déterminer  en 
le  supposant  d'abord  connu,  pour  établir  notre  raison- 
nement. Chacune  des  coniques 

(1,  2,  3,a-,  4),  (i,  2,  3,  .r,  5),  (i,  2,  3,  j-,6). 
(i,  2,  3,.r,  7),  (1,2,  3,.r,  8) 

marque;  sur  une  droite  quelconque  /  un  couple  de  points 
et  ces  cinq  couples  de  points  sont  en  involution,  puisqu'ils 
sont  déterminés  par  des  coni(jues  du  faisceau  (i ,  2,  3,  x)  ; 
de  plus,  cette  involution  est  projective  au  faisceau 

r[r,5',G',7',8']; 


(  '^^^  ) 

par  liypotlièse,  cliacua  de  ces  couples  de  points  appar- 
tient respectivement  aux  cinq  involutions  i  j,  i^,  toi  't^  i»-, 
déti'rminées  sur  /  par  les  cinq  faisceaux 

(.,^.3)[4,5,G,7,8]. 

Pour  trouver  le  point  a',  il  faut  donc  déterminer,  dans 
chacune  des  involutions  i'v,  i^,  i^,  i-;,  i^  un  couple  de 
points  tel  que  les  cinq  cx>uples  forment  une  involution 
projective  au  faisceau  j  [4',  ->'•,  t>',  7',  8']. 

Soient  piip.;,  PgiPtiP»  les  cinq  points  représentatifs 
des  ciuq  involutions  par  rapport  à  un  cercle  M  et  à  un 
de  ses  points  O.  Si  l'on  admet  que  l'on  connaisse  un 
point/;  tel  que  les  deux  faisceaux /;[/>/,, /^r,, /.'c, /^7î /^s] 
et  j  [4',  '->'■)  6',  7'  8']  soient  projectifs,  les  cinq  rayons  ppi 
U"  =  4, -5,  t),  7,  8j  déterminent  sur  M  ciuq  cordes  qui, 
projetées  du  point  O  sur  /,  donnent  les  cinq  couples  de 
points  cliercliés. 

Or,  nous  savons  que  les  points  p  et  y  forment  une 
transformation  birationnelle  [/; — j  ]"'  du  cinquième 
ordre,  dont  les  points  fondamentaux  pour  la  figure  [p) 
sontp^,  />5,  /^g,  /y!,  p'I^  ^^pIi  }}(>  étant  le  point  adjoint  au 
groupe  (/7.',,/75,  pc-iP-iPs)  ou  le  point  qui  correspond  à 
tous  ceux  de  la  conique  (4',  5',  6',  7',  8'),  et  pour  la 
figure  (j)  les  points  4'%  5'%  6'%  7'%  8"  et  o'-,  o'  étant  le 
point  adjoint  au  groupe  (4',  -j',  <)',  7',  8')  ('). 

Nous  savons  aussi  que  les  points  /;  et  x  forment  une 
transformation  birationnelle  [p  —  x]^  du  second  ordre, 
dont  les  points  fondamentaux  sont  pour  la  ligure  [x) 
les  points  i,  >.,  3,  et  pour  la  figure  [p)  les  points  «2,3, 
(^\,3i  <^\,2i   projections   du    point   O    sur    ]M    des  points 


(  '  )  RcDOLPii  Stlum,  Da.1  Problem  der  PrnJectU'ilàt  {Mathematische 
Annalen.  l.  I),  ou  I)i:\yii,i  ot  Sciioute,  Construire  une  courbe  uni- 
cur/tale  du  (jualrivnir  ordre,  etc.  {Bulletin  des  Sciences  mathé- 
matiques et  astrotiomii/iics.   1S79:  •.!"  semestre). 


(  '>w  ) 

(riiiU'isoclioii  des  droites  :>.  -  3,  i  -  3,  1-2  avec  la  trans- 
versale /  (')• 

Dont;  à  un  point  .r  correspond  un  seul  point;). 

Quand  le  point  x  décrit  une  droite  quelconcjue,  le 
point /^correspondant  de  [/>  — Jc]-  décrit  une  conique  C 
passant  par  les  points  ^0^3,  e,^3,  e,^  o,  et  ne  passant  gé- 
néral(;ment  par  aucun  des  points  fondamentaux  de  la 
ligure  (3)  dans  [p — jY.  Par  suite,  à  la  conique  C,  con- 
sidérée comme  appartenant  à  la  figure  [/))  dans  [p  — j  ]^, 
correspond,  dans  la  figure  (})  de  cette  même  transfor- 
mation, une  courbe  C,o  du  dixième  ordre,  ayant  des 
points  quadruples  en  o'',  4' S  5'%  6'\  7'*,  8'',  et  des  points 
simples  aux  points  /.,  j  /'j  3,  /',  .,  qui  correspondent  aux 
points  e  de  la  figure  (p)  dans  la  transformation  [p  —  r]^. 

Il  résulte  de  là  que  les  points  x  et  y  qui  salisjont  à  la 
question  forment  une  iranforniation  hirationnelle  du 
dixième  ordre  dont  les  points  fondamentaux  sont  :  pour 
la  Jigure  [y),  o'',  4'S  5''',  6'\  7''',  8'%  e'^^,  e',  3,  e'^  ,,  et 
pour  la  figure  {x),  les  points  quintuples  i^,  2^,3^  et 
les  points  doubles  p'^'  ,p'^-)P'i -,  P^ ,  P'-  •>  p's' j  (pd,  dans  la 
figure  (a:),  correspondent  aux  points p^^  p.^^  p^^  p(,^pT^ 
Pi  de  la  jigure  [p]  de  cette  dernière  transformation. 

2.  La  transformation  du  dixième  ordre  [.r — .')]"'  a 
douze  points  doubles.  Donc  : 

//  y  a  douze  points  x  qui  rendent  projectijs  les 
faisceaux 

(i,  2,  3,. r)  [4.  5,  6,  7.  8]     et     .r[V,5',6',7',8']. 

3.  Supposons  maintenant  que  les  points  4',  5',  6',  7',  8' 
se  confondent  respectivH^ment  avec  les  points  4^5,6,7,8. 


(_')  Dewclf  el  ScHoiTi:,  loc.  cit.  ('Hiilletiii.   1879I. 


(  4oo   ) 
Les  deux  faisceaux 

(i,2,3,.r)[4,5,6,7,8]     cl    j[4,  5,  6, -,  8], 

quand  on  prend  pour  x  et  y  des  points  correspondants 
de  la  transformation  [x — J^]'"?  engendrent  toutes  les 
cubiques  du  faisceau  de  ces  courbes  déterminé  par 
les  liuit  points  i, -î,  3,  4i  5?  t),  7,  8.  Cette  transforma- 
tion [x  —  }']'*'  ayant  douze  points  doubles,  il  existe 
douze  points  T  qui  rendent  projectifs  les  deux  fais- 
ceaux 

(i,  2,  3,  j;)[4,  5,6,7,  8]     et     j:-[4,  5,  6,  7,  8]. 

Cbacun  de  ces  douze  points  détermine  une  cubique 
du  faisceau  (i,  a,  3,  4?  5,  6,  7,  8)  et  est  un  point  double 
de  ce  faisceau.  Donc  : 

Dans  un  faisceau  de  cubiques,  il  y  a  douze  cowbes 
qui  ont  un  point  double. 

4.  Pour  construire  ces  douze  points,  remarquons  qu'à 
un  faisceau  de  droites  passant  par  e,.o  de  la  figure  (p) 
de  [p  — x]-  correspond,  dans  la  figure  [x)  de  celte  trans- 
formation, un  faisceau  de  droites  passant  par  le  point  3, 
el  dans  la  transformation  [p  —  }]^  un  faisceau  de 
courbes  du  cinquième  ordre  C3,  ayant  toutes  des  points 
doul)]es  aux  points  0,4,5,6,7,8.  Ces  deux  faisceaux 
de  dioiti's  <?,^2  et  de  quintiques  sont  projectifs  et 
engendrent  une  courbe  Ce  du  sixième  ordre,  qui  a  des 
points  doubles  aux  points  o-,  4"î  J"?  (>"}  7'?  8-  et  qui 
renferme  les  points  chercliés. 

De  même  un  faisceau  de  droites  passant  par  e,^3  con- 
duit à  une  courbe  C'.  ayant  des  points  doubles  en  o-,4^5 
5-,  6-,  7-,  8-  et  renfermant  les  points  cherchés. 

Ces  courbes  Co  et  C,,  ont  en  commun  les  points 
doubles     o-,  4'%  '"'"i  ^"7  7'?  8",    (|ni    sont   étrangers    à   la 


(  4<"  ) 

t[iiesli()n;  l(;ui's  6  X.  G  —  4  X  ^>  ==^  i  '-'-  ^'Ulrcs  j)oiMls  d  iii- 
tciscction  sont  cIoik^  les  douze  points  cherchés. 

On  peut  tracer  les  courbes  Ce  et  C,.  connue  nous 
l'avons  indiqué  aiUeurs  ('). 

La  construction  des  points  doubles  des  courbes  d'un 
faisceau  de  cnl)i(|ues  odre  de  l'intf'rêt,  parce  cjue  lei 
courJ)es  détcnuiuées  par  ces  douze  points  servent  de 
liniile  ou  de  transition  entre  des  groupes  de  courbes  du 
taisceau  qui  ont  der.  lornies  didëi'entes. 

Jiinvier  18S0. 


Olll'STIOX. 

(loiiibicii  cxiste-l-il  de  toiirbes  rationnelles  (unienrsales)  dn  quatrième 
ordre  qui  ont  denx  points  donliles  en  a,  el  a^  et  qui  passent  par  les 
sept  points  simples  1,  2,  5,  -U  0,  6,  7? 


Par  m.   I-n.  DEWUÎ-F. 
LiculoriiiiU -Cûlonel    du    (lénie. 


Les  propriétés  d(;  la  jacobienne  d'un  réseau  de 
courbes  permettent  de  résoudre  très  simplement  ce  pro- 
blème. 

On  sait  cpie  la  jacobienne  d  Un  réseau  de  courbes 
de  l'oidre  n  est  de  l'ordre  3  (  «  —  i  )  et  qu'un  point  mul- 
tiple de  l'ordre  /,  comnuin  à  toutes  les  courbes  du  ré- 
seau, est  de  l'oidre  3/  —  i  pour  la  jacobienne. 

Laissons  de  côté  le  point  y -^  les  quartiques  qni  ont  un 
point  double  en  chacun  des  points  «,  et  ao  et  qui  passent 
par  les  points  simples    i,  a,  3,  4i  ''^1  ^  forment  un  ré- 


(  '  )  Construction  d'une  courbe  unicursalc  du  rjuatricme  ordre,  etc. 
{Bulletin  des  Sciences  mnthcmatiques ;  1879,  2°  semestre). 
Ann.  de  Mathéinat.,  2'  série,  t.  XX.  (  Septc>nil>re   1880.)  'i-(j 
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seau  dont  la  jacobienne,  de  l'ordre  9,  a  un  point  cjuin- 
tiiple  en  chacun  des  points  «(  et  «o^  t;t  J^-'s  points  doubles 
aux  points  i,  2,  3,  4^  ^1  ^-  Mais  parmi  les  courbes  de  ce 
réseau  se  trouvent  les  quartiques  composées  d'une  des 
cubiques  passant  par  les  points  «,,  r/j,  1,  2,  3,  4:  5,  6 
et  de  la  droite  a^  an.  Ces  quarti(fues  composées  ont  un 
])oint  double  dont  le  lieu  géométrique  est  la  droite  r/,  «o. 
J)onc  la  jacobienne  du  réseau  se  décompose  en  la 
droite  n^a^  et  une  courbe  du  huitième  ordre  Fg  ayant 
des  points  quadruples  tn  «,  et  «o  et  des  points  doubles 
en  I,  2,  3,  4i  ^5  6- 

Laissons  maintenant  de  côté  le  point  6.  Les  quarti- 
ques qui  ont  des  points  doubles  aux  deux  points  a,  et  a., 
et  qui  passent  par  les  points  simples  i,  2,  3,  4i  ^1  7 
forment  un  réseau  dont  la  jacobienne  se  compose  de 
la  droite  a»  «o  *^t  d'une  courbe  F'g  ayant  deux  points 
(piadrujdes  en  n^  et  r/o  et  des  points  doubles  eu  1,2,  3, 
4.5,.; 

Les  courbes  composées  des  deux  réseaux  sont  étran- 
gères à  notre  question  ^  ou  aura  donc  le  nombre  des  points 
doubles  des  courbes  du  faisceau  («j  a]  i,  2,  3,  4i  6,7) 
en  prenant  les  points  d'intersection  de  Y^  <^l  ib-  1  s  3iif'"''S 
(|ue  a,,  ^'«iî   'î    'i  3,  4')  ■>•  C>e  nombre  est 

8x8  —  2X4X  4  —  5X2   X2r=:l2. 

^Jous  avons  obtenu  vc  même  l'ésultat  par  une  voie  plus 
longue,  mais  plus  directe,  dans  un  travail  inséré  au 
BuUetijides  Sciences  mat/ir/n(ili(/iies  et,  ast/u/io/nn/iies, 
2'' série,  t.   III,  scptcmbic  1S79. 

.Iiiii\ii:r   iî^JSii. 


(  1*»;^  ) 

NOTE  SI  II  LA  OlKSnOX  393  (^); 

Par  m.  E.  CATALAN. 

Rappelons  d'abord  la  première  [)arLie  de  renonce''  : 

TiiÉoni;.Mr,.  —  Etani  donnce  une  /xi/abole  ABCDE,  du 
lioisièiue  ordre,  représentée  par 

Y  =  A  .x:^  +  B  ^-^  +  C  .r  +  D , 

on  fait  passer,  par  les  extrémités  A,  C,  ¥^  de  trois  or- 


données équidistantes,   la  parabole  du  second   ordre, 
dont  l'équation  aurait  la  forme 

Ces  courbes  déterminent   deux   serments    curvilignes 
ABCA,  CDEC,  équivalents  entre  eux. 


(')  Nouvelles  Annales,  i"  série,  t.  XVII,  p.  5,  2o5  et  ao'j.  On  peut 
consulter,  sur  le  même  sujet  :  Association  française  pour  l'avance- 
ment des  Sciences,  sessions  de  1879  et  1880;  Bulletin  de  la  Société 
philomathique  de  Paris  (1880,  Coilignon);  Mémoires  de  l'Acadé- 
mie de  Belgique.  I.  XF.MI:  etr. 


(  4o4  ) 

(IcUc  proposition  jx'nl  èlrc  ainsi  iiiocliliét;  i-l  gt'iu'-ia- 
lisét;. 

•Soi/  ABC  .  .  .  VA' G  une  painho/e,  d'ordre  impair, 
représentée  par 

et  soit  Ka^h  .  .  .  1\/^(j  la  parabole,  d'ordre  pair ,  dé- 
terminée par  les  2/i  H-  i  points  A,  I^,  .  .  . ,  F,  G  ayant , 
deux  à  deux,  leurs  abscisses  égales  et  de  signes  con- 
traires (  '  ) . 

(  'ela  posé,  les  trapèzes  paraboliques  V  A  B .  .  .  F  G  G', 
K' KaV>b    .  .FJG(y  sont  ér/uiualen/s. 

i\p[)i'lons  rt,  b,  .  .  .,  A  les  abscisses  des  jioiiils  F,  G. ...  -, 
el  posons 

f{x)  ^kx{x'~a-){x-—b-)  .  .  .  (x'^  —  h^). 
II  est  visi])le  que  l'équation  de  la  seconde  parabole  est 
j  =  Y--/(.r)      C-). 
Soient  P,  p  les  aires  des  deux  trapèzes.  On  a 


P-^    /         YV/.r,       p-:r   I 


yd.i 


p         />—   j       J\.r),l.r. 


D'après  la  forme  de  /'(.r),  les  éléments  de  la  dernière 
intégrale  sont,  deux  à  deux,  égaux  et  de  signes  con- 
traires-, donc  cette  intégrale  est  nulle  (•''  ),  et 

Pr=p. 

(')  Le  point  D,  situé  sur  l'ordonnée  moyenne,  fait  exception. 
(^)  En  outre,  toutes  les  paraboles  d'ordre  2/H-1,  passant  aux 
points  A',  B', F/,  F',  sont  représentées  par 

.r     -/(.r). 
(  ')  V.Wr  T-rprésonto  l'nirc  ronnnunf  <1(^  Irititi^*   le**   p;ir;ilinles  dont   il 
c?l  (lllf^l  i"ii  iluiis  la    Noie  piiMi-ilciiti-. 


(  /îor,  ) 

Couoj.i.AïuE  I .  —  luCS  segmenis  cuivilignes  corres- 
pondants, A«lî,  F/(j,  BZ>C,  Eei\  ...  sonL  cijuls>a- 
lents  deux  à  deux . 

CoiiOLLAiiîF.  11. —  Les  Irapezes yaraholuiues  IVÎÎFF', 
B'BZ»C6'  .  .  .  eFl',   .  .  .   sont   è(fuivalents  deux   à  deux. 

Reinniujue  sur  les  courbes  paraholù/ues.  —  La  para- 
bole d'ordic  //,  detcriuiiiée  par  n -+- i  points  (a:o,jo)> 
(a(,7i),  ...,  {X/i.ij,i)  a  pour  équation,  coniuie  l'on 
sait, 


y=/U) 


.''o 


.■»'« 


'^  —  •^'n)/'i-^>i) 


{X  —  Xo)/\x^,)  (X  —  X^)/\Xi) 

en  supposant  f 

J\x)=i  [x  —  ./-y)  {x  —  .ri) .  .  .[X—  x,i  )      ('  ). 
Cela  posé  : 

Toutes  les  paraboles  d' ordre  /i  -r-  i ,  passant  en  ces 
n  -h  I  points,  sont  représentées  pai- 


y=A-'^) 


(x  —  x,)J\x,) 


-\-. 


Vn 


,x  —  x,i)/\x„) 


A 


a"  Joutes  les  paraboles  d' or  die   n  -\-  2,  passant   en 
ces  mêmes  points,  sont  représentées  par 


y^.f{x)\  -^ 


y» 


{X  —  Xn)/{X„) 

Liège,  21  mai  1881 


+  A.r  +  B 


(')  D'après  \ci  formule  d'interpolation  de  Lagrange.  ou  plutôt, 
par  la  ttiéorie  de  la  décomposition  des  fractions  rationnefles. 


(  4o6  ) 


NOTK  SIU  m  SYSTEME  DE  COIHBES  OHTHOGONALES 
ET  IIOMOFOCALES; 

Far  m.   a.  LEGOUX, 

Prolesseur  à  la  l'anilté  des  Sciences  de  Grcnol)lc. 


Les  courbes  qui  font  le  sujet  de  cette  iSole  sont  repré- 
.scnlécs  par  l'équation 


(ij 


\r 


),/-  /> 


=  I , 


où  A  est  un  paramètre  variable,  /une  fonction  de  x  et 

de  Y,  a  et  h  des  constantes. 

Ces  courbes  jouissent  des  propriétés  suivantes  : 

i"  11  en   passe   deux   par  un    point    quelconque    du 

plan. 

2"  Elles  ont  une  enveloppe  qui  est  identi(pie  à  celle 

des  coniques  représentées  par  l'équation 


(2) 


),■ —  a        1  —  b 


Cette  enveloppe  se  compose;  donc  d'un  système  de 
quatre  droites  imaginaires  passant  par  les  points  circu- 
lai ics  de  l'infini. 

Il  résulte  d(;  là  cpu',  (picllc  (pu-  soit  la  lontaion  /, 
toutes  les  c()iub(;s  jeprcsentécs  par  l'équation  (  1  )  ont 
des  foyers  qui  coïncident  avec  les  loycis  des  coniques 
représentées  par  l'écpiation  (2). 

ci"  Les  courbes  n^présentées  par  rcqualion  (i)  ne  sont 
pas  orlliogonales  eu  général.  11  faut  pour  cela  cpie  la 
l'oiution  /"  satisfasse  à  une  équation  aux  déri\ées  par- 
tielles, (ju'on  obtient  sans  peine  en  exprimant  la  condi- 


lion  d'oilliui^uiialilc,  cl  (jui  est  la  .sui\aiiLc' 

i/ih  -H  bu:-  -r-  «.)'-)  (/>'  -H  7')  =^  A/'ih/i.i     .-  ("/  V  )  • 

df      df 
OU  /'  cl   <l   l'Cpll'SCUlClll    -7—  j   — ,—  • 

'  '        ^  (I  .r     (IV 

Si   l'on    lail  ^' =  o  dans   l'équation  !  i  ).  (■ett(;  é({ualioM 
devient 

(3)  U-{p-^ff-)=:2/p. 

En  apj)li(|uant  les  formules   connues   pour  l'intéi^ra- 
tion  des  équations  aux:  déxùvées  partielles,  on  trouve 


/>— 7.r,     7=:v '^V— ^'-fS 

a    représentant   une    constante    arbiti'aire.    Substituant 
dans  df=  /)djc  -l-  (](h\  on  a 


f//'^:  'x.rd.r  -\~  \.i  a/' —  'x- .i- dy. 

d'où 

,  r//" —  xxd.r 

dy—    ,-•    ^ 

\!'x\iif —  a^'^ 

d'où  enfin 

(4)  2/=:a[.r^  +  (_r--:i)2J, 

[!i  étaiitune  autre  constante.  C'est  une  intégrale  complète 
de  l'équation  (3).  Si  l'on  remplace /^  par  celte  valeur 
dans  l'équation  (i),  on  obtient  des  quartiques  bicircu- 
laires;  mais,  si  l'on  remplaceypar  l'intégrale  générale, 
à  cause  de  la  fonction  arbitraire  qui  entre  dans  cette 
intégrale,  on  aura  une  infinité  de  systèmes  orthogonaux. 
On  saittpie  l'on  obtient  l'intégrale  générale  en  élimi- 
nant y.  et  ,j  entre  l'équation  (4)  t^t  les  deux  siiivanles, 

df   ^df  d^_ 
dn.         d'p   dm. 

ou  ^  est  une  loiicliDii  .irliiUaire. 


(  4u8 


'■f 


Si  l'on  pose;,  par  exemple,  ^=3  a"',  on  eu  déduira 


•(;«  +  i)_r-l-\  (/«-l-i)^>'-— (2MH-  i)(.r-  +  r-) 


X   \JC--^r  ^ '■ •  I     •  • 

(  L  2  /«  +  1  j    ^ 

Pour  ///  :=  I ,  on  a 

'>.-]f^  —  y  (  K^  +  Q.r-)  ±  {  r-  —  3^-)  2. 

En  mettant  à  la  place  dey  dans  l'équation  (i)  cette 
dernière  valeur,  on  trouve  un  système  de  courbes  ortho- 
gonales du  douzième  ordre,  qui  ont  pour  points  qua- 
druples les  points  circulaires  de  l'iiinni. 


(voir  2'  séiie,  t.  XVII,  p.  178); 

Par  m.  s.  RÉALIS. 


i"  Si  l 'équation 


admet  la  racine  «,  son  premier  membre  est  le  produit 
de  deux  facteurs  tels  que  x  —  a^  x--\-  ax  -\-  m,   où  m 
est  nécessairement  entier  si  P,  Q,  d  sont  entiers. 
On  a  donc 

P  =:  —  cû- H-  //«,     Q  =  —  Clin. 
cl  par  suite 

F-  —  4 Q  a  —  (a-  -^  m)-. 
(P2_  4()/,^i»i_  40f,)  —  {a!*—  [^mo}—ni^)- 

=  [  5  (  «2  _  4  m  Y  —  (  ■.?  a}  —  9  m  YY 
-z=.\{a^  —  '.y.  m  )-  —  5  /?<-]-. 

h  eiri'tanl  les  deux  autres  i-acines  tle  l'etpi.uiitii. 


i 


(   1*^9  ) 
2"   Si    Ifs   trois   racines    (i,  h^  c   sont  entières,    l'nne 
d'(.'lles  est  nécessairement  un   nonilire  j)air  (à  cause  de 
a  -f-  (6  -)-  c  :=  o  "l .  On  peut  donc  poser 

(7  t=:  ;j  X,      h^=.  —  7.  +  p,     c^=  —  a  —  p, 

a  et  j3  étant  entiers. 
On  aura  donc 

et  par  suite 

P-—  4Q«  =  (5a-— fi2)==[(5'a— 2[i)2— 5(2a  — 3)2]% 

=  [  5  «2  —  (  2  a  —  [■i  )2]^'  —  [(^  a  +  2  ?  )-^  —  5  ?JY-, 
P^—  4Qc=:(a2— 4a3  — 3^)^ 

=  [5a^'—  (2c.-r-  'iV]-  —  [(a  —  23)2— 5p2]2. 

En  outre, 

3°  Deux  racines  Z?,  c  étant  exprimées  par  des  nom- 
bres complexes  entiers,  la  troisième  racine  a  ne  peut 
être  qu'un  nombre  pair. 

On  peut  donc  poser 

a  =  2  a,      6  =:  —  7.  H-  fi^/ —  t ,      c  =:  —  a  —  ^y/ —  i , 

d'où 

P=:  — (3a2— |3^),      Q=:_2a(a2  4-p2)^ 

et  par  suite 

P2— 4Qa-(5a2+;î-^)2, 

:=  [5(a2+  i3-^)2—  (2a2—  2,3^)2]' 
=  [(a2+ 9^2)2^  5(4?^)^]-^ 


(    i'o    ) 
4"  Nous  avons  d'abord,  par  identité, 

(P^-/jQ^)(P^-4u/>)(P^-4Qc) --=(!" 

Si  F  et  Q  sont  entiers,  et  que  la  quantité 

soit  égale  à  un  carré  Pv-,  il  est  visible  que 


(P3_)_8Q2) 


80-^)^ 


5Q  +  2R)2±5('',Q  +  H)^ 


formules  où  l'on  cboisira  les  signes  supérieurs,  ou  les 
signes  inférieurs,  de  manière  que  cliaque  membre  soit 
positif.  On  peut  prouver  d'ailleurs  qu'un  noml)re  entier 

compris  dans  la  lorme  -^ est  compris  aussi  dans  Ja 

4 

forme  5  ii-  —  t^-  ;  de  même  pour  un  entier  compris  dans  la 
forme  -, [7>oir  la   Tlicorie   des  jioiiihies  de  Le- 


gendre,  t.  I,  p.  2o5.  Du  reste,  la  prouve  dont  il  s'agit 
peut  aussi  se  tirer  de  formules  direcl(;s,  sans  rien  em- 
prunter à  la  théorie  des  nombres). 

Si  c'est  la  quantité  i\V^  -\~  .>']  i^-  qui  est  égale  à  un 
carré  II-,  auquel  cas  (^  et  R  sont  nécessairement  des 
nombres  pairs,  on  a 

où  le  second  membre  est  évidemment  un  nombre  de  Ja 
forme  o  «-  -|-  v'-. 

L'idcnlilé  cpii  iuslin(;et  complète  la  proposition  énon- 
cée à  la  iin  de  la  licnuinnie  consiste  dans  la  ibrmule 

-37   -'x-  ^.,  -+-  Z-..  '::^  /\Z', 


(  1"  ) 

(laii  -  laquelle 

:;,=  A('îa)-^  +  B:^a(a-!i)4-C(.a-«.)S 

z,=  A  (-  a  +  !3)2+  B(-  a  +  p)  (a  +  ^)  +  C(a  +  [i)S 

.-3=A(a+;'i)-2+B(a  +  fi):?a  +  G(2a)^ 

Celle  foi'inule  peut  s'éerire 


m-^m-m 


k. 


De  la  sorte,  le  seeoud  membre  est  indépendant  de;  a.  et 
K,  et  peut  représentei'  tout  nombre  égal  à  la  sonnne  de 
trois  carrés  entiers,  tandis  que  le  premier  membre  peut 
représenter,  d'une  infinité  de  manières,  une  somme  de 
trois  carrés  rationnels. 


^OIE  SIK  UES  FOUMILES  M  JOAtlHIiMSTIlAI.; 

Par  m.  a.  DROZ. 


Dans  le  Journal  de  Crelle  [Sur  (juelques  applications 
des  déterminants  à  la  (réonictrie,  L.  XL),  Jo,acliinislhal 
a  donné  deux  foi-mules  pour  la  surface  du  triangle  dont 
on  connaît  les  équations  des  trois  côtés,  et  pour  le  volume 
du  tétraèdre  si  l'on  connaît  de  même  les  équations  des 
quatre  plans. 

Mon  intention  dans  celte  Note  est  de  donner  une  dé- 
monstration très  simple  de  ces  deux  formules. 

Soient 

«M      a,.,      ...      «1      ' 


(  4i2  ) 

Je  représente  par  a^t,  le  coetlicient  de  a^^  dans  le  déter- 
minant A. 
On  sait  que 

a,  I      ai2       ...       y-i, 
<x,.      a.,0       .  .  .       a.,. 


^ii\        -^/li 


(BiKET  et  Cauchy,  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique). 
Expression   de   la   surjace  S   du   triangle  compris 
entre  les  trois  droites 


(I) 

(2) 

(3) 


«31  r  -1-  «3-,  >•  +  «33  r=  o. 


Si   a'i ,  )  )  ;  o.^,  j  2  5 -^'sî  )3    sont   les  coordonnées  des 
points  d'intersection  des  droites  (  ^S),  (3i),  (12),  on  aura 


Maii 


2S 


(I) 


.r,^--,       12: 


a.,.. 


23 


'31  ^32 

—  ^       Yz  =   —  ■ 

«33  «33 


-^1        J'i         »      I 

2S  = 


'Il         ^12         »13 


«21         «22         «23     1' 


A- 


«13  «23  «3.1 


T:.vpressinii  du  l'nhime  \  du  têtrnèdrr  compris  rufrr 


4.;{  ) 


les  (jiiiilrc  plans 


(  1  ) 

(2) 

(5) 


(ly^  y  -i-  cii^z  -\-  «n  r=  o, 


«ii-r  -{-  r/.,2i'  4-  «va  ■ 


«i 


o. 


Soient  x,,j,,:^,  ;  X2,^r2,-^2;  •ï'siJsi^s^  -3^4, . 7^, ^.'.  les 
coordonnées  des  points  d'intersection  des  plans  (234), 

(34 1   1  (4i2  j,  (laS)  ^  on  aura 


V.,: 


Mais 


G\ 


Donc 

(H; 


I    ■'-''■  2 


.^'i 


6V 


■iV         -'•31         '-"-32 
I     «il         «42 

«14^24  «3V«Vt 


^•14 


(  M  ) 


îvorc  m\  u:s  co^im rio\s  qui  hxprime\ r  qi'iî^iî  siiiface 

DU  SECOM)  I)E(J1U':  EST  DE  HEVOEl  TIOX: 
Par  m.  GENTY. 


Soient 


a,H-+-  3>-2  + 


ré([uation  d'une  surface  S  du   second   degré  à  centie, 
rapportée  à  ses  trois  plans  principaux, 


a  13  Y 

celle    de    sa    polaire    réciproque   S)    par   rapport    à   la 
sphère 


.r-  H-  )•-+;;-=  I, 


L'équation 


,/■ 

)■ 

a./' 

';i\ 

,r 

) 

a 

'i 

=:  O, 


qui  exprime  que  les  plans  polaires  d'ua  point  (piel- 
conque  (a:,  j^,  z)  par  rapport  à  la  sphère  et  aux  deux 
quadriques  sont  parallèles  à  une  même  droite,  représente 
les  trois  plans  principaux  des  surfaces  S  et  Si  5  en  effet, 
cette  équation  développée  devient 


(1.) 


.ryz 


(?-7)(7-^)(«-?) 


Le  pi'emier  menihrcî  de  cette  é([uation  est  évidemment 
un  covarianl,  [)uis(|u'il  exprime  une  propriété  géomé- 
tri(pie  des  trois  sui T;ices  complètetnent  indépendante  du 
clioix  des  axi'S.  Si  donc 

/■(./•,>',  z)  =:o,      F (./•,)-.  :;)  r=0 


(  1'->  ) 

sont  les  éf|iialions  (l(;s  (nia(lri(|U('s  S  cl  S,  rapporlrcs 
maintenant  à  trois  axes  rcctaiigiilaiics  (jucI(on(|ii('S  pas- 
sant par  Icnr  centre,  l'équation 


i-i) 


./:■  ./;  ./; 

f;    f:    fi 


représentera  les  trois  plans  principaux  de  ces  deux  (jua- 
driques. 

Mais  si  la  surface  S  est  de  révolution,  deux  des  trois 
quantités  a,  (3,  y  qui  entrent  dans  l'équation  (i)  sont 
égales  et  le  premier  membre  de  cette  équation  est  iden- 
tiquement nul. 

On  obtiendra  donc  les  conditions  qui  expriment  que 
la  surface  S  est  de  révolution  en  écrivant  que  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (2^  est  identiquement  nul. 

Soit 

ax-'-  -+-  by-  -^  c z-  -\-  "^^frz-  -+-  'ig^'-r  -\-  "^./i .^'V  =  1 

ré(juation  développée  de  la  surface  S^  celle  de;  la  sur- 
lace S|  sera 

Ax-  -h  ïiy-  -i-  Cz-  -^-  9.  Vyz  H-  2  G  z.r  -+-  2  H  ry  ^  A, 

en  posant 

A  =^  abc  -^  ''-J,^b  —  <'(/'  —  bg-  —  ch-, 
A  =  bc  —f\      B  =  ca  —  ff'-,      G  =ab-  h\ 
F  r=  g  h  —  aj\      G  —  hf  —  bg\      1 1  =  fg-  —  ch . 

et  ré(|uation  (  2  1  prendra  la  Ibrme 


a.v  -^-  liv  -h 


y 

h  X  +  })  y 


f-- 


■fy  -h  c. 


\jr  +  H.>-  +  G,-      H.r  -u  B  »  +  F;     G.r  +  F  )-  +  Cz  \ 

En    idciililianl   à    zéro   le    |)reinier    membre   de    celte 


(  4I(i  ) 

('•qualion,  ou  obtient  de  suite  les  eotuliLious  cherchées 
sous  la  forme 


/ 


h 


B  —  C  ~  C  —  A  ~  A  —  B  "^  1-  ~~  G  ~  H 

On  reconnait  sans  peine  que  l'ensemble  de  ces  équa- 
tions ne  représente  que  deux  conditions  réellement  dis- 
tinctes. 

En  remplaçant  F,  (j  et  H  par  leurs  valeurs  dans  les 
équations 

F  _  c;  _  H 


on  a 


bi. 


.A-A  —  af  _  hf—  h  g  _  fji  —  cil 


,^h        .        hf  fi: 


c'est  la  forme  habituelle  des  équations  de  condition. 


QltSTION  M  LICEIVCE  (FAIUS,  JllLLI'T  1880)  ^ 

Par  m.  K.  FAUQUEMBERGUE. 


En  un  point  M  de  la  chaineUc  définie  en  coordonnées 
rectangulaires  par  l'équation 


(I) 


y-=r."-{e'' 


p    " 


on  mène  la  tangente  que  Von.  j)rolonge  jusquà  sa 
rencontre  T  avec  OX,  puis  on  fait  tourner  la  figure 
autour  de  OX. 

Exprime/-  la  différence  des  aires  décrites  par  l'arc 
de  chaînette  A. M,  A  étant  le  sommet  de  la  courbe  et 


(  4t  ) 

par  la  tangente  M  V  :  i"  r/i  /(j/ul/o/t  de  l  ah.sc.is.sf^  de^l 
2"  en  fonction  de  /.' (djsris.se  de  T. 

Soient  a',  y  les  coordonnées  du  point  M.  J.a  Laiiyenle 
MT  engendrera  la  surface  laléraled'un  cône  :  t.j  X  MT. 
Calculons  d'aLoid  M  P.  L'équation  (i)  donne 

par  suite,  l'équation  de  la  tangente  au  point  M  est 

Y  —  _r  =  ^  (  e"  —  ^  ~  «  )  (  X  —  ^  ) . 
En  y  faisant  \  =  o,  on  aura  l'abscisse  du  point  T 


(6)  X  rrr  .r  —  a =  ^' ^^ — 


,a  a      n 


On  a  donc 
d'où 


MT=j'Ç±^ 


1           _1         «     1  _i' 

f>(t  e     ti  çii   .   g     a 


par  suite,  la  surface  engendrée  parMT  a  pour  expression 

surf.  MT  —  ^ — ~  > 

«le"  — <?   "j 

Ann.  de  Miithém.,  -n"  série,  t.  XX  (Septembre  i88t).  2'J 


(.  -I'^  ) 


I)  aulr('  [)art. 


SU1  r.  AM  rr  2  7:  I       yds, 

'    o 

nirf.  AAI  =r  27:  r  --^/x  =!i^   /     \e~' 
I      a  2  ^/ 

"-     I)  0 


Ycl.r 
a 


+  e    ")   r/.K 


2  /  <^/j7  , 


surf.  AM  =  —  l-e"-  -e     "  +  2.r  ) 

■?.      \  2  2  / 


2         ■  ■' 


JJonc 
surf.  AM  —  surf.  MT  —  r.ax 


■a  Y 

2 


txy- 


aAe"-c    " 

=:r  TTûtX. 


2  V 


,  "  „      « 


DECOMIMISITIO^  «ES  !\;0S!8mES  ,/ ^-— 9^,^-  ET  IH  DOIBLE 
DE  CES  IVOMliUES  E\  IJEIX  CUBES  UATIOiVNELS  -, 

Par  m.  C.  IIE\RY. 


(0 


On  doit  à  I\I.  Edouard  Lucas  ces  deux  identités  (  *  ) 

i  (6LM4-]/-  — 3M2)^ 

I       +  (6LM  —  U  -h  3M2)'^=:  2^  32  LM(L'-  +  ZW)\ 


(2)         (L  +  M)='-}-(L— M)3  =  2  1.  (1.2  +  3 M^), 


)  A'oinel/e.^  Annd/c.i  de  Mathématiques,   >'  si'i-ic,  t.  \I\.  )>.  iji 


(  4uj  ) 

d'où   l'on   lii'c   r'iisémeiit,    pai-  dos  substîtiuioiis  conve- 
nables, ce  théorème  (  '  )  • 

Le  (/uad/uple  et  le  cane  de  4/>^  -+-  27</''  est  décoin- 
posable  en  deux  cubes  rationnels. 

De  l'identité  (  2)  on  peut  déduire  également  cette  autre 
proposition  : 

Ïhéoheme.  —  Les  nombres  de  la  forme  f^'-  —  9 à''' 
et  leur  double  sont  decomposables  en  deux  cubes  ra- 
tionnels. 

En  effet,  si  dans  l'identité  (2)  on  remplace 

1.     par    /'(/'^-9^")- 

M     par     3a'M/'--A''-), 


on  a  facilement 

et,   en  posant 
il  vient 

(3) 


Si,  dans  la  même  identité  (2  ),  on  fait 


A. 


(4) 


L  +  iM 


\fg{r  +  ^^') 


M 


■i  fg- {/' -^ '^  g"  ) 


(')   Nouvelles  Annules  de  }fatlieinatir/ues,  2' série,  l.  XIX,  p.  4Sn. 


(  4  ^  "-^  ' 

Donc  les  nombres   de   la   l'ornie  /'-  —  9o'"   t^t   \euv 
doubl<;  sont  des  sommes  de  deux  cubes  rationnels. 
Les  nombrcsy" et  j^-  sont  évidemment  supposés  inégaux. 


QlESTIO\  M  LICENCE  (PARIS,  JIIILET  1880)^ 

Par  m.  E.  FAUQUEMBERGUK. 


Un  corps  solide  se  meut  autour  dun  point  fixe  : 
trouver  à  chaque  instant  le  lieu  des  points  du  corps 
pour  lesquels  l' accélération  est  perpendiculaire  à  l'axe 
instantané  de  rotation. 

Désignant  jiar  zi,  *',  w  les  projections  de  la  vitesse  du 
point  dont  les  coordonnées  sont  ^,  r,,  ^,  on  a 

u  =iql:  —  /'r, . 

\Lï\  différentiant  ces  équations,  en  considérant  ç,  v, ,  'C. 
comme  constantes,  on  aura  les  projections  de  l'accélé- 
ration suivant  les  axes  O^,  Or,,  O'C^  : 


du 

dt  '' 

-  "  777  " 

dr 
''ITt 

dv 

'Jt' 

.dr 
"^  di 

.dp 

d^v 

,  'IP 

,dq 

dt 

-  ''  dt 

"   fit 

L'accélération   lait   avec  les  axes  mobiles  des  angles 

,         ,  .  ...  du    dv    diX' 

dont  les  cosinus  sont  i)ro|)orlionncls  a  —r'  -,-  i  —j-- 
*■       '■  (It     (Il     rit 


(  4^i  ) 

D'autre  part,  l'axe  instantané  de  rotation,  qui  a  pour 
é(|ualions 

fait  avec  les  mêmes  axes  des  anj^Ies  dont  les  cosinus  sont 
proportionnels  à  /;,  </,  /•.  Ces  deux  directions  devant 
être  rectangulaires,  on  a  l'équation 


P\  - 


.^  (((/  flr  ' 


dt         '  r/t 


/  ^  dr  dp  \  /     dp       y  dq  \ 


ou 


dr  dq 

"J-dt-'-di^' 


dp  dr\  I     d<i  dp 

''m-P'dty^^v'^r'i-di 


■=■  o. 


ou  encore 


q'''d  -\-\-  r-  d-  Tj  H-  //-  c/  -  (^  =r  o. 

q  '■  P 

Cette  équation,  qui  représente  un  plan  passant  par 
l'origine,  jointe  à  l'équation  de  la  surface,  détermine  le 
lieu  cherclié. 


ÉCOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE  (CO!\iCOlRS  DE  1881). 


Composition  mathématique  (trois  heures^. 

Pi'emière    question.  —  On  donne  un  cône    de    ré- 
volution, dont  la  génératrice  SA  fait   avec  l'axe  S::  un 
angle  [ii,  et  une   ellipse  dont  les  demi-axes  sont  a  et  b  : 
\"  Déinojitrer  que  l'ellipse  peut  toujours  être  obtenue 


(  ^■''-  ) 

en  coupanl  le  côiic  par  un  plan  convcnableincnl  déter- 
nn'né; 

2"  Si  AB  est  la  trace  du  plan  sécant  sur  le  plan  méri- 
dien ASB  c]ui  lui  est  perpendiculaire,  démontrer  la  rela- 

ïf- 
tion  SA.SB=  -T—rrA 
sni-p 

3"  Calculer  en  fonction  des  données  <7,  Z»,  ^,  par  des 
formules  logarithmiques,  l'angle  SAB,  la  portion  SA  de 
la  génératrice,  ainsi  que  l'aire  du  triangle  SAB. 

On  appliquera  ces  formules  aux  nombres  suivants  : 

«  =  43™,  906,     Z/  =  25"',4346,     p=:  5°  12' 8",  48. 
Seconde  f/ucstion.  —  Ilésoudre  l'équation 


y//»  JT  -\-a-\-\/ar-}-b  =  c, 

les  lettres  «,  h^  c,  m  désignant  des  nombres  donnés  dont 
le  dernier  est  supérieur  ou  au  moins  égal  à  i . 

Condition  de  réalité  des  racines.  — ■  Limites  de  c. 


Epure  [deux  heures  et  demie). 

On  donne  un  plan  PaV  incliné  de  4o"  sur  le  plan 
horizontal,  et  dont  la  trace  horizontale  fait  avec  la  ligne 
de  terre  un  angle  de  36".  Un  cercle,  situé  sur  ce  plan, 
dans  le  premier  dièdre,  est  langent  aux  deux  traces  a  P 
et  aP',  et  a  pour  diamètre  o'",o54.  Ce  cercle  est  la  base 
d'un  cône  droit,  situé  au-dessus  du  plan  PaP',  et  dont 
la  hauteur  égale  o"',io8.  On  demande  : 

1"  De  construire  les  projections  de  ce  cùne-, 

■a"  De  trouver  les  points  de  rencontre  de  ce  cône  avec 
la  parallèle  à  la  ligne  de  terre  menée  par  le  milieu  de; 
la  hauteur; 

,3"  De  mener  le  plan  langent  au  voue  par  le  point  de 
rencontre  situé  à  droit»'. 


(  -1--^  ) 


m\\\mm\)m\\ 


Lettre  adressée  à  M.  Brisse. 

Monsieur  et  cher  collègue, 

Voici,  au  sujet  de  la  qucîslion  1357,  posée  par  M.  Bar- 
barin,  daus  ce  Tome,  page  48^  et  résolue  par  M.  Aignan, 
page  282,  quelques  reMiarqu(;s  que  vous  jugerez  peut-être 
dignes  d'intérêt. 

La  propriété  quidéliiiit  le  lieu  géométrique  estprojec- 
tive,  et,  puisque  tout  triangle  peut  être  considéré  comme 
la  projection  d'un  triangle  équilatéral,  il  suCfit  de  consi- 
dérer le  cas  où  le  triangle  est  équilatéral. 

Prenant  ce  triangle  comme  triangle  de  référence,  on 
trouve  comme  équation  du  lieu 

(I)  ^v- =  A-(.r -+-)•)(>■ +  ~^)(.- 4-. /•)• 

Cette  équation  pei'met  de  reconnaitre  sans  peine  toutes 
les  propriétés  indiquées  par  iM.  Aignan.  J'ajouterai  la 
suivante:  [)our  A  =  —  £ ,  la  cubique  se  décompose  en  uiu; 
droite  à  l'inllni  et  une  circonférence  circonscrite  an 
triangle  de  référence. 

Il  en  résulte  ces  deux  théorèmes  de  Géométrie,  dont 
la  démonstration  directe  (;st  sans  difficulté  : 

THÉORiîME.  —  On  joint  les  soimnels  d'un  tiian^le 
éiiuilatéral  à  un  point  O  de  son  plan  par  des  lignes 
droites  qui  déterminent  sur  les  côtés  du  triangle  six 
segments  :  le  lieu  du  point  O  pour  leijuel  le  produit  de 
trois  segments  non  consécutifs  est  égal  au  prodiàt  des 
côtés  du  triangle  est  la  circonférence  circonscrite  au 
triangle. 


<  u\  ) 

Théorème.  —  Pai'  les  somrneLs  cl  un  liian^le  (/iicl- 
conque,  on  mène  trois  parallèles  qui  interceptent  sur 
les  côtés  du  triangle  six  segments  :  le  produit  de  trois 
segments  non  consécutifs  est  toujours  égal  au  produit 
des  côtés  du  triangle. 

Les  cubiques  (i)  sont  des  courbes  à  trois  axes  de  sy- 
métrie. L'équation  générale  des  cul)iques  à  trois  axes  de 
symétrie  est,  en  prenant  un  triangle  de  référence  dont 
les  côtés  soient  perpendiculaires  aux  axes  de  symé- 
trie, 

{  m{jc-+-  v-i-zy 

/        H-  «(j;  -^y-]-z){a;y-  -f-  yz  —  zw)  -^payz=.o. 

On  peut  toujours  disposer  du  triangle  de  référence  de 
manière  à  faire  disparaître  un  des  termes  de  cette  é(pia- 
tion.  Si  l'on  fait  disparaître  le  premier,  on  retombe 
sur  l'équation  (i).  Donc  les  cubiques  (i)  comprennent 
toutes  les  cubiques  à  trois  axes  de  symétrie.  Si  l'on  fait 
disparaître  le  second  terme,  l'équation  (  2)  devient 

(3)  .rrz  =  k{x-^y  +  zY. 

Donc  : 

Théorème.  —  Les  cuhi(pies  à  trois  axes  de  symétrie 
sont  telles  que  le  produit  des  distances  d'un  de  leurs 
points  aux  trois  côtés  d'un  triangle  équilatéral  est 
constant. 

Remarquons,  en  terminant,  que  l'équation  (3)  ne  con- 
tient pas  de  cubique  décomposablc  :  elle  ne  se  déduit  de 
l'équation  (  2)  que  si  p  n'est  pas  nul,  et  de  l'équation  \^\) 
que  si  A"  n'est  pas  égal  à  —  i. 

LvciEN  Lévy, 
Piofesjcur  au  Ivcéc  Louis-le-Grand< 


(  .u:^  ) 


soLl]TIO^s  m  qiestio^s 

PROPOSÉES  »A\S  LES  NOIVELLES  ANNALES. 


Question    133o 

(voir  7.'  série,  t.  XVIII,  p.  4:3  ); 

Par  m.  Marcello  ROGGHETTl. 

Démontrer  : 

i^  Que  les  solutions  entières  et  positives  de  l' c(ju(i- 
tion  2.4  x'~  -h  I  =  y-,  doJit  les  deux  premières  sont  x  =  o 
et  y'  =  i'^  x  =  i  et  j'  =^5,  se  déduisent  chacune  des  deux 
précédentes  e/i  retranchant  l' avant-dernière  i<aleurdex 
ou  de  j  de  dix  fois  la  dernière  pour  obtenir  la  sui- 
vante ; 

2°  Que  les  solutions  entières  et  positives  de  l'équa- 
tion 2x^-f-  1  =3j'^,  dont  les  deux  premières  sont  x=  i 
etr:=  1-,  0"=  1 1  etj=g^  s'obtiennent  comme  celles  de 
l'équation  précédente  (  i")  ; 

3"  Que  toute  valeur  du  nombre  X  =  3a:'-l-2  (2°) 
ayant  la  double  propriété  d'être  égale  à  la  somme  des 
carrés  de  trois  entiers  consécutifs  et  à  celle  des  carrés 
de  deux  entiers  consécutifs  est  de  la  forme  36o/z  4-  5. 

(Ltonin'et.  ) 

1»  Si  (  a, ,  fi,  ),  (  y-o,  3^  ), .  .  . ,  [y.,,,  fi«  )  sont  les  n  pre- 
mières solutions  de  l'équation  i^x-  -\-  \  =zj-^  déduites 
chacune  des  deux  précédentes  de  la  manière  indiquée,  la 
loi  énoncée  sera  vraie,  en  général,  si  l'on  démontre  que 


(  I  )  24a2^,  +  I 


P«+i  ' 


ou 


(2)       3e„^,=;ioa„ — x„„i     et     ^„+,  —  ioJî,i — j3„_, 


(    f->-<i    ) 
Substituotis  k's  valeurs  (9.)  dans  l'équation  (1)5  celle-ci 
est  vériliéc  si 

relation  qui  devient 

Mais  celte  dernière  é(juation  est  satisfaite  en  faisant 

a,  =  0,      a.r=i,      3,  =  i,      ^2  =  5; 
donc,  etc. 

2"  On  doit  démontrer  semblablement  que 

r>  „    „         -^  a  Q    q         X 

''■  ■'■ii-'-ti  —  X  —  ■^,-'«;-'«  — 1         •-') 

relation  qui  devient 

9.a,a,  =  3:1,3,— 5. 
Mais  cette  équation  est  satisfaite  en  faisant 

a,  n=  I ,      ^2  =  M  ,       ?,  =  i  ,       3.,  m  ()  ; 

donc,  etc. 

Remarque.  —  Pour  les  valeurs  de 

a'  =  1 ,    1 1 ,    109,    io-(),    .... 

X-  est  de  la  forme  i  ioji-^\ ,  et,  par  conséquent,  3  x-  -f-  2 
est  de  la  forme  3()o//  -h  5. 
3"  L'é(jualion 


donne 


—  I  ±  \/6.r-^  +  3 


On  aura  pour  z  des  valeurs  entières  et  positives  quand 
-4-  \  G.r-  -\-  3  sera  un  nombre  entier  nécessairement  di- 
visibb;  par  3.  Donc  toute  vali'ur  de  x  entière  et  positive 


{  427  ) 

qui  vérifie  la  relation  2X--hi  =  "ij-,  où  j  est  iiu  nombre 
entier,  donne  une  valeur  de  z  entière  et  positive. 

Mais  les  solutions  indiquées  ont  été  déterminées  (2"); 
elles  sont 

Pour  .r I,    II,    log,    1079,    ..., 

Pour   >• 1,     9,     89,     881,    ...; 

donc  nous  avons 

PO  y         '  o        o  o        •  » 

our  ^  =  — : J,    lo.    loo,    1021,    .... 

Exemple  : 
Fourjjrzn N  =0 -h  i- +  2-  =  i'^ -+-2-, 

l^OUr    .rr=  I  I N  =:Io2  4-  II-+  I22r=l3-  +  14", 

Pour  a:  =:  109.  ...     N  =  108-  -+- 109-  ~h  i  io'-t=  i33-  h-  i34-, 


A'ote.  —  La  même  question  a   été  résolue  par  MM.  F.   Pisani;  J. 
Lissençon;  Moret-Blanc;  A.  Leinekugel. 


Question  1345 

(tuir  ■>.'  série,  t.  XIX,  p.  412); 

Pau   m.   N.    GOFFART. 

Dcinonlifir  que  toute  droite  passant  par  le  sommet 

commun  aux  trois  coniques  représentées  juir  les  équa- 

tiotis 

y-  —  ipx    ■=!  o, 

2/>jr--!-  a(  >-- —  •Xpx)=:0, 
ipx^  —  a  (  >'- —  2/>.r)  =  o 

les  coupe  en  trois  autres  points  qui  forment  avec  le  som- 
met une  proportion  liarmonique,  quelle  que  soit  la  va- 
leur fie  y..  (Ko.  (juillet.  * 


(  4^^8  ) 
Soit    une    droite   quelconque  y  =  mx,  passant    au 
sommet.  Elle  coupe   respectivement  les   trois  coniques 
aux  points  (x,,J»),    (x2,j2),  (-^sîTs),   et  l'on  a,  par 
conséquent, 


t 

in' 

^1  "~ 

Vp' 

I 

I 

I 

a 

1 

ni- 

-\ 

P 

m- 

OC-i  ~~ 

—  a 

H 

P 

r            1 

2 

D( 


relation  indépendante   de   a  et  qui   démontre   la  pro- 
position. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  H.  Lez;  Morel- 
Blanc;  F.  Pisani;  J.  Bourlènes  et  ,1.  Perret,  élèves  du  lycée  de  Gre- 
noble; A.  Droz,  au  Gymnase  cantonal  de  Porrentruy  (Berne); 
E.  Pecquery,  élève  du  lycée  du  Havre;  IL  Herzog,  du  lycée  de  Uouen. 


Question   1347 

(voir  ?"  série,  t.  XIX.  p.  /,:î2)  ; 

Par  m.   N.   GOFFART. 

Six  points  quelcomiues  étant  donnés  sur  un  plan,  le 
lieu  géométrique  des  points  tels  qu'en  les  joignant  aux 
six  points  donnés  on  obtienne  un  faisceau  en  involu- 
tionse  compose  de  quinze  cubiques  du  troisième  ordre 
qui  passent  toutes  par  les  six  points  donnés.  (Dewulf.) 

Soient 

A  et  A',     B  et  B',     C  et  C 

les  points  donnés,  et  leurs  cooidonnées  respectives 

;v^,y■^  et  .v\,y\ ,      ^^'2,, T'a  «--l  -fo \^'2 '      -''i^y^  ^^  ^'3 '  j'a • 


(  4  «9  ) 

Soit  M  (.^,  )  )  le  point  mobile;  prenons  pour  axe  des 
.r  une  droite  OX  quelconque,  coupant  les  droites  MA, 
MA',  MB,  . . .,  aux  points 

a  et  a' ,     h  el  />',     c  et  c' , 

dont  les  distances  respectives  à  l'origine  sont 

a  et  a',      [i  el  [i',      7  el  7'. 

Nous  exprimerons  que  le  faisceau  est  en  involution  en 
écrivant  l'équation  symétrique 

ab'.  bc'.  ca  -h  «'  b.  b'  c.  c'  a^=  o 
ou 

(a -?')(? -t')(t-^')  + (^'- ?)(?'- 7)(y'-'^)  = '5- 

Exprimons  en  fonction  des  coordonnées  toutes  ces 
différences.  Remarquons  que  la  droite  MA  «,  par  exemple, 
a  pour  équation 


X  —  X 


1        '-^  1 


d'où 

a  :=:  ^ ^^ —  • 

J  —  .}'l 

Par  analogie,  on  a 

x^Y~JCYi  ,        x\r—XY\ 

a  zz:        ■  •      -       .^ 


Formons  maintenant  les  différences  qui  composent  le 
produit:  nous  aurons,  par  exemple, 

'^     '' ~  {y-yx)(y-y\) 


y 

— 

.»i 

x,Y 

— 

-  -rri 

y 

— 

J2 

-^3  y 

— 

-  -^rs 

y  - 

-  y\ 

^' 

— 

■^'^y 

■ —  XVo 

r - 

—  r'o 

.,' 

x'^Y 

—  ^73 

(  43o  ) 


ou  encort; 


>'l    I 


—  .''l)U'-.^'2) 


On  formerait  de  niônie  les  autres  différeuees,  et  l'ou 
aurait,  après  substitution  et  rédudioîi, 


a- 

y 

a\ 

J'i 

J-, 

f-z 

X 

y 

^\ 

/i 

-r-i 

y-, 

I       X 

y 

X 

1     a\2 

y-i 

I    J-; 

,^  :i 

I      a- 

j 

X 

t      ^'2 

J  -2 

I       .''s 

y.i 

X 


X 


1      .r 

y 

ï.     -^3 

J'3 

I      .i\ 

/i 

1      X 

y 

1    y.^ 

,>'3 

I      .r, 

Kl 

L'équation  de  cette  courbe  est,  comme  on  le  voit,  du 
troisième  degré,  et  l'on  remarque  que,  si  l'on  substitue  à 
X  et  Y  les  coordonnées  de  l'un  des  points  donnés,  x, ,  ->  , 
par  exemple,  un  déterminant  facteur  s'annule  dans 
chaque  produit,  ce  qui  revient  à  dire  que  la  courbe  passe 
par  les  six  points  donnés. 

L'ordre  des  lettres  rt,  «',  />,  ...  étant  posé  comme  tout 
à  l'heure,  on  peut  admettre  que  les  droites  MA,  MA', .  .  . 
soient  prises  dans  un  ordre  différent  pour  produire  la 
suite  rt,  rt',  ^,  ....  Dès  lors,  on  produira  autant  de  courbes 
analogues  à  la  précédente  iju'on  pourra  former  de  fais- 
ceaux, tels  que  M(ABCC),  produisant  l'involution 
(rta'Z>Z>' ce'), c'est-à-dire  autant  de  courbes  que  de  couibi- 

,      .      ,  .  .    6.5.^.3 

naisons  de  six  ob|ets  quatre  a  quatre,  soit 


.3, 


I  J. 


Note.  —  La  mônic  question   a  (5lo  ré.soluc  par  .MM.   V 
chargfî  de  cours  au  lycée  de  Tournon,  et  Morct-lManc 


I>iiiiii>iit, 


(Question  1349 

(voir  •/'  sfrie,  l.  XIX,  p./i«o); 

l*Ait  M.  MOUKT-BLANC. 

y)oii\'ei'  un  noiiihr(i  positif  ayant  la  douhle piopriclc 
(Votre  égal  au  produit  de  trois  entiers  consécutifs  et  à 
celui  de  deux  entiers  consécutijs.  (Lionnet.) 

Il  faut  résoudre  on  nombres  entiers  et  positifs  l'écjua- 
lioi)  indétermiuée 

(  .''(.!■  +  0  (.V  +  2)  =  .t{x  +  l)  , 
(•)  OU 

\   y^  +  èy-  +  3  )'  z=r  X-  -\-  X. 

En  multipliant  les  deux  membres  par  4,  et  ajoutant  i, 
on  a 

(2)  47^-i-I2.)'-+  87  -M  ■={2X  -Jr-iy-. 

La  question  se  réduit  done  à  trouver  un  nombre 
entier  j,  tel  que  ^j^  -\-  i2.y-  -^  ^y  -^  i  soit  un  carré 
parfait.  Posons 

(  3  )  4j'3  +  1 2/2  +  87  +  I  =  (  my  —  1)2, 

d'où 

4j'-  -+-(12  —  m-)  y  H-  ( 2  /?i  4-  8 )  =:  o  ; 


m- —  12  ±:  \!ni* —  2.4//?.^ —  i^.nt  h-  16 

y  ^ 8 

11  faut  que  ni'  —  i^ni-  —  Sa/zi  -{-  16  soit  le  carré  d'un 
multiple  de  4i  on  peut  donc  poser  m  =  in,  et,  eu  divi- 
sant par  i()  l'expression  qui  doit  être  un  carré,  on  a 

n* —  6/i-  —  4"  ^-  I , 

qui  doit  être  un  carré. 

On  voit  immédiatement  que  cette  condition  est  salis- 


(  432  ) 

r   •  .,         1-     '  n  2/j  ±:  iG 

iait(!   par   «  =  0,    d  uu   //i  :=:  o  ot  j)= — -,  ce  qui 

donne  les  deux  solutions  7=1    et  7  =:  5,  ou 

I.2.3r=    2.3     r=6, 

5.6.7  ^  ï  4  •  1 5  =^  ^ lo- 

Les  nombres  6  et  210  jouissent  donc  de  la  propriété 
énoncée  (  ^). 


(•)  Note  du  Rédacteur.  —  D"aprés   les  équations  (2)  et  (3)  on  a 

■>.x  H-  I  =  m  y  —  I, 

ni 

a:  4  -  )  =  — y  : 

donc,  si  ni  est  effectivement  un  nombre  pair  ■?.n,  x  -~\r=  ny,  c'est-à- 
dire  que  X  -Hi  est  multiple  dey.  En  admettant  a  priori  cette  hypo- 
thèse, un  calcul  très  simple  fait  connaître  les  solutions  de  la  question 
proposée. 

En  remplaçant  x  +  i  par  ny,  l'équation  (i)  devient 

J-'  —  (  /?2  —  3)j'  +  7Z-4-2  =  0. 

Le  nombre  entier  n  ne  peut  être  moindre  que  3,  car,  pour  /j  =  i  et 
n  =  2,  les  racines  de  l'équation  précédente  sont  imaginaires. 

Le  nombre  n  ne  peut  surpasser  3.  En  effet,  si  l'on  remplace  succes- 
sivement y  par  n- —  3  et  «^—  4»  le  premier  membre  de  l'équation 

jk'— (h'— 3  )y -T- « -+- 2  =  o 
prend  les  valeurs 

n  -T-  ■?.     et    —  «*  H-  n  -+-  6  =  (  3  —  /?  )  (  /j.  -L  2  )  ; 

la  première  est  évidemment  positive,  et  l'autre  est  négative  quand  /; 
surpasse  3.  Dans  ce  cas,  l'équation  a  une  racine  comprise  entre  les 
deux  entiers  consécutifs  n  —  4>  '^  —  3;  l'autre  racine  est  comprise 
entre  o  et  i,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  en  ayant  égard  à  ce  que  la 
somme  des  deux  racines  est  n* —  3.  Par  conséquent,  aucune  des  deux 
racines  n'est  égale  à  un  nombre  entier. 
Il  faut  donc  que  n  —  3;  il  en  résulte 

y'^—Ç>y  +  '0-0,    y  =  i     et    y  — S, 

d'où 

X  =  2    et    a;  =  i^. 

Ce  Sdiil   1rs  deux  sululjuns  liouvécs  par  'M.  Mnrcl-I!l;iiir. 

(•'■■) 


(  1-'  ) 


SIK   M  TIIKORÈME   DE   PAmS; 

l'Ai»   M.   II.   lli:SAL. 


L'énoncé  tic  ce  ihéorcnic,  qui  csl  peu  ou  [)oiiil  connu, 
a  élé  traduit  de  la  manière  suivante  : 

Si  du  sonunet  d'un  hémisphère  on  décrit  une  spirale 
par  un  point  partant  de  ce  sommet  et  marchant  uni- 
formément sur  le  quart  de  cercle  qu  il  parcourra  pen- 
dant que  le  quart  de  cercle  fera  une  révolution  entière 
autour  de  l'hémisphère,  la.  portion  de  la  surface  sphe- 
rique  comprise  entre  cette  spirale  et  la,  hase  sera  égale 
au  carré  du  diamètre. 

Soient 

R  le  rayon  de  riiéinisphèrc; 

S  son  sommet; 

()  son  centre; 

///  une  position  quelconque  du  mobile: 


m!  une  positioii  qui  en  est  inliuiiaeut  voisine; 

1  la  projection  de  m  sur  OS; 

0  l'angle  m  OS; 

'i  l'angle  dont  le  quart  de  cercle  a  tourné. 

/Inn.  (ieMathémiit.,  •«'^  série,  t.  XX.  (Octol)io  1881.)  28 


(  loi  ) 

Comme  on  a  -^  =  2-  pour  u  =:     ,  on  \oil  (iiic 

4 

()ii  icconnaîl  racilcmcnt  que 


SI  =:  R(   I —  COSy-  j> 

aireS/;î/?i'=  arR.Sl  x  — ^  ^=  R-  (  i  —  ces -7  |  c/o. 

27:  V  4  ,/      • 

En  intégrant  cette  expression  entre  les  limites  o  et  2—, 
on  trouve  pour  Taire  con)prise  entre  le  sommet  S  et  la 
spirale 

Par  conséquent,  l'aire  comprise  entre  la  courbe  et  la 
base  est  4l^'\  ce  qui  est  conforme  à  l'énoncé. 


m\  \m  CLASSE  UE  SIRFACES  M  QIA TRIÈME  OUDUE  ; 

Pau  m.  V.  JAMKT, 

Professeur  au  lycée  de  Nice  ('). 


\  II.  Voyons  niaîntenanl  comment  se  transforment, 
dans  un  cône  Ju  second  ordre,  les  lignes  et  les  plans 
(jui  jouent  un  certain  rôle;  dans  l'étude  de  celte  surface, 
[)ar  exemple  les  focales  et  les  plans  cycliques. 

Toute  droite  passant  par  le  sommet  du  cône  trans- 
formé se  transforme  en  une  circonlérence  passant  par 
les  deux  points  singuliers  de  la  girocyclide.  En  parti- 
culier, comme  les  focales  du  cône  font  avec  diacune  de 


(')    l'ni'r  mi'iiic  Tome.    p.  'ISJ. 


SCS  généraliiccs  tics  angles  dont  la  soiuinc  est  conslaiitc. 
elles  se  transforment  eu  deux  circonférences,  faisant 
avec  chacune  des  circonféicnces  génératrices  de  la  giro- 
eyclide  deux  angles  dont  la  somme  est  ccjiistante  :  ce  Cjui 
revient  à  dire  que  chacune  des  génératrices  du  vùm'. 
tangent  fait  avec  les  tangentes  à  ces  deux  circonférence; 
deux  angles  dont  la  somme  est  constante.  Ainsi,  aux  gé- 
nératrices du  cône  transformé  correspondent  deux  cir- 
conlérences  passant  par  les  points  singuliers  de  la  sur- 
lace, et  dont  les  tangentes  en  ces  points  sont  les  focales 
des  cônes  tangents.  JNous  les  ap])ellerons  les  circo/ijc- 
rences  focales  de  la  gi/'ocj  cl  ici  e. 

Les  plans  cycliques  du  cône  transformé,  c'est-à-dire 
les  plans  menés  par  le  sommet  de  ce  cône  parallèlement 
aux  plans  de  ses  sections  circulaires,  se  transforment  en 
des  sphères  passant  par  les  deux  points  singuliers  de  la 
surface.  Le  centre  d'une  de  ces  sphères  se  trouve  sur  la 
[)erpendiculaire  ahaissée  de  l'un  des  points  singuliers 
sur  le  plan  cyclique  correspondant  du  cône  transformé. 
Nous  en  conclurons  que  les  plans  tangents  à  ces  sphères 
aux  points  singuliers  sont  les  plans  cycliques  des  cônes 
tangents.  Nous  appellerons  ces  splières  les  sphères  cy- 
cliques de  la  surface. 

VllL  Chasles,  dans  un  important  Mémoire  sur  les 
cônes  du  second  ordre,  a  démontré  les  deux  théorèmes 
suivants,  corrélatifs  lim  de  l'autic  : 

i"  Tout  plan  passant  par  le  sommet  d  un  cône  du 
second  ordre  coupe  le  cône  et  les  deux  plans  C)  clif/ucs 
suivant  quatre  droites,  telles  que  les  deux  premières 
sont  également  inclinées  su/'  les  deux  autres. 

1^  Si  V on  mène  deux  plans  tangejits  à  un  cône  du 
second  ordre,  et  que  par  leur  in/e/ section  et  les  deux 


(  1-><i  ) 

focales  on  Jasse  passer  deux  plans,  ces  deux  plans  sont 
également  inclinés  sur  les  deux  plans  tangents. 

ISous  en  déduirons  les  deux  théorèmes  suivants  : 

i"  2hute  sphère  passant  par  les  deux  points  sin- 
guliers d'une  girocyclide  du  quatrième  ordre  coupe 
cette  girocyclide  et  les  deux  sphères  cycliques  suivant 
quatre  circonférences,  telles  que  les  deux  premières 
font  des  angles  égaux  avec  les  deux  autres. 

2°  Si,  dans  une  girocyclide  du  quatrième  ordre,  on 
considère  deux  sphères  enveloppées,  et  que  par  leur 
intersection  et  les  deux  circonférences  focales  on  fasse 
passer  des  sphères,  ces  deux  sphères  coupent  les  deux 
sphères  enveloppées  sous  des  angles  égaux. 

IX.  Proposons-nous  de  chercher  ce  qui  caractérise 
les  girocyclides  qui  correspondent  à  des  cônes  de  révo- 
lution. Comme  tous  les  cônes  transformés  d'une  girocy- 
clide sont  égaux  au  cône  tangent  en  un  des  points  sin- 
guliers, et  que  d'ailleurs  les  cônes  tangents  aux  deux 
points  singuliers  sont  symétriques  par  rapport  à  un 
plan,  il  s'ensuit  que,  pour  que  la  girocyclide  corresponde 
à  un  cône  de  révolution,  il  faut  et  il  suffit  que  le  cône 
tangent  en  un  des  points  singuliers  soit  de  révolution. 
S'il  s'agit,  par  exemple,  de  la  girocyclide  représentée 
par  l'équation 

ix^+f-  +  {z-cy- 

■^-  "iax  -h  ihy  -i-  2c(c  —  r)]-=r  4A^-4-  4B  }'-, 

on  sait  que  le  cône   tangent  au  point  (o,  o,  c)   a  pour 
équation 

[a.r  -I-  by  +  c{z  —  f  )]"^—  A^--h  Bj-, 

ou,  en  ordonnant, 

(a^—  A).r2+  (^•^—  15)  »-2+  c'-{z  —  c.y- 

+  •).hvx(z  —  r)    t-  xac.iiz  —  c)  -H  'xnltxv  r^  o. 


(  4.>:  ) 

Si  l'on  suppose  ([ue  a  et  h  soient  dill'éreuts  de  o, 
c'est-à-dire  qui;  la  lii^ne  cpii  joint  les  deux  points  sin- 
guliers ne  soit  pas  dans  l'un  des  plans  menés  par  les  axes 
de  la  conique,  lieu  des  centres  des  sphères  enveloppées, 
per])endieulairement  au  plan  de  cette  conique,  on  trouve 
que,  pour  que  le  cône  tangent  soit  de  révolution,  il  laut 
qne  l'on  ait 

A  =:  o       et      B  rr:  o. 

Mais,  dans  ce  cas,  la  girocyclide  se  réduit  à  une 
sphère. 

Si,  au  contraire,  ou  suppose  a  ==  o,  les  coefficients  de 
deux  des  rectangles,  dans  l'équation  du  cône,  sont  nuls, 
et  la  condition  pour  qu'il  soit  de  révolution  est 

( c'-  +  A  )  (  /r'  —  H  +  A  )  =  h- c-, 
ou  bien 

A//-h(A  — B)c2-+-  A  (A  —  B)=:o, 
ou  encore 


A  — B        A 


+  I 


Ainsi,  les  points  singuliers  doivent  être  sur  l'une  des 
coniques,  lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution  qui 
ont  pour  base  le  lieu  des  centriîs  des  sphères  euve- 
loppées  :  on  obtient  ainsi  les  surfaces  que  M.  Amigues 
appelle  des  digirocyclides. 

Dans  le  Mémoire  que  j'ai  cité  jdus  haut,  Chasles 
a  encore  démontré  les  deux;  théorèmes  corrélatifs  sui- 
vants : 

i**  Deux  plans  tangenis  à  un  cône  coupent  les  deux 
plans  cycliques  menés  par  un  même  axe  de  syuiéirie 
suivant  quatre  droites  qui  sont  situées  sur  un  même 
cône  de  révolution. 

:>"  T. es  (juatre plans  menés  par  les  deux  focales  d' un 


(  -l-'^s  ) 

cône  (lu  second  ordre  et  deux  gèiiérairices  de  ce  cône 
sont  tangents  à  lui  même  cône  de  révolution. 

W  en  résulte  les  deux  proposilioïis  suivantes  : 

i"  Deux  des  sphères  enveloppées  d'une  girocjclide 
du  quatrième  ordre  coupent  les  deux  sphères  t^  cliques 
suivant  quatre  circonférences  (fui  sont  des  lignes  de 
courbure  d'une  même  digiroc)  clide. 

1°  Les  (juatre  sphères  menées  par  les  deux  circon- 
férences focales  d'une  girocj  clide  du  quatrième  ord/e 
et  deux  de  ses  lignes  de  courbure  circulaires  sont  in- 
scrites dans  une  même  digirocjclide. 


X.  Si  l'on  considère  le  cercle  transformé  d'une  droite 
quelconque  de  l'espace,  et  qu'on  joigne  le  centre  de  trans- 
lormation  à  quatre  points  A,  B,  C,  D  pris  sur  cette 
droite,  les  quatre  rayons  vecteurs  déterminent  sur  la 
circonférence  quatre  points  dont  le  rapport  anliarmo- 
nique  est  égal  au  rapport  (ABCD).  Cela  permet  de  dé- 
duire des  propriétés  des  pôles  et  des  plans  polaires  dans 
les  cônes  du  second  ordre  les  propositions  suivantes  : 

i"  Si  par  un  point  P  de  l'espace  et  par  un  des  points 
singuliers  d'une  girocyclide  du  quatrième  ordre  on  fait 
passer  une  circonférence  quelconque,  elle  coupe  la  giro- 
cyclide en  deux  points,  tels  que  le  conjugué  harmonique 
du  point  P  par  lapport  à  ces  deux  points  se  meut  sur 
une  sphère  qui  passe  par  les  deux  points  singuliers. 

]Nous  appellei'ons  celle  sphère  la  sphère  polaire  du 
point  P. 

2"  Si  un  point  se  meut  sur  une  circonférence  passant 
par  les  deux  points  singuliers,  sa  sphère  polaire  est  fixe. 
JN'ous  rap[)elIcrons  la  sphère  conjuguée  de  la  circonfé- 
rence. 

•V'  Si  1  on  considère  nne  circonlérenee  pas>;uil  pai  les 


(   f^o  ) 

deux  points  siiigiiliors,  il  (jxi.slc,sur  lasplièro  conjuguée, 
une  infinité  do  systèmes  de  deux  circonférences  qui 
passent  aussi  par  les  deux  points  siiii^uliers  et  lorment 
avec  la  première  un  système  de  trois  circonférences  con- 
juguées, c'est-à-dire  telles  que  la  S[)hère  qui  passe  par 
deux  quelconques  d'entre  elles  est  la  splière  conjuguée 
de  la  troisième. 

4"  Dans  toute  girocyclidc  du  quatrième  ordre,  il  existe 
trois  circonférences  conjuguées  rectangulaires.  Nous  les 
appellerons  les  circonjérences  principales.  Les  sphères 
passant  par  deux  quelconcjues  d'entre  elles  seront  les 
splières  principales.  Une  sphère  principale  contient  deux 
circonférences  focales  5  toute  sphère  cyclique  passe  par 
une  circonférence  princi])ale. 

XI.  Nous  appellerons  ^i/'ocTc/fV/e5  It otJKjfoca/es  danx 
girocyclides  ayant  même  système  de  circonférences  fo- 
cales. Elles  ont  en  même  tem[)s  un  niènie  système  de 
circonférences  principales,  et  chacune  de  celles-ci  fait 
des  angles  égaux  avec  deux  des  circonférences  focales. 

Des  propriétés  des  cônes  honiofocaux  nous  déduirons 
les  propriétés  suivantes  : 

Par  un  point  de  l'espace  on  peut  faire  passer  deux 
girocyclides  du  quatrième  oidre,  ayant  pour  focales 
deux  (àiconférences  données  sur  une  même  sphère ^  ces 
girocyclides  se  coupent  à  angle  droit. 

Si  l'on  imagine  une  circonférence  C  passant  par  le 
point  donné  et  par  les  deux  points  communs  aux  deux 
focales,  ces  deux  girocyclides  couperont  à  angle  droit  les 
deux  sphères  qui  passent  elles-mêmes  par  les  points 
communs  aux  deux  locales  et  font  des  angles  égaux  avec 
les  deux  sphères  menées  par  chacune  des  deux  focales 
et  la  circonférence  C. 

11  faut  encore  remanpier  ipie  lous  les  cônes  (pii  ton- 


(  ii<->  ) 

clu'iil  une  séiic^  de  giiocyclides  lioiiiolocales  en  un  de 
leurs  points  singuliers  communs  sont  eux-mêmes  lio- 
mofoeaux. 

XII.  Dans  toute  girocyclide  du  quatrième  ordre,  les 
lignes  de  courbure  de  la  seconde  série  ont  pour  trans- 
formées des  coniques  spliériques.  Comme,  dans  l'étude 
de  ces  courbes,  les  grands  cercles  des  sphères  sur  les- 
quelles elles  sont  tracées  jouent  un  rôle  important,  je 
vais  chercher  à  caractériser  les  courbes  transformées  de 
ces  grands  cercles. 

Si,  comme  nous  l'avons  fait  précédemment,  nous 
prenons  pour  axe  des  z  la  ligne  qui  joint  les  deux  points 
singuliers  de  la  girocyclide  et  pour  origine  le  milieu  de 
leur  distance,  l'équation  qui  représentera  l'une  cjuel- 
conque  des  sphères  sur  lesquelles  se  trouvent  les  lignes 
de  courbure  de  seconde  espèce  sera,  d'après  un  théo- 
rème démontré  par  M.  Amigues, 

(7)  d7-  + J-+  --—  2X^  -H  C-r-O, 

c  désignant,  comme  précédemment,  la  demi-distance  des 
deux  points  singuliers. 

La  sphère  correspondant  au  plan  d'un  des  grands 
cercles  de  la  sphère  transformée  aura  pour  équation 

(  8  )  ^-4-  j-  +  z-  —  :i  h  u-  —  'Il  ky  —  v-  -—  o. 

Le  plan  radical  de  ces  deux  sphères  a  pour  équation 

kœ  -I-  ky  —  Xz-^-c-  ■=.-.  o. 

Ce  plan  passe  par  le   point  dont  les   coordonnées  sont 

.r  ==:•  o,  y  =  o,  ~  =  -r-;    |)()nr  une  valeur  donnée  de  /.,  ci" 

point  (!St  lixe  et  léel  :  e  est  le  conjiigm''  liarrnoni(|ne  du 
centre  de  la  sphère  (y)  par  rapport  aux  points  singuli(U's 
de  la  girocyclide.  Ainsi,  les  plans  des  circonféienees  (]ui 


(  n-  ) 

correspondent  aux  grands  eereles  d'une  splière  ayanl 
pour  centre  le  sommet  du  cùne  transformé  passent  par 
lin  point  fixe. 

Ce  point  jouit  d'une  propriété  remarquable  :  c'est  le 
sommet  d'un  cùne  du  second  ordre  ayant  ponr  direc- 
trice la  ligne  de  eouihure  déterminée  par  la  splière  (7). 
En  effet,  soit  l'écpiatiou  de  la  giroeyclide 

(9)  (.r-+ >■-  +  ;-+  3rt.r  +  '?.by  —  c^-)-:=z\Kjl-^-\-  \\iy-\ 

si,  dans  cette  équation,  ou  rcMuplace  a -+j  - -h  c-  par 
sa  valeur  tirée  de  l'équation  (7),  il  vient 

(10)  (  rt  j-  -I-  h  y  -\-lz  —  c-  )-  -=  \a--  +  B  y-, 

de  sorte  que  par  l'intersection  des  surfaces  (7)  et  (9)  on 
peut  faire  passer  le  cône  représenté  par  l'équation  (10)  ; 
son  sommet  est  bien  au  point  précédeminent  défiai,  et  sa 
base  est  l'intersection  du  cône  tangent  eu  un  quelconque 
des  points  singuliers  avec  le  plan  des  xj.  En  outre,  si 
l'on  considère  le  cône  tangent  au  point  (o,  o,  c),  par 
exemple,  on  voit  facilement  que  la  seconde  courbe 
plane  suivant  laquelle  ce  cône  coupe  le  cône  représenté 
par  l'équation  (10)  est  située  dans  le  plan  représenté 
par  l'équation 

2  <7  J7  +  2  h  y  -h  (  c  -(-  À  )  -  —  2  c-  :=:  o. 

Ce  plan  passe  par  une  droite  fixe  située  dans  le  plan 
des  xy  et  dont  l'équation  est 

a.v  4-  by  —  f-  =  o; 

(^'est  la  corde  des  contacts  des  di-oites  menées  par  l'ori- 
gine, parallèlement  aux  asymptotes  de  la  conique  lieu 
des  centres  des  sphères  enveloppées,  avec  la  conique 

{ax  ■+-  by  —  <■-  )-  —:  A x- -.-  By-, 

qui  est  la  base  commune  au  cône  langent  cl  au  cône  (10). 


(  ii2  ) 

En  résumé  :  Los  plans  des  cercles  Iransforinés  des 
grands  cercles  des  sphères  concentriques  au  cône  trans- 
formé passent  par  un  point  qui  est  le  même  pour  une 
même  sphère.  Nous  appellerons  ces  cercles  les  cycles  de 
la  sphère  (7), 

2"  Toute  ligne  de  courbure  de  la  seconde  espèce  est 
sur  un  cône  du  second  ordre  dont  le  sommet  est  le 
point  commun  aux  plans  des  cycles  correspondants. 

XIII.  Les  circonférences  focales  de  la  girocyclide 
coupent  la  sphère  (7)  en  deux  points  que  nous  nomme- 
rons les /?^}'^e/'5  de  la  ligne  de  courbure  corresj)ondante . 

Des  propriétés  angulaires  des  coniques  sphériques, 
on  déduit  les  propriétés  suivantes  : 

Si  par  un  point  P,  pris  sur  la  sphère  (  7  ),  on  mène  deux 
arcs  de  cycle  tangents  à  la  ligne  de  courbure  correspon- 
dante, et  qu'on  joigne  ce  point  aux  foyers  par  des  arcs 
de  cycle,  ces  deux  derniers  arcs  sont  également  inclinés 
sur  les  deux  premiers. 

En  particulier,  les  deux  arcs  de  cycle  vecteurs  d'un 
point  de  la  ligne  de  courbure  sont  également  inclinés 
sur  l'arc  de  cycle  tangent  en  ce  point. 

Si  l'on  joint  l'un  des  foyers  aux  points  de  contact  par 
des  arcs  de  cycle,  ces  deux  arcs  sont  également  inclinés 
sur  celui  qui  joint  ce  foyer  au  point  P. 

Si  l'on  imagine  deux  cycles  tangents  fixes  (;l  un  arc  de 
cycle  tangent  mobile,  et  qu'on  joigne  les  points  d'inter- 
section de  cet  arc  avec  les  deux  aies  (ixes  à  l'un  des 
loyers  par  des  arcs  de  eycle,  ceux-ci  forment  entre  eux 
un  angle  constant. 

La  sphère  conjuguée  d'une  des  circonférences  focales 
coupe  la  sphère  (7)  suivant  un  cvcle  que  nous  aj)pel- 
Icrons  le  cycle  directeur  de  la  co/iii/iir.  et  (pii  jouit  des 
|)i()j)riéiés  suivantes  ; 


(  4i:5  ) 

Si  d'un  point  P,  pris  sur  le  cycle  directeur  d'une  ligne 
de  courbure  de  seconde  espèce,  on  lui  mène  des  cycles 
tangents,  le  cycle  qui  joint  les  points  de  contact  pass(; 
par  les  foyers  et  est  pcrj)en(li<u]aii('  ;i  <  elui  (pii  |oinL  ce 
loyer  au  point  P. 

XI\  .  Enlin,  ce  qui  précède  permet  d'écrire,  dans  le 
cas  où  la  surlace  qu'on  étudie  est  une  digirocyclide,  l'é- 
(piation  rpii  leprésenle  les  plans  des  deux  lignes  de  cour- 
hure  circulaires  suivant  lesquelles  la  sphère  (^j  coupe 
la  surface. 

En  efTet,  dans  ce  cas,  l'équation  (lo)  s'écrit 

Par  l'intersection  de  cette  surface  avec  la  sphère  (7), 
on  peut  faire  passer  la  surface  représentée  par  l'équation 
suivante  : 

et  l'on  reconnaît  aisément  :  1"  que  le  discriminant  de 
cette  équation  devient  nul  quand  on  tient  compte  de  la 
relation 

^,2^2  ==  (c^ _i_  A) (6^ _  B  -f-  A)  ; 

■a"  que,  dans  ce  cas,  les  deux  plans  représentés  par 
l'équation  (11)  {;oupent  le  plan  des  xj-  suivant  une 
même  droite,  dont  la  position  ne  dépend  pas  de  A. 
Counne  la  sphère  [y)  coupe  le  plan  des  a-y  suivant 
le  cercle  fixe  (réel  ou  imaginaire)  x--\- j--\~  C- =  o, 
on  en  conclut  que  les  lignes  de  courbure  de  la  secondiî 
série  sont  circulaires  et  passent  par  deux  points  (ix<is. 
Cela  concorde  a\ec  les  résullats  trouvés  par  _M.  Amigues. 


(  iH  ) 


m\  LE  NOMBRE  DES    POINTS   MILTIPLES  DINE   COIKBE 
ALGÉBRIQUE  ET  LES  COIRBES  INICIRSALES  ^ 

Par  m.  E.  PELLET. 


1 .  Soient  m  le  degré  d'une  eourl)e  algébrique  (  A  ),  nou 
déconiposable  en  courbes  de  degré  inférieur,  pi  le  nombre 
de  ses  points  multiples  d'ordre  i^  /''  =^  *^  ^i  ^  ^^^  supé- 
rieur à  m  —  I .  K  étant  le  nombre  des  points  multiples, 
ou  a 


Posons  en  outre 


i-iii     1 


c  •                     I            •         1           ''  ("  -H  3  V-, ,.     ,      , 
Î5oit  n  un  uomJjre  entier  tel  que  =*^5  ^^^  "^ 

points    multiples    et K  autres  points  pris 

sur  la  courbe  définissent  une  courbe  do  degré  «,    qui  a 
avec  (A) 


points  communs;  comme  (A)  est  indécomposable,  on  a 


d'( 


>/jl!L±^^M~K, 


n  {■?.m  —  n  —  3)  ^,  ^^       j^ 


(    /Î4:)    ) 

2.   Maxinia  des   nombres  M,  K  cl  /?,.  —    i/cxpres- 

sion 

Il  i  ■>.  m  —  //  —  3  ) 

acquiert  sa  valeur  iiiaxiniuin  pour 

9,  m  —  3 


•2 

et  celte  valeur  maximum  est 

( 2 m  —  3 )^ 4 ( '«  —  0  (/"  —  -^ )  -f-  r 


8 

(m  —  i)  ( /)i  —  9.) 


M  —  K  étant  entier,  son  maximum  est 
comme  M  est  au  moins  égal  à  2K,  on  voit  que 

t  m  —  I  )  (m  —  9)  ^  -- 


On  a 

n  {2 m  —  n  —  3 ) 


K>M. 


2 

Remplaçant  chacuu  des  termes  du  premier   membre 
par  sa  valeur  maximum,  il  vieut 

(///  —  i)  (m  —  2)>M. 

Pour  avoir  le  maximum  de  /?,-,  observons  que 

J-2 

Donc 

n  {9tn—  n  —  3 )  -,   ,  . 

Dans  le  premier  membre,  n  est  un  nombre  entier  tel 

que 

n  {n  +  3)-^ 


(  11«  ) 

ou 

n  (  Il  -I-  3  )  ^  Il  {0,1)1  —  it  —  3  ) 

2  -  2(/—  I) 

croù  l'on  tire 

^9.  m  —  3  / 


Ainsi,  il  faudra  remplacer  //  par  le  plus  petit  nombre 

,9.  1)1  —  3  / 

entier  supérieur  a  . 

^  i 

Soit  /  =  2  ;  — . 3  est  alors  éqal  à   m  —  ')  :   il  faut 

i  ^ 

donner  à  //  la  valeur/?/  —  a,  ce  qui  donne  pour  inavimum 

1              1        1            -,     1      ,1       { m  —  \)  {i)ï  —  n) 
du  noniJjre  des  points  doubles 

oi  i  était  supérieur  a  —  >  ///serait  au  plus  ej^al  a  i.. 

3.   Nous  allons  en   outre  établir   une    relation   entre 

M  et  K,  qui  nous  sera  utile.  Soit  //  un  nombre  tel  que 

//  (//  H-  3)        j.                                   ,     ,          //(//-  3) 
'^'^î    posons,   pour  abréger, ;=  a. 

Par  |Ji  des  points  multiples  on  peut  faire  passer  une 
courbe  de  degré  //  ;  si  l'on  désigne  par  /',  i, , .  .  . ,  i,j,_,  les 
degrés  de  multiplicité  de  ces  points,  on  a 

nin>  /-+-  /,-}-...  +  ^    ,, 

et  le  nombre  des  inégalités  qu'on  obtient  ainsi  est  égal 
au  nombre  de  combinaisons  de  K  objets  iJ.  à  ix,  c'est- 
à-dire 

Iv  (  K  —  r ) .  .  .  (  K       \}.-\-i) 


I.a  somme  des  seconds  membres  de  ces  inégalités  con- 
tient le  même  nombre  de  lois  chacun  des  nombres 
/,/ , //    I,   t'I   ce  nombre  csl   égal  à  cebii  des  combi- 


(  il:  ) 

liaisons  complètes  de  A  —  i    objets  [)ris   <j.  -  -  i    ;'i  v.  —  i, 
soit 

f  K  —  I k  .  .  (K  —  !JL  -h  I ) 

\  .■>.  ...{:>. -1} 

Ainsi 


K  (K  —  \).  .  .(K  —  'j. -f-i^          ^  (K  —  i...(K  —  ;j. -ht)  „ 
mil' M, 

l  .A.  .  .\i.  '  \  .'2,  ...{[>.  —  i) 

^■r                        1                         //  ( n  -h  3 ) 
ou,  eu  smipliliaut  et  reiiiplaeaiil  [j.  par > 


/<  +  3 


Dans    cette     inégalité,    /i    est    un    nombre    t(;l    que 

/>  ( /t  -\-  3)  ^  jr        ,,  .   ,  ,  ,, 
<C.  J^î  <^'t  *  <'ii  (Minstate  aisément  fju  elle  a  encore; 

,  .  .    n  {n   -{-  3)  rr 

lieu  si  ■ — — -  -~  K. 


A.   Supposons  actuellement  que  Ji  soit  un  noinlne  en- 
tier tel  f[ue — ^  K;  les  K  points  multiples  de  la 

courbe  (Aj  et  — — K  - —  i  autres  points  pris  sur 

cette  courbe  déterminent  un  faisceau  de  courbes  de 
degré  /?,  dont  l'écpiation  générale  contient  un  paramètre 
variable  au  premier  degré,  et  qui  ont  chacune  avec  (A) 


points    communs,    savoir  |  les  K   points  multiples   qui 

-,        .      /i  ( n  -\-  3)         fr 
comptent  pour  iM  et  les  — K  —  i    points   sim- 
ples choisis  sur    la   combe,  (.liafjue   courbe  (bi  faisceau 


'I'lf 


«  ) 


rencontiMî  donc  (A)  en 

?i{n  +  3^ 


2 


K  —  M  4-  r 

K  -  M  4-  I 


points  seulement,  variables  avec  le  paramètre  qui  définit 
la  courbe.  Si  ce  nombre  se  réduit  à  l'unité,  les  points 
de  la  courbe  (A)  se  déterminent  individuellement,  et 
elle  appartient  au  genre  de  courbes  appelées  luiicarsales 
par  M.  Cavley.  Ainsi,  Ji  étant  le  plus  petit  nombre  tel 

que  — — -— ^  1^5  la  courbe  (A)  est  unicursale  si  l'on  a 

n  ('>.7n  ■ —  /)  —  r)) 

(  I  ) h  K  —  M  =  o. 

a 

Ce  caractère  est  plus  simple  (jue  celui  donné  par 
M.  Chasles  [Compte.';  rendus  des  séances  de  l'ylcadé- 
niie  des  Sciences,  t.  LXIi,  p.  i354).  Lorsqu'on  aui'a 
reconnu  qu'une  courbe  satisfait  à  la  condition  exprimée 
par  l'équation  (i),  on  pourra  exprimer  les  coordonnées 
d'un  de  ses  points  en  fonction  rationnelle  d'une  variable 
par  la  méthode  exposée  par  INI.  Henni  te  dans  son  Cours 
d\innlyse  de  V Ecole  Poljtechniijue,  p.  2J2. 

5.  On  reconnaît  aisément  que  les  courbes  d'ordre  /// 
qui  ont  un  point  multiple  d'ordre  m  —  i  satisfont  à 
l'équation  (i).  Il  en  est  de    même    de    celles    qui  ont 

^—  points  doubles.  Il  faut  alors  prendre  // 

égal  km  —  2  ;  M  =  (  ///  —  i  )  (  '"  —  ^  )'  ^^  l'équation  (  \  ) 
est  satislaiif!.  Mais  on  peut  chercher,  pour  une  valeur 
donnée  de  K,  quelles  sont  les  courbes  satisfaisant  a  l'é- 
(juation  (  i  ).  On  ne  peut  en  trouver  si 


(  449  ) 

«,  étant  entier.  En  effet,  il  faut  faire  n=ni-i-i^  et  l'é- 
quation ( I  )  devient 


(/i,  4-0  ('>./"  —fh  —  '0         «I  (yh  +  3) 


M  =  o 


//l  /Il   -i-  ni  —  o,  —  /?,  —  M  r=:  O. 

Or,    d'après  le  n"  3,   M^'w^i  et  /Z)    est  inférieur   à 

171  9. . 

Les  plus  petites  valeurs  qu'on  peut  donner  à  K  après  i 
sont  done  3  et  4-  Alors  il  faut  prendre  n  =  2,  et  l'é- 
quation (i)  devient 

2  m  —  2  —  M  =  o, 

dans   le   cas   où  R  =  3.  Comme  M   est  au  plus  égal   à 

—7—  d'après    le   n"    3,    il    sera   impossible   de    satisfaire 

•4 

à  cette  équation  si 

G  /)i  , 

2  m  —  2  >■  — ;—    ou     m  >  4- 
4 

Pour  K  =  4^  l'équation  (i)  devient 

2?)l  —  I  —  M  =  o, 

et  l'on  reconnaît  qu'elle  est  satisfaite  si  m  =  2  ij.  H-  i ,  en 
supposant  quela  courbe  ait  trois  points  multiples  de  degré 
ijL,  et  un  point  multiple  de  degré  ia  +  i  -,  et  si  ni  =  2  jx,  en 
supposant  qu'elle  ait  trois  points  multiples  de  degré  m,  et 
un  de  deirré  jj.  —  i . 

6.  Soient  rt,  b^  c,  d  les  quatre  points  multiples 
donnés  :  a  =  o,  [ii  =  o,  y  =  o,  0  =  o  les  équations  des 
droites  ab^  bc^  cd^  da.  Posons,  pour  abréger, 

L'équation 

Ag!^  +Bs,S''-'  .  .  .  +Ks:|-'S  H-LSf  =  0, 

^nn.  de  Mathémat.,   i'  sérir,  t.  XX.  (Octobre   1880.)  2q 


(  l.^o  ) 
où  A,  lî.  .  .  .  K,  fj  sont  des  binùnics  du  premier  degré  et 
homogènes  en  a  et  o,  de  la  forme  m  a  -f-  «o,  m  et  n  étant 
des  constantes,  représente  unecourbe  de  degré  2  tx  -h  i , 
pour  laquelle  n  est  un  point  multiple  de  degré  [x -i-  i 
et  b,  c,  d  des  points  multiples  de  degré  [jl.  Elle  ren- 
ferme 2  UL  -}-  1  constantes  arbitraires. 

Soit  s  =  o  1  équation  de  la  droite  hd .,  l'écjuation 

AS"^-'   4-Bs,S!^-2-h  ...  4- Ks;^-2,s  +  Ls;î-*  =  o, 

où  A,  H,  .  .  . ,  K,  L  sont  des  trinômes  de  la  forme 

.     m  7.1  -h  «C.0  H-/)oa, 

tn,  n  et  p  étant  des  constantes,  représente  une  courbe  de 
degré  2  ix,  pour  laquelle  a^  b^  d  sont  des  points  mul- 
tiples de  degré  [j.,  et  c  un  point  multiple  de  degré  [x  —  i . 
Elle  contient  3  u  —  i  constantes  arbitraires. 

Pour  exprimer  les  coordonnées  d'un  point  de  ces 
courbes  en  fonction  rationnelle  d'une  variable  0,  on 
cherchera,  conformément  au  n»  S,  leur  intersection  avec 

la  conique    " 

S  —  0§i  =  o. 

Pour  les  courbes  du  second  genre,  par  exemple,  le 
point  d'intersection  variable  avec  0  sera  sur  la  conique 

A  0:^-'  -[-  B  0;*--  ~r . . .  H  -  K  0  -+-  L  =  o, 

dont  l'équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

,  .  .1,       ilb       a 

(i)  \ h  — =  0, 

a  £  0 

«As,  i)!),  8  étant  des  polj'uomes  du  degré  |jl  —  i  en  Q. 

Or,  Y  et  j3  peuvent  s'exprimer  en  fonction  homogène 
de  a,  0,  s;  substituant  dans  l'écpiation 

,S  —  O.Si  -   o, 


(  4:m  ) 

celle-ci  pourra  se  mettre  sous  la  loinie 

,    ,  X'       i)l>'       G' 

(3)  1 1-  — =  0, 

ri/,  1)1/,  S'  étant  du  ])rcMuic'r  degré  eu  0.  Les  équations 
(i)  et  (2)  déterminent  les  rapports 

0      a 

_  ,   _  , 

par  exemple,  eu  fonction  rationnelle  de  Q.  Ou  aurait  un 
calcul  semblable  pour  les  couibes  du  premier  genre. 

7.  Dans  le  cas  général,  la  courbe  auxiliaire  de  degré//, 
considérée  au  n"  4,  qui  passe  par  les  K  points  multiples 
de  la  courbe  (A)  et 

//  (  //  -h  3  )       -. 
— K  —  I 

2 

autres  points  cboisis  sur  cette  courbe,  et  dont  l'équation 
contient  un  paramètre  arbitraire  9  au  premier  degré, 
coupe  la  courbe  (A)  en 

n(iin  —  n  —  3)       ..       ..  .. 

— +  K  —  M  +  I  =  \ 

points,  variables  avec  le  paramètre  B.  Les  coordonnées 
de  ces  Y  points  peuvent  s'exprimer  rationnellement  en 
fonction  de  8  et  des  racines  d'une  équation  de  degré  v, 
dont  les  coeflîcients  s'expriment  rationnellement  en 
i'onction  de  8.  Dans  le  cas  particulier  où  v  ^=  2,  c'est- 
à-dire  où 

n  ( 9.fn  —  /?  —  3)       ^,       -, 
(3)  — hk  — M  — 1  =  0, 

les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  (  A)  s'expri- 
ment rationnellement  en  fonction  de  B  et  de  la  racine 


carrée  d'un   polynôme  en  0.  L'équation  (2)  est  vérifiée 

1                 1               1       I  K\            'I      (ni  —  \Mm  —  •?.) 
lorsque    la    courbe    (A)    possède 2 

points  doubles,  deux  de  moins  que  le  nombre  maximum. 
Eu  ellet,  dans  ce  cas,  il  faut  prendre  ?i  =  m  —  3^ 
M  =  ( //i  —  I  )  [fu  —  2 )  —  4>  ^t  l'équation  (  2 )  est  vérifiée. 
Pour  K  =  4,  tille  est  vérifiée  en  supposant,  si 
ni  =  2  'J.  -i-  i ,  que  la  courbe  ait  quatre  points  multiples 
de  degré  a,  et,  si  /;/ =  2  a,  en  supposant  qu'elle  ait  deux 
points  multiples  de  degré  [x  et  deux  auiresde  degré  iji.  —  i . 

8.  En  conservant  les  mêmes  notations  qu'au n^G,  l'é- 
quation générale  des  courbes  du  premier  g(;nre  est 

A,  B, .  .  .  ,Iv,  étant  des  polynômes  du  premier  degré  et  ho- 
mogènes en  a,  ^3,  y;  elle  contient  3  y.  -t-  2  constantes  ar- 
bitraires. 

L'équation  générale  des  courbes  du  second  genre  est 

AS^^-»  -r  BSi  S:--2  +  .  .  .  +  KS>Î-^S  +  LS''r'  =  o, 

A,  B,  .  .  . ,  L  étant  des  polynômes  du  second  degré,  de  la 

forme 

/;^  a-  4-  «  a  î  +  /?  s  0  4-  ly  0  a  =  o, 

en  supposant  que  a  et  h  soient  les  deux  points  multiples 
de  degré  u.  ;  j?i,n,p,(j  sont  des  constantes  arbitraires. 
SiTon  considère  une  courbe  du  premiergenre,  elle  coupe 

la  conique 

S— 0S,  =  o 

en  dtuix  points  seulement  variables  avec  0;  ces  points 
sont  situés  sur  la  droite 

Aei^  +  BO:^-'  +  ...-+-  KO  -H  Lmo. 

Leurs  rnordonnc'cs   s'expriment  donc  l'.'itionnellemcnt 


(  4--i3  ) 
en  lonclioii  de  0  cl  de  la  racine  cairéc  d'un  polynôme 
entier  en  Q. 

Une  coui'be  du  second  genre  coupe  la  conique 

S  —OS,  =0 

en  deux  points  également  variables  avec  0.  Ces  points 
sont  situés  sur  la  conique 

AO;^-i  +  B0:^-2-u. .  .  ^  K6  +  L  =  o, 

qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

M  %■'  —  N  a  s  -i-  P  c5  -h  Q  Sa  —  o, 

M,  N,  P,  Q  étant  des  polynômes  du  degré  ij.  —  i  en  0. 
Or  S  —  f)'Si  peut  se  mettre  sous  la  forme  (n°  6) 

.A.ÎO  +  ipyôa  -i-  ^'as  =  o. 

Les  deux  coniques  représentées  par  les  équations  pré- 
cédentes se  coupent  évidemment  en  deux  points  va- 
riables avec  9,  qui  sont  situés  sur  la  droite 

M.1,'7.  +  (N.y  —  3'P)  ô  +  (Q.l,'  —  ift,'P)o  =  o. 


mm\m  mu  oiestiox  proposéi:  par  m.  catalan  ; 

Pau  m.  p.  BARBARIN. 
Professeur  au  lycée  de  Nice. 


Une  cycloïde  reste  constamment  tangente  à  deux 
droites  fixes  O.r,  Oy  :  trouver  le  lieu  du  centre  du  cercle 
qui  passe  par  le  point  O  et  les  deux  points  de  contact 

M,  N. 

Soit,  daus  une  de  ses  positions,  EF  la  base  de  la  cy- 
cloïde et  soient  iM,  j\  les  deux  points  de  contact.  Considé- 


(  454  ) 

rons  les  deux  positions  du  cercle  générateur  qui  donnent 
ces  points  M,  jN  . 


Les  deux  cercles  ainsi  tracés  touchent  la  droite  EFeii 
C,  D  et  coupent  Ox,  Oy  eu  A,  13. 

La  droite  AB  est  égale  et  parallèle  à  CD. 

L'angle  CA.X  a  pour  mesure 

MC  _  CE 

2  2  ' 


dans  le  cercle  générateur 


L'angle  DBO  a  pour  mesure 


NBD 

arc 


DE 

2 


La  différence  de  ces  deux  angles,  c'est-à-dire  le  supplé- 
ment de  xOj,  a  donc  pour  mesure  dans  le  cercle  généra- 


,     ,  .  CD        AB 
tcur  un  arc  esial  a  —  =:  

•J  o  .» 


Donc,  AB  est  une  longueur  constante  et,  si  l'on  désigne 


(  i''-»  ) 

par  0  I  anylc  ,rO)  ,  on  a 

AB  =  2a[-  —  0  ), 

a  étant  le  rayon  du  cercle  générateur. 

Cela  posé,  nieiioiis  MM  et  AKperpendienlaues  à  Ox, 
NH  et  BK  perpeiuiiculaires  à  Oy. 

Tirons  les  droites  OH,  OK  et  prenons  leurs  mi- 
lieux?, 1. 

P  est  le;  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  OMN^ 
c'est  le  point  dont  nous  cherchons  le  lieu-,  1  est  le  centre 
du  cercle  circonscrit  au  triangle  OAB  5  comme  on  sait, 
ce  point  I  décrit   un  cercle   de  centre  O  et  de  rayon 

sni  0 
Tirons  HK,  qui  est  égal  et  parallèh;   à  AC  =  2  a,  PI 
parallèle  à  HK  et  égal   à  sa  moitié,  par  conséquent  à  a. 

Si  nous  désignons  par  a  Tangle  variable  OAB,  nous 
aurons  fa<nlement 

kU  ^  z=  -^  —  (  0  —  a  ) , 

PIK  =  6aAÎ  —  KOi  —  -  _  a  —  (^-  -  f)  ^ 

Soit  OX  la  bissectrice  de  l'angle  ')0.r  5  menons  la  per- 
pendiculaire OY:  la  droite  IP  prolongée  coupe  OX  au 
point  L.  Or, 

lok:=lo^  —  :^ok: 

ou 

^-'"^        -        0         /-                 \        0  I  /-""^ 

LOlv  = 0  +  az= a=-  LIK; 

2  2  \2  /  2  2 

donc  le  triangle  OIL  est  isoscèle  et  IL  :=  Ol  =  R.  11  en 

résulte  que  PI  prolongée  coupe  01  en  un  point  T,  le! 

que 

TI  —  IL  =  H. 


(  v^(^  ) 

Donc  le  lieu  du  point  P  est  celui  d'un  point  d'une 
droite  de  longueur  constante  TL^aR,  glissant  entre 


deux  droites  rectangulaires  OX,  0\  ,  qui  sont  les  bissec- 
trices de  l'angle  des  droites  données  Ox^  Oy.  Ce  lieu  est 
une  ellipse  dont  les  axes  R -!- «  et  R  — a  sont  dirigés, 
respectivement,  suivant  OX  et  OY. 


KOTE  SliR  LE  SYSTÈME  ARTICULÉ  DU  COLONEL  PEAICELLIER-, 

Par   m.    lAIvuRicE    D'OCAGAE, 
Élève  de  l'École  Polj'technique. 


Je  me  propose  de  déterminer  les  rapports  des  vitesses 
des  divers  mouvements  à  considérer  dans  cet  appareil, 
à  savoir  :  rotations  de  OA  et  OC  autour  de  O  ^  rotation 
de  O'D  autour  de  O';  translation  de  B. 

Le  point  A  décrivant  la  circonférence  de  rayon  OA,  et 
le  point  B  une  perpendiculaire  à  la  droite  00',  j'ai  le 
centre  instantané  de  rotation  I  de  la  droite  A  B  en  tirant 
la  droite  Bl  parallèle  à  00' et  prenant  son.point  de  ren- 
contre avec  OA.  Donc,  si  t^  (  A)  et  <^'  (B)  sont  les  vitesses 
des  points  A  et  B  à  l'instant  considéré,  on  a 


(O 


(B) 
(A) 


BI 
Âï 


OR 

OA" 


(  i^7  ) 
Or,  L>   étant  la  vitesse  angulaire  autour  du  [)oint  O 

au  même  instant, 

r(A)  =  o.OA. 
Par  suite. 

(•(R)       OK 


ou 

(2^ 


1» .  (J  A        OA 


Maintenant,  le  point  D  décrivant  la  circonférence  de 
rayon  O'D,  jai  le  centre  instantané  de  rotation  H  de  la 


droite  AD  en  prenant  le  point  de  rencontre  des  droites 
OA  et  O'D.  On  a 

c(A)  _  HA 
r(D)  "  HD' 


(3) 


Multiplions  (i)  et  (3)  membre  à  membre 5  il  vient 

c(B)  _  HA.OK 
i^{D)  ~  HD.OA" 

Tirons  OM  parallèlement  à  AD  : 

HA  _  OA 
YID^  dm' 


(  1^8  ) 

Or,  !os  Iriaiiylcs  OI),M  cl  ODM  clanl  égaux. 


J)c 


et 


DM  =  ON. 

HA  _  OA 
ÏÏD  ~  ON 

r(B)  _  OA.OK       OK 
TiD)  "ON.OA  ~  os' 

Mais,  si  oj  est  la  vitesse  autour  de  O'  à  l'inslauL  con- 
sidéré, 

e(D)  =  to.O'D,  1 

et  l'égalité  précédente  devient 


iMB) 

OK 

(0  . 0'IJ 

--  ON' 

ou 

rXB)_ 

OK.O'D 

(0 

UN 

Tiions 

BP 

P' 

H-alIt 

'■le nient  à 

O'J): 

BP^" 

OK.O'D 
ON 

Par 

suite, 

co 

r(B) 

=  BP. 

Occupons-nous  maintenant  de  la  vitesse  angulaire  ii' 
de  OC  autour  de  O,  prise  toujours  au  même  instant. 

Le  point  de  rencontre  1'  de  BJ  et  de  OC  donne  le 
centre  instantané  de  rotation  de  la  droite  BC  Donc 

r(B)   _  BT  _  OK; 

i-(C)  '~  cr  ~  OC 

ou 

r(B)    _0K' 
îi'TOC  ~  OC  ' 


d'où 

(5) 


(  459  ) 
r(B) 


=  Ok'. 


Réunissant  les   égalités  (•>.),  (4)  et  (r)),  nous  voj^ons 
que 


(B) 


.BP:=i2.0Kr=i>'.0K'. 


SOLUTIONS  HE  OllKi'OliKS  OîiS<:sriO\S  POSÉKS  AliX  EXAMENS 
D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  l'OLYTEClIMQLE; 

Par  m.  LABiiii  A.  GEMilX-MAUTIN. 


1.  Eijuntion  générale  des  hyperboles  ayant  un  point 
donné  pour  foyer ^  et  telles  qu'un  des  sommets  du  rec- 
tangle construit  sur  les  axes  soit  en  un  point  donné. 

Prenons  le  foyer  fixe  F  pour  pôle,  le  point  fixe  E  étant 


le  sommet  dn  rectangle  construit  sur  les  axes,  prenons  FE 


(   lOo  ) 
pour  axe  polaire.   L'équalion  de  la  courbe  sera  de  la 

foruie 

a;--i- j'^=r  z-{x  cosoj  -^ y  sinœ  —  d)-. 

Il  faut  déterminer  z  ei  d. 

Nous  savons  qu'on  obtient  le  foyer  en  décrivant  de  O 
comme  centre  un  arc  de  rayon  OE  ;  donc  le  triangle  EOF 
est  isoscèle  :  la  directrice  est  IDD',  on  sait  la  construire. 

On  a 


Soit 


on  a 


d'où 


FEO  =  EFO  =  co. 
EF  =  /, 

l^zlC  COSW, 


Crr: 


On 


a  aussi 


/COS2  0J 

Ir'  =  «  =  /  Sinto;       (Jl  =:  a  =:  —  C  COS2U)  r=:  —  : 

2  ces  10  ' 


d'( 


c  I  ^^         ,       h^ 


,       FD  rr:  f/:=  —  =  2/sin-W  COS( 


a  ces  2  co  c 


L'équation  générale  demandée  est  donc 


£C^-\-  y^=:  (,r  cosco  +  r  sinio  —  2  /sln-co  cosco)'. 

ces- 2  0) 


IL   Lieu  desfojers  des  hyperboles  éijidlatcres  ayant 
un  centre  fixe  O,  et  passant  par  un  point  fixe  A. 

Prenons  OA  pour  axe  des  x,  et  une  perpendiculaire 
en  O  à  OA  pour  axe  des  7  ;  posons  OA.  ^=  a.  Soit  («,  P) 


(   4<n    ) 
iiu  loyer.  L'équalion  des  hyperboles  considérées  est  de 
la  forme 

{a:  —  a)--!-  {y  —  ?)"=  2(j;cosco  +  l'sinoj  —  d)^. 

Elle  renferme  deux  paramètres  arbitraires  to  et  d. 


L'origine  étant  au  centre,  les  coefficients  des  termes 
du  premier  degré  doivent  être  nuls,  ce  qui  donne 

(l)  a  r=:  2f/cosoj,      [j  =  2f/sinto, 

d'où 


a2-+-3-=4r/-,     d=^- 


)        ces  10 


Exprimons  que  la  courbe  passe  par  le  point  A 

(^  =  «,     r  =  o), 

il  vient,  en  tenant  compte  de  la  première  des  rela- 
tions (i), 

«-  4-  a-  H-  ^-  z=  2  (  a-  cos-  m  h-  d-  ] . 

Remplaçons  dans  cette  relation  costo  et  d  par  les  valeurs 
que  nous  venons  de  trouver,  il  vient  pour  l'équation  du 
lieu 

C'est  l'équation  d'une  lemnîscate  qui  a  pour  foyers  le 


(    1(v>-   ) 
point  A  et  sou  syincLrique  par  rapport  à  l'origine.  Le 
point  double  est  O. 

III.  Lieu  des  fojers  des  ellipses  ayant  un  sommet 
donné  à  une  extréndté  du  petit  axe,  et  une  tangente 
donnée  à  V exlrémité  de  V un  des  diamètres  conjugués 
égaux. 

IT,  tangente  fixe  à  l'extrémité  de  l'un  des  diamètres 
conjugués  égaux ^  B,  sommet  fixe  sur  l'axe  non  focal. 
Il  est  facile  de  démontrer  que  la  tangente  IT  est  pa- 
rallèle à  la  droite  AB,  qui  joint  les  extrémités  des  axes 
de  l'ellipse  considéré»'  parmi  celles  qui  satisfont  à  la 
question. 

On  démontre  avissi  facilement  que  l'ordonnée  à  l'ori- 
gine OT  de  cette  tangente  est  égale  à  OB  y/2  ou  bsji. 

Soient  OL  la  distance  ducentre  h  la  droite  BA,  et  BL' 
la  distance  de  B  cà  la  tangente  IT,  on  a 

OL       OB 


Ainsi,  étant  donnés  le  sommet  lixe  B  et  la  tangente 
fixe  IT;  û  étant  la  distance  BL' de  V>  à  IT,  le  centre  de 
l'ellipse  est  sur  une  parallèle  à  IT,  distante  de  B  de  la 


ciuanlité  —^ — >  et  par  suite  distante  de  IT  de  la  quan- 

v/2  —  1 


tite  0  -i ^ -=  -7- 


8oit  F  le  foyer  dans  la  position  considérée  de  l'el- 
lipse, on  a  BF  :^  OA.  Nous  allons  chercher  le  lieu  des 
foyt'rs. 


l'iciKtiis  HA  pouiMxc  (k's.r,  cl  iiiic  [)cr|)(,'ii(liciilaii'c  en  \\ 
pour  n\c  dt'sj  •  Pi'i'iiojis  lîP  =  o  j  — :r^ — —  \  ;  pai-  le  |)(iiiiL  P 


menons  nue  parallèle  à  l'axe  des  x^  elle  passe  par  le 
centre  O.  Soit  y  =  [it  l'équation  de  la  droite  PO. 

Menons  de  l'origine  la  droite  130  (j'  =  tiix]  ^  les  coor- 

données  du  point  O  sont  t  =^  ^3,  x  =  —  •  L'équation  de 

la  droite  OF,  perpendiculaire  à  OB,  est 

m-  (  r  —  3  )  4-  //j  .r  —  ,3  r=  o. 

L'abscisse   du  point  A  où  elle   rencontre   l'axe   des  .r 

(«^2-1-1)3 


est  X 


Doi 


OA'=;32(n-m2). 

Puisque  B!  =:  OA ,    décrivons    de   l'origine    comme 
centre  le  cercle  de  rayon  |j  y/ 1  -+-  m'-.  Son  équation  est 

I  I  )  ./•-  -t-  y-  =  3-  (  I  -H  m-  ) . 


(  464  ) 
Les  foyers  sont,  à  l'intersection  de  ce  cercle  et  de  la 
droite  OA, 

(2)  /?i2(v— ^) -f-zn^— p  — o. 

Nous  obtiendrons  le  lieu  clierché  en  éliminant  ni  entre 
(i)et  (2^ 

On  sait  que  l'élimination  de  Z  entre  les  deux  équa- 
tions 

«Z^-i   ^>Z  +  c  =  o,     a'Z-2-+-/yZ  +  c'=o 

donne  pour  résultat 

{ac'—ca'y-={ah'—  ba')  {bc'—cb'). 

Appliquons  aux  équations   (i)   et  (2)   du  second  degré 
en  /?;,  il  vient 

En  développant,  réduisant  et  supprimant  le  facteur 
(a:-H- j}  -),  on  trouve  pour  l'équation  du  lieu 

Cette  courbe  a  deux  asymptotes,  l'axe  des  x  et  une 
parallèle  à  l'axe  des  x^  dont  l'équation  est  j  =  2  ji.  Du 
reste,  la  courbe  est  comprise  tout  entière  entre  ces  deux 
asymptotes,  car  il  est  facile  de  vérifier  qu'elle  ne  les  ren- 
contre pas  à  distance  finie. 


COXCOIRS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  CENTIIALE  EN  1880 
(DEllXIÈUE  SESSION); 


1°  Ecrire  V équalion  générale  des  paraboles  passant 
par  deux  points  donnés,  A  et  B,  et  dont  les  diamètres 
ont  une  direction  donnée. 

2"  Donner  V expression  des  coordonnées  du  sommet 
et  diijoyer  de  ces  j)nrnhnles. 


(    1<i'>   ) 
3"  On.  mène  à  cJiaque  parabole  une  tangente  per- 
pendicuUi'ue  à  la  droite  AH,  trouver  la  lieu  des  points 
de  co/i/nct  et  construire  ce  lieu. 

NoTATroNS.  —  AB  étant  prise  poui-  axe  des  j^  et  une 
perpendiculaire  pour  axe  des  x,  on  fera  AB  ■=  :i  «,  en 
appelant  m  le  coefficient  aiii^ulaire  de  la  direction  des 
diamètres  des  paraboles  considérées. 

Je  prends  le  milieu  de  AB  pour  origine. 
L'équation  générale  des  paraboles  ayant  m  pour  coef'-- 
liaient  angulaire  de  la  direction  de  leurs  diamètres  est 

{y  —  mec)'-  +  2  X  X  -h  2  [Xf  H-  V  z=:  G. 

L'équation 

y  —  nix  =  o 

représente  le  diamètre  mené  par  lorigine,  et 

2  X  a;  -4-  2  [JL  r  H-  V  r=  o 

est  l'équation  de  la  tangente  à  l'extrémité  de  ce  dia- 
mètre. 

Ces  paraboles  devant  passer  par  les  points  A  et  B, 
dont  les  coordonnées  sont  (o,  a)  et  (o,  — «),  on  aies 
équations  de  condition 

(7-  +  2  ;JL  rt  -(-  V  =:  o  ,       a-  —  2  ;j.  «  -h  V  :=  o  , 

d'où 

{j.  =  o     et     V  z=:  —  a^; 

donc  :  i"  l'équation  générale  demandée  est 

(  1  )  (  r  —  nixy  H-  2  X  ^  —  a-  =  o  ; 

2°  l'équation  (i)  peut  s'écrire  identiquement 

( r  —  mx  +  A )^  —  2 h (  V  —  mx )  H-  2'Xx  —  a-  —  h'z=  o, 


( /  —  mx  -+-  II)'-  -\-  2  { X  -h  mh )x  —  2 liy  —  a-  —  h'^ ^=  o. 

.-l/i/l.'/f    l/wf///vH./f.,   i"  série,  I.  XX.    (  OctubvP  i  88  l .)  3o 


(  1<^^<'  ) 

L'équation 

y  —  mœ  -}-  h  =:  o 

représente  un  diamètre  quelconque,  et 

2  ( X  +  7)1  h )jc  —  2  hf  —  «^  —  h-—o, 

la  tangente  à  l'extrémité  de  ce  diamètre. 

En  exprimant  que  ces  droites  sont  perpendiculaires, 
on  aura  les  équations  de  l'axe  et  de  la  tangente  au  som- 
met. 

La  condition  est 

f\  +  mh\  -,  ,  m). 

m     -, +  I  =  o,     (i  ou      //  := -z • 

\       h        I  f/r-i-i 

11  s'ensuit  que  l'équation  de  l'axe  est 

/;/  A 

r  —  j)ia:  —  — : r=:  o , 

m-  +  I 

et  celle  de  la  tangente  au  sommet 

a-{  m'-  4-  i)-  +  m-k- 
X  H-  iny  —  — — -T ::=  o. 

:^ /«-+!)  A 

De  ces  deux  équations,  on  tire 

<7-  (  /«■-  -^-  I  )-  —  m-  À- 

X  t=     ; ; 

2  A(^/«-4-  I)- 

et 

m  (/?*-+  2  )  À-  +  m  (  ni'  -\-  i )- a'- 
Y  ■=  ; -, ; • 

•^  2  A  (/«-H-  I)" 

Ces  valeurs  de  x  et  y  sont  les  coordonnées  du  sommet 
des  paraboles. 

Le  foyer  sera  déterminé  par  l'intersection  de  Taxe  et 
de  la  droite  représentée  par  l'équation 

X  +  my r- — ~ — ^ —  o. 

2  A(//r-|-  i) 


(  4^i7  ) 
[f'oir    les   Nouvelles  déterminations   anal)  fi(/ues   des 
foyers  et  directrices,  par  M.  Georges  Df)stor)  (^' j. 
La  résolution  des  équations 

n-{m'^-\-  O'-h  {m-  —  i)À- 


niy 


2  X  (  ni-  -t-  I  ) 


(')  11  est  facile  de  trouver  les  coordonnées  du  foyer  sans  avoir  re- 
cours aux  formules  générales  des  Nouvelles  déterminations  ana- 
lytiques, etc.,  car  l'ordonnée  du  foyer  est  égale  à  celle  du  poinl.  de 
concours  des  deux  tangentes  représentées  par  les  équations 

2  A^  —  a-  —  o     et    X  +  my -, — ; -^ =  o, 

2(m'-T-i)A 

cL  ral)scissc  s'obtient  au  moyen  de  l'équation 

lU  A 

y  —  »i.r —  o 

m^    -i 

de  l'axe,  en  remplaçant  y  par  la  valeur  de  l'ordonnée.  Cela  résulte 
simplement  de  ce  que  le  lieu  des  projections  du  foyer  sur  les  tan- 
gentes est  la  tangente  au  sommet. 

On  peut  encore,  sans  connaître  l'équation  de  la  tangente  au  som- 
met, déterminer  le  foyer  par  un  calcul  qui  s"appuic  sur  les  considé- 
rations suivantes. 

Il  est  d'abord  évident  que  la  différence  des  distances  des  deux  points 
A,  B  à  la  directrice  est  égale  à  la  projection  de  AB  sur  la  di- 
rection des  diamètres;  cette  projection  est  exprimée  par  le  produit 

:)  indépendant  de  la  variable  a. 


La  différence  des  distances  des  points  A,  B  au  foyer  est,  de  même, 

égale  à  2(2-  — —  ;  il  s'ensuit  que  le  lieu  du  foyer  de   l'une  quel- 

\/  m*  -T-  I 

conque  des  paraboles  considérées  est  Thyperbole   dont   A,    B  sont  les 

2  m 

J7^. 


tovers,  et  1  axe  local,  ou  traverse,  •  Inéquation  de  cette  In 


[)erbole  est 

(/??'—  i)y* —  ni°(m^-^  })x°—rn^à'=o: 

donc,  eu  résolvant  le  système  des  deux  équations 

{ni'-^  \)y'-' i)i^iin''-.-i)a;^-- in'^d^=  o,     y  —  inx —  — -— 
ou  aura  les  coordonnées  chercliées.  (G.) 


(  1'>«  ) 

et  • 

rnl 

•^  m-  -h  I 

donne  pour  les  eoordonnées  du  foyer 

^  =  — , — ^ TT —  •>    y 


2{m-  -h  i)A  •  2{m--}-i)). 

3'*  Le  coelliclent  angulaire  des  tangentes  perpendicu- 
laires à  AB  est  nul  ;  on  a  donc  au  point  de  contact 

—  m  {y  —  mx)  -hA=^o     et     (v — nijc)--\-  2lx  —  a-rr=o. 

En  éliminant  A  entre  ces  deux  équations,  il  vient 

r^ — m-jr- — a-r=:o     ou      ,    ' •—-+1=0, 


équation  du  lieu  géométrique  des  points  de  contact.  Cette 
équation  représente  une  hyperbole  rapportée  à  ses  axes, 
et  ayant  ses  sommets  réels  aux  points  A  et  B.  Ses  asym- 
ptotes ont  pour  équation  y- — Tn-x-=o-^  l'une  d'elles 
est  le  diamètre  de  la  parabole,  mené  par  l'origine,  l'autre 
est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  i  ;  il  est  donc  très 
faeib-  de  construire  cette  courbe. 


CONCOIUS  D  ADMISSION  A  l/ÉCOLË  l'OLYTECHMQlIE 

\m  1881. 


Coj/i/iusitio/i  de  ALithcnialif/ites. 

Une  parabole  étant  donnée,  on  lui  mène  une  normale 
en  l'un  des  points  situés  avec  le  loyer  sur  une  mênit; 
perpendiculaiie  à  l'axe.  Trouver  le  lieu  des  sommets 
des  sections  faites  par  des  plans  contenant  cette  nor- 
inalc  dans  le  cylindre  d(»nl  la  paiabole  donnée  est  la 
.section  droite. 


(  1<H)  ) 

Coiiij>osilinii    lillrrairc. 

Développer  la  pensée  suivante  :  Le  c  allé  de  la  vérité 
prend  des  Ibrmes  diUc-rcntes  avec  les  époques.  De  noire 
temps,  le  nol)]e  rêve  du  bonheur  de  riiuinanité  future 
sur  la  terre  par  les  (Ic'coiivertes  de  la  siienee,  [)ar  les  aj)- 
plications  de  l'industrie,  par  les  réCornies  politiques  et 
sociales,  c'est-à-dire,  en  un  mot,  la  ])liilosopliie  du  progrès 
devient  dans  certaines  âmes  une  sorti-  de  religion.  C'est 
ainsi  que  la  science  en  est  arrivée  à  avoir  ses  temples, 
ses  sacriliccs,  ses  apôtres  et  ses  niatyrs. 

ComposiLioii  de  Lavis  (trois  heures). 
Faire  à  l'encre  de  Chine;,  à  teintes  filâtes,  le  lavis  d'un 


180"^. 


rùnt;  de  révolution  reposant  sur  un  socle  cvlindriipie  et 
se  détachant  sur  un  Tond  gi  i>  uniforme. 


(   iTo  ) 

On  si;  conforiucra  aux  coles  iiKlicjiuH'.s  i-n  milliiiiètros 
sur  le  croquis  ci-joint. 

-Vota.  Les  traits  pour  le  cadi-c,  les  arêtes  ou  les  con- 
tours apparents  des  solides  seront  faits  à  l'encre. 

On  observera  les  filets  de  hiniière. 

Cuniposilion  r/r-  Calcul. 

Etant  donnés,  dans  un  triangle,  deux  côtés  el  l'angle 
compris,  savoir  : 

/>  =  483'".76,     c  =  675'",37,     A  —  3.>42' i5", 

calculer  les  deux  angles  B  et  C,  le  troisième  côté  (t.,  la 
longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  a  et 
la  distance  du  pied  de  cette  perpendiculaire  au  som- 
met C. 

Composition  de  CréonK'trie  descriptive. 

On  donne  un  tétraèdre  régulier  ABCD  dont  le  côté 
a  o"',i9o,  dont  la  base  ABC  est  située  dans  le  plan  ho- 
rizontal, et  dont  le  sommet  D  est  au-dessus  de  ce  plan. 
Le  point  A  est  le  sommet  d'un  cône  qui  a  pour  base  le 
cercle  inscrit  dans  la  face  BCD.  Le  point  B  est  le  som- 
met d'un  cône  qui  a  }>our  base  le  cercle  inscrit  dans  la 
face  ACD. 

On  d(Mnande  de  représenter  vu  projection  horizontale 
le  corps  qui  reste,  quand  ^.nx  supprime  dans  le  tétraèdre; 
la  partie  comprise  dans  le  premier  cône  et  la  partie  com- 
prise dans  le  second.  Indiquer  les  constructions  faites 
pour  trouver  un  point  de  Tintersection  des  cônes  et  la 
tangente  en  ce  point. 


(  4-'  ) 
QlESTIO\  DE  LICENCE  (PARIS,  JUILLET  1880)^ 

l'Mi  M.  i:.  FAUQUKMliEKGUE. 


Soient  OX,  OY,  OZ  t/ois  axas  de  coordonnées  rec- 
tangulaires, et  dans  le  plan  ZOX  une  courte  donnée  C. 
Une  surface  est  engendrée  par  une  circonférence  de. 
cercle  dont  le  plan  reste  parallèle  au  plan  XOY,  dont 
le  centre  décrit  la  courbe  C^et  qui  rencontre  constam- 
ment OZ.  On  deinande  de  former  l'équation  différen- 
tielle des  lignes  asyniptotiques  de  la  surface,  en  pre- 


nant pour  variables  la  coordonnée  z  d' un  point  M  et 
l'angle  0  du  rayon  du  cercle  qui  passe  en  ce  point  avec 
la  trace  du  plan  du  cercle  sur  le  plan  ZOX.  applica- 
tion au  cas  où  la  courbe  C  est  une  parabole,  ayant  le 
point  O  pour  sommet  et  OX  pour  axe. 

Soient  x.fj\,  z  les  coordonnées  du  point  M:  Xx  l'ab- 
scisse OB  de  la  projection  du  centre  1 5  et  Jf,  =  es  (s)  l'é- 
quation de  la  courbe  C.  On  a 

(l)  07  =  jri(l  +  C0S6),       ou       ,37=:  cp(^)(I   H-  COSÔ), 

(7.)         y=:.r,sinB.  ou      v  t=  t5(;)  sinO  ; 


(  \v-  ) 

par  suite,  l'équatiou  de  la  surface  est 
(3)  ou 

On  déduit  de  là 


(Iz 


x  —  '^(z- 


CltÂ^  tX'    — '     V  "^  / 


cosO 


I  +  cos6  '^' {:■)        2 
dz Y 

sillO  I 


I  I  /  „  0  \       I 

=  -    I  —  lang^ 


[z] 


=  tan" 


dp 


I  I 

2 


./.y  =  - 


(i'^(;:)cos-  - 

2 


c&^(^)  COS^  - 
'  2 


cos6-j-"(;;)g^^  +  o'(5)tang-^/0 


[sinOcp"(^)f/^  — ■o\c)^/OJ, 


dx  =1 1  cos  -    cos  -'j  {z\  dz  —  siii  -  o  (  ; ) f/6  h 

2  L  2    '  '  2   '  J 

dy—  sinO'f'(2)(is+  g(^)  cos8<^ô. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  générale  des 
lignes  asymptotiques 

dp  dx  -\-  dq  dy  ^=.  o, 

ou  aura  l'équation  demandée  : 


6 


X 


cos  0  o"  (  ^  )  dz  -H  'f  '  (  -  )  tan  g  -  c/e 

0  .0 

cos  -  -::.'(  j)  dz  —■  s\n  ~  'j>{z)  df) 

\>\ui)'f{z)dz--^'iz)d(q 
X  [sinO'^'(  ::)^/::  -h  'f  (-)  cosf><'/OJ  --  o. 


[    17'  ) 


r/O 

I 
•OS 


Applicalioii.  —  Dans  le  cas  où  la    courlx;  (1  csl  une 
parabole,  ou  a 

d'où 

J^'cHjualiou  (4)  d('vieul  alors 
dz  2 


0 
cos- 


et 


lofj^  =:  log  Uuij;  (  y  -^  y  )    H  iogC 


^--L  tang    7  —  7 

^  4  4 , 


SOLUTIONS  OE  Ql'FSTIONS 
PIIOPOSÉES  DANS  LES  KOPELLES  ANWLES 


Question   ^ol 

(  voir  i"  série,  t.  XI,  p.  ni), 

Par  m.  J.   ROURGKT, 

Docteur  es  Sciences. 

Placer  Les  huit  premiers  nombres  sur  une  même 
ligne,  de  telle  sorte  que  la  dijjcretice  de  deux  (juel- 
conques  de  ces  nombres  ne  soit  pas  égale  à  la  dilJérencc 


(  i:i  ) 

(le  leurs  rangs  dans  la  Ui^iie.    Combien  existc-t-il  de 
dispositions  de  <e  genre? 

17582463 

est  une  de  ces  dispositions. 

Placer  sur  un  éclnquier  huit  reines,  de  manière 
(ju  aucune  d'elles  ne  soit  en  prise  à  l'une  des  sept 
autres  ? 

La  solution  est  une  conséquence  de  la  précédente. 

(E.     LlO>>KT.) 

Ce  problème  est  évidemment  difficile  :  il  s'agit  de 
choisir,  parmi  les  4o320  permutations  des  huit  chillrcs 
(i,  2,  3,  4^  ^,  6,  7,  8)  celles  qui  satisfont  à  la  condition 
imposée  par  l'énoncé. 

A  la  page  148  du  tome  XI,  i*^*^  série  des  Nouvelles 
u4nnales,  Terquem  dit,  dans  une  Note,  que  Koralek, 
par  un  procédé  empirique,  a  trouvé  que  le  prohlème  (U* 
Lionnet  a  92  solutions,  dont  12  seulement  sont  distinctes, 
mais  il  ne  nous  fait  pas  connaître  ces  solutions,  ni  le  pro- 
cédé employé  par  Koralek  pour  arriver  à  ces  conclusions. 

En  m'occupant  du  problème  des  permutations,  j'ai 
été  naturellement  amené  à  réfléchir  au  problème  de 
Lionnet.  Après  l'avoir  transformé  en  un  problème  d'x\- 
nalyse  indéterminée,  j'ai  pu  trouver  un  procédé  gra- 
phique conduisant  sûrement  à  toutes  les  solutions  du 
problème.  Ce  procédé  graphicpie  peut  être  comparé  au 
crible  d  Eratosthènes,  pour  la  détermination  des  nom- 
bres premiers  j  c'est  peut-être  le  procédé  empirique  de 
Koralek,  Quoi  qu'il  en  soit,  il  me  semble  qu'il  constitue 
une  solution  rationnelle  du  problème  proposé,  en  ce 
sens  qu'il  réduit  la  considération  de  40020  permutations 
à  la  construction  d'environ  3oo  petits  Tableaux  faciles 
à  faire. 

I*^n  sui\aul  ce  pioccdé,  (pic   je  Icrai  connaître   tout  à 


(  1->  ) 

l'heure,  l'ai  Irouvc,  comme  Koraick,  ()'.  pcriiitilalioiis  sa- 
lislaisanl  à  Ja  condilion  imposée. 

Au  [)oiiit  (le  vue  du  problème  des  <''(liers,  ces  p'».  solu- 
lioiis  lie  doiin('iiL(|ue  9,4  liy lires  distineles.  On  eompiciul. 
eu  ellèl,  (jiie  [)lusieurs  penuutalious  eorrespoudeul  a  la 
même  disposilion  des  dames  sur  un  ('cliitpiier,  eu  |)re- 
uaut  sucoessiveiueiiL  comme  J)ase  de  I  é(lji([uier  ses 
(pialre  côtés.  Ces  24  ligures  peuvent  même  être  i-egar- 
dées  comme  se  réduisant  à  12,  eu  remarquant  qu'elles 
se  divisent  en  groupes  de  deux  symétriques  relativement 
à  la  base  supéiueure  et  à  la  base  inférieure  de  l'écliiquiei'. 

Nous  nous  expliquons  ainsi  le  résultat  annoncé  par 
Koralek. 

Voici  comment  nous  avons  procédé  : 

Imaginons  un  écliicjuier  de  64  cases.  Le  long  d(^  la 
premièie  ligne  verticale  nous  ferons  mouvoir  le  cliillre  i, 
le  long  de  la  seconde  ligne  le  cliiUre  :>.,  ainsi  de  suite.  11 
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ne  devra  jamais  y  avoir  plus  d'un  cliillre  sur  une  même 
ligne  horizontale,  et  si  nous  dispersons  ainsi  les  huit  cliif- 
Ires  en  remplissant  les  deux  conditions  que  nous  venons 
d'énoncer,  nous  aurons  chaque  lois  une  permutation  des 
huit  chiU'res,  pour  laquelle  le  rang  occupé  par  chaque 
chiffre  sera  le  numéro  de  la  ligne  horizontale  sur  la- 
(pielle  il  se  trouve.  Dans  la  ligure  ci-(M)ntre  nous  trou- 
vons la  permutation 


(  47<3  ) 

Les  valeurs  des  chiflVes  sont  les  abscisses  de  chaque 
case  duTableau,  les  l'angs  de  ces  chifï'res  dans  la  perinu- 
lalioii  sont  les  ordonnées. 

Ce  système  de  représenlatiou  adopté,  on  voit  qu'après 
avoir  placé  un  chiiï're  dans  une  case  de  sa  colonne,  il  ne 
peut  pas  y  avoir  de  cliiii'res  dans  une  case  de  la  diago- 
nale qui  correspond  au  cliillre  placé,  quand  on  s'assu- 
jettit à  la  condition  imposée  par  M.  Lionnet  ;  car,  sui- 
vant cette  diagonale,  les  ordonnées  augmentent  ou  di- 
minuent de  la  inème  quantité  que  les  abscisses. 

De  là  un  procédé  empirique  bien  siinple  pour  trouver 
toutes  les  permutations  demandées  : 

1°  On  lait  une  série  d'échicjuiers  semblables  à  celui 
(le  la  figure  ci-dessus,  ce  qui  est  facile  au  moyen  de  pa- 
pier quadrillé-, 

2°  On  placera  i  à  la  première  case  du  bas,  puis  on 
pointe  les  cases  horizontales  et  les  cases  diagonales  cor- 
respondantes où  l'on  ne  peut  plus  placer  cK-  chillres; 

3°  Il  reste  au  chillre  2  une  série  de  cases  possibles  ; 
on  le  juet  à  la  première,  et  l'on  pointe  toutes  les  cases 
horizontales  et  diagonales  coi-respondantes  à  droite; 

4°  Il  reste  auchifl're  3  une  série  de  cases  possibles;  on 
le  place  à  la  première,  et  l'on  pointe  comme  précédem- 
ment les  cases  horizontales  et  diagonales  corres[)ondan  tes; 

5**  On  continue  ainsi  à  éliminer  les  diverses  cases  de 
l'échiquier  (jui  ne  peuvent  pas  recevoir  de  chillres  au 
iur  et  à  mesure  qu'on  a  placé  les  pi'écédeuts.  On  arriviî 
delà  sorte  méthodiquement  à  trouver  les  seules  permu- 
tations satisfaisant  à  la  condition  du  problème. 

Remarquons  que  si,  au  lieu  de  lire;  une  permutation  de 
bas  en  haut,  nous  la  lisons  de  haut  en  bas 

nous  avons   évidcmiui'ui     mie   mou\  elle  peiiuutation  sa- 


(  1::  ) 

lisfaisaiil  à  la  coiidlLioii  Lioiiiicl;  donc,  <|iiaii(l  nous  au- 
rons [)la('c  I  aux  rani;s  i,  2,  1^,  4i  nous  pourrons  nous 
arrêter.  Los  autres  permutations  seront  celles  (|ue  nous 
aurons  déjà  trouvées,  lues  en  sens  inverse.  J^e  lra\ail 
ainsi  réduit  exige  environ  3oo  opérations.  C'est  peu,  si 
l'on  remarque  que  le  nombre  total  des  permutations 
parmi  lesquelles  on  a  elioisi  est4o3'20. 

Voici  le  tableau  des  4^  permutations  que  nous  avons 
trouvées  : 

17582463  26174835  25713864 

17468253  53172864  28613574 

16837425  83162574  62713584 

15863724  46152837  72418536 

57142863  82417536 

61528374  63184275  52814736 

4i582736  53168247  62714853 

01842736  63i85247  52617483 

31758246  48136275  35714286 

51468273  84136275  64718253 

7x386425  48157263  58417263 

51863724  47185263  3680724 

4i586372  64158273  75316824 

63175824  64713528 

73168524  584i3627 

57138642  36418572 

36814752 

57413862 

En  lisant  chacun  de  ces  résultats  en  sens  inverse,  nous 
en  obtenons  46  autres  satisfaisant  encore  <à  la  condition 
imposée:  donc  nous  avons  en  tout,  comme  le  dit  Ko- 
ralek,  92  permutations  différentes  jouissant  de  la  pro- 
priété indiquée  dans  l'énoncé. 

Mais,  au  point  de  vue  des  échecs,  ces  permutations 
ne  constituent  pas  toutes  des  solutions  dillérentes.  En 
effet,  on  peut  prendre  pour  base  de  1  échiquier  un  côté 
(pielconquo,  et  si  l'on  considère  uimmIcs  solutions  [)réc('- 


(  1?^  ) 

(lentes,  par  exemple  eelle  qui  est  indiquée!  par  Lionnei; 
elle  donne,  en  prenant  sueeessivenient  chaque  côté 
pour  base,  les  solutions 

841362-5,  6357 1428,  4f>73685i. 

Donc  on  peut  classer  les  solutions  du  Tableau  précé- 
dent et  leurs  inverses  en  groupes  donnant  sur  l'échiquier 
la  même  figure. 

Voici  le  Tableau  de  cette  classification  qui  renlériiie 
9.4  groupes  : 

8V  36275  63571428  42736851 

83162574  64713528  52473861 

73i68524  62713584  57413862 

4i586372  7263i483  47531682 

57138642  52617483  ,75316824 

36271485  46831752  74286135 

36814752  36275184  742581 36 

35714286  53847162  73825i6i 

36418572  72418536  57263184 

64158273  63175824  62714853 

47180263  42751863  63741825 
64718253 

82417536  57263148  36428571 

82531746  47026138  35286471 

48531726  42586x37  37286415 

584 ' 3627  273685 i 4  524683 1 7 

38471625  24683175  47382516 

25713864  58417263  63728514 

48157263  2574x863  63724815 

46152837  68241753  642857x3 

2758x463  63581427  42736815 

42857x36  37285x46  36824175 

57248136  36258174  36815724 
46827 I 35 

Clés  24  groupes  se  divisent  (mi  deux  gi'oupes  de 
12  t«'rmes  chacun,  jouissant  de  cette  propriété  que  la 
ligure  correspondante  à  lun  des  groupes  de  la  première 


(I).... 

17582463 

(2).... 

17468253 

(3).... 

5^68273 

(4).... 

71 3864'.^  5 

(5).... 

6x528374 

(6).... 

4x582736 

(7).... 

5x842736 

^8).... 

01758246 

(9).... 

5x863724 

( 10). . . 

57x42863 

(II)... 

63x84275 

(12)... 

53 17 286 i 

(.3)... 

15863724 

(i4)... 

16837425 

(i5). .. 

26831475 

(x6)... 

28613.574 

(17)... 

42861357 

(18)... 

53168247 

(i9)--- 

63 185247 

(20)... 

26174835 

(21)... 

48136275 

(22)... 

35841726 

(23)... 

52814736 

(24)... 

35281746 

(  17!)  ) 
sc'rie  de  12  est,  syniélrique  de  la  ligure  correspoiulanic 
au  groupe  de  même  rang  dans  la  seeonde  série.  En  d'au- 
tres termes,  si  l'on  trace  la  figure  formée  par  un  des 
groupes  de  la  première  série  de  12  sur  uncî  feuille  de'pa- 
pier,  en  retournant  la  feuille  et  regardant  la  figure  par 
tiansparenee,  on  obtient  la  figure  donnée  par  le  groupe* 
de  même  rang  dans  la  seconde  série  de  12. 

Donc,  au  point  de  vue  du  problème  des  échecs,  on 
peut  dire,  avecKoralek,  qu'il  n'y  a  que  12  solutions  dis- 
tinctes donnant  les  figures  du  Tabbîau  suivant  : 


e 

M 

w 

g 

'% 

' 

m. 


»... 


:m. 


... 

_- 

> 

^ 

''/' 

;«; 

"S" 


ç^- 


m 


m.- 


M 


Jùâ. 


:m- 


M. 


i"«/ 


(    1Xn   ) 

('.es  ligures  correspondent  à  chacun  des  i  >.  premiers 
groupes. 

Si  l'on  |)ouvait  les  trouver  directement  [)ar  une  mé- 
thode simple,  on  pourrait  en  déduire  les  92  permuta- 
tions des  huit  premiers  chillres  remplissantles conditions 
imposées  par  l'énoncé  de  Lionnet. 


QIESTIO^. 


1376.  Dans  un  cône  donné  on  inscrit  une  splière,  et 
dans  la  partie  laissée  libre  au-dessus  de  cette  sphère  on 
inscrit  une  nouvelle  sphère^  et  ainsi  de  suite  indéfini- 
ment. Trouver  l'expression  du  rayon  de  la  [/i -\-  i  )'""'' 
sphère,  sachant  que  R  est  le  rayon  de  base  du  cône,  H  la 
hauteur,  et  que  C  en  représente  le  côté. 

Prouver  que  l'espace  laissé  vide  dans  le  cône  par  toutes 
ces  sphères  a  pour  volume 


^2  9.  '"""^  "    30'+R2 


G.    DOSTOR. 


UECTIFICATIÔX. 


L'observai  ion  faite  par  i\I.  (iCiity  (p.  .^-o)  sur  la  clornière  pari  le  de 
l'énoncé  de  la  (iiicslioii  130(5  est  exacte,  cl  cet  énoncé  doit  être  mo- 
difié comme  il  suit  : 

Les  tangentes  de  rebrouxsement  passent  respectivement  par  les 
six  points  où  les  côtés  du  triangle  ABC  coupent  la  conique  Cj- 

Ces  tangentes  sont  faciles  à  construire.  Soient  y,  et  •;.,  les  points 
où  AH  coupe  C5,  la  tangente  de  rebroussement  qui  passe  par  y^  est 
la  droite  qui  joint  ce  point  à  celui  où  y^c  coupe  C,.  Ukwci.k. 


4K, 


SIR  LA  FONCTION  GÉNÉRATRICE  DES  POLYNOMES  V,„,, 
DE  DIUON; 

Par  m.  G.-A.  ORLOW, 

Professeur  à  l'Institut  des  voies  de  communication,  et  à  l'Ecole 
de  construction  de  Sainl-l'ctersbourg. 


Dans  la  Note  sous  le  titre  :  Su?'  un  mode  d' approxi- 
mation des  fonctions  de  plusieurs  variables  [Comptes 
rendus  des  séances  de  l' ylcadénde  des  Sciences,  t.  LXX, 
p.  749)1  Didoii  considère  des  fonctions  remarquables 
qu'il  désigne  par  P/w,«,  et  dont  il  donne  l'expression 

générale  sous  la  forme 

1 

(7—1)         ' 

Le  coefficient  ¥s.jn,n  désignant  une  constante  et  //?,  ji 
des  entiers  positifs,  la  fonction  P,„^„  représente  un  poly- 
nôme de  degré  m  -h  tz,  dans  lequel  l'exposant  de  x  ne 
surpasse  pas  m  ;  en  donnant  à  m  et  à  n  toutes  les  valeurs 
entières  et  positives  possibles,  on  obtiendra  une  série  iu- 
défîniede  polynômes  de  cette  forme. 

Didon  montre  que  l'intégrale 


,/•/ 


P        P    I    idrdv 

^  m, Il  '    m  .n'  '^"<    ".  '  ) 

étendue  sur  la  surface  du  cercle  x-  -{-y-  =  i ,  se  réduit  à 
zéro,  à  moins  qu'on  n'ait  m  =  m\  n  =  ni \  il  trouve 
pour  l'intégrale  /yP^„„<^jcrfj^  l'expression  suivante 

K?„  „  — ^— —  22"'  m  !  ni  !  n  ! 


m ,  Il 


im-\  i 


1 . 3 . 5 . . .  (  9.  /??  +  T  /?  4-  I  ) 

X   7—2 ; ■    (  2  //i  -H  /i  4-  2  )  .  .  .  (  3  /?l  +  2  «  -t-  T  )  . 

2.4.D.  .  .(2mH-2«H-2)  ^  ' 

Jnn.   de  Mat  hé  mat.,  a'  série,  t.  XX.  (Novembre   iSSi.)  3l 


(I 


(   18.  ) 
l'.ii  posant 


il  la  réduit  à  la  forme 

^  -K  (  3  /«  +  /<  -h  î!  )  (  9.  /??.  +  /?  +  3  )  .  .  .  (  Cî  «?   +  7  /?   +  1 1 

1  .  3  .  5  .  .  .  (  2  /7l  H-  2  /?   -I-  I  ) 

X  — 7—r- ^ ' 

2  .  4  .  O  .  .  .  (  2  /«  +  2  /i  4-  2  ) 

et  trouve,  pourlalonction  génératrice  des  polynômes  P,„^„ , 
c'est-à-dire  pour  la  somme    >      N   r<'"Z>"P„,^„^rexpres- 


;«  =  0  «  -^  U 


I 

i  (  T  —  2  by  -+-  6-  )    - 

I 


I  —  «j:  —  by 


(ff--f-  ^/-Mv'— i) 


(  I  —  /n  -H  V  I  —  2  6  r  H-  ft- 

\  ;  _ 

Au  moyen  des  propriétés  précédentes,  il  déduit  l'ex 
prcssioii  (lu  (Coefficient  A,„^„  dans  la  série  de  la  forme 


Les  fonctions  Pw,«  présentent  la  plus  grande  analogie 
avec  les  fondions  X„  de  Legeiulre,  et  en  particulier 
elles  permettent  de  réaliser  uu  ("crtain  mode  d'approxi- 
mation des  fondions  quelconques  de  deux  variables,  au 
moyen  de  polynômes  entiers,  par  rapport  à  ces  mêmes 
variables.  Les  j)ropriétés  des  polynômes  P,„^„  sont  ex- 
i)osées  i)ar  J)idon  dans  le  Mémoire  intitulé  Drvplop- 
ncDienls sur  ccrlainos  séries  de  polynômes  à  un  nunihic 
quelconnue  (Je  varidhles  [yiiinales  de  l' Ecole  Normale, 
i'"  série,  t.  MI,  p.  247). 

Considérons  les  résultats  cités  plus  liaul. 


(  I»-''  ) 

L'expression  de  1  iiilégrah;  J'j\^l^^^(/.vcljvlcv\\cdc 
la  f'oiietioii  g<Mi«''i-ntr!ce  des  polvnônies  P„,,„  {|(''jien(l<Mit  du 
i'aeleui'  eoiislanl  K,„,//,  (Innl  un  clioix  coin  eiiaitie  peiuieL 
de  les  simpliii(>i\  Si,  au  lii'u  de  l'expression  employée 
par   Didou  pour  ce  facLeui',  ou  [)Ose 


'^  //( ,  ri  —  I        I  , 

/n  .  /i .(  .i  m  +-  n 


/Il  -^  \)  (  /// 


'i  )  {  i  m  -i-  Il 


o) .  .  .{:>.m 


ou   aura,  cojnme  il  est  aisé  de  le  voir,  pour  l'intégrale 
/"y"P^^,,j </,/■<■/)  ,  l'expression 


I) 


m  -i-  «  -i-  r 

F .  3 . 5 .  .  .  (■  rî  /?i  —  I  )  (  '2  /??.  H-  2  U  ?.  /»  -+-  3  "i .  .  .  (  c?  w 


i^ 


X 


plus  simple  (juc  celle  citée  plus  haut.  Par  conséquent, 

eu   ed'ectuaiit  le    développement    d'une  fonction  t[nel- 

conque  de  deux  variables  en  série  ordonnée  suivant  les 

polynômes  P,„^„^  on  obtient  pour  le  coefficient  du  terme 

général   une  expression  plus  simple  et  plus   commode 

pour  les  applications  que  celle  donnée  par  Didon. 

Pour  la  fonction  génératrice  des  polynômes  P,„,„  nons 

aurons,  comme  on  va  voir,  l'expression 

_  1- 
[(I  —  lax  —  2  by  -1-  b-  )  ( i  —  2  by  +  b-)  —  cC-iy"'  —  i )]    -  < 

beaucoup  plus  simple  que  celle  de  J)idon',  elle  est  en- 
core remarquable  en  ce  qu'elle  peut  être  généralisée. 
Donnant  à  cette  expression  la  forme 


(i  —  26  )■  H-  b') 


'.bv^b- 


a-  ^y- 


1/' 


i  —  2  by 

et  introduisant  dans  l'exposant  du  second  facteur  un 
paramètre  arbitraire  |3,  on  tonne  une  nouvelle  expres- 
sion 

[i  —  1  b  y  -\-  b^)     -  I   I  —  '-«.r  —  -iby  +  b-  — 


-      I  —  xa.i 


a^-{y-. 


•i.  b  y 


b' 


(   i^i  ) 
ou  bien 

i  (  I  —  3  /m'  H-  b-)^  [(  I  —  ?,  rt  ,r  —  9.  />  )•  +  />-) 

(  X  (i  —  2  h  y  +  Z;-^)  —  cr-{f'  —  0]    ^      2  \ 

qui  est  à  son  tour  la  fonction  génératrice  des  fonctions 
plus  générales  que  je  désignerai  par  ^m,n{^')  }  ■>  i^)  tit 
qui  se  présentent  sous  la  forme 

'i  +  »i  -h  ri -\- - 

<>        —  C 

—  Ht  _  H   ^■'  / 


T  d'"  (.r^  -f-  r~  —  i)^ 

X 


(,i--  H-  r-  —  1  )''  (/j'" 

^m,n  y  désignant  une  constante.  Ces  nouvelles  fonc- 
tions ùm,n  sont  aussi  des  polynômes  entiers  de  degré 
m  -+-  71,  dans  lesquels  l'exposant  de  x  ne  surpasse  pas  /«, 
et  le  terme  en  x'"j  "  est  le  suivant  : 

r  ?. 3  +  îU^. 3  +  3) . . .  f  T 3  H-  o „?  _  n 

'î"  . : ■ — ! '■ 

m  I 

(  3  -h  /»  +  0  (  3  -h  //?  H-  9  )  .  .  .  (  ;î  +  /;?  -+-  /?)     ,„    „ 

X  — ■ -, — ^ -r'"  y" . 

n  ! 

Les  polynômes  P,„,„  ne  sont  qu'un  cas  particulier  de 
ces  nouvelles  fonctions  Û,;,,„,  qui  correspond  à  ^i  =  o. 

Les  polynômes  ti/„,/,  présentent  la  plus  grande  ana- 
logie avec  les  fonctions  connues 

où  Cl  désigne  une  constante,  a  un  paramètre  arbi- 
traire, /  un  nombre  entier  et  positif.  On  sait  que  les 
fonctions  ttt/  admettent  une  (onction  génératrice  très 
simple 


(  1H-'  ) 

si  l'on  posL' 

_  _i_       (  :î  a  +  1  )  (  '?  a  +  3  )  .  .  .  (  ::!  a  +  9.  /  —  r  ) 

Mais,    en    posant   c/ =  yy— ^>   nous  trouverons  pour   la 

fonction  génératrice  des  mômes    polynômes  une  autre 

expression 

_i  

2»(i  —  o.ax  4-  a^)    '^{i  —  ax  ~\-\/i-  —  'za.v  -\-  a-)"  , 

moins  simple  que  la  précédente.  On  obtient  facilement 
celte  dernière  expression  au  moyen  de  la  formule  de 
Lagrange 

/  =  0 

où  z  est  une  fonction  de  a  et  de  x  déterminée  par  l'é- 
qualion 

Pour  cela,  on  n'a  qu'à  poser  dans  cette  formule 

En  ayant  égard  à  deux  expressions  précédentes  pour 
la  fonction  génératrice  des  polynômes  w/^  nous  pouvons 
écrire  les  équations  suivantes  : 

11  =  ^  .an-/ 

^      a'  I  f/'  (  .r^  —  I  ) 


=  2"  (  I  —  2  rt  J-  +  (7,-  )      ^  (  I    —  rt  a-  +  y  I  —  2  «  o6'  +  «^  j  , 

V^   a'  (2a  +  i)  (2a  +  3)  ...  (2  a  H-  2/—  i) 

Zj  r.   (2a-i-/4-i)(2a  +  /4-2)  ...  (2a-f-2/) 


I  d'  {X-  —    l)"  ^  ^     -(a+i^ 

{X-  --  i)^  dx' 


(  1<^<>  ) 

J)'apiôs  chacune  d'ollcs,  on  peut  déterminer  la  fonction 
génératrice  pour  les  polynômes  Vm,n  et  Û,/,,«. 

Pour  obtenir  celle  des  polynômes  Vm,n,  Didon  emploie 
deux  fois  la  formule  de  Lagrange.  Sa  métliode  peut  être 
encore  appliquée  au  calcul  de  la  fonction  génératrice 
des  polynômes  0„,^„^  c'est-à-dire  à  la  somme 


/H  =  ao   //  =  00 


a'"  />■■'  a, 


Nous  abrégerons  encore  le  calcul  si  au  lieu  de  la  for- 
mule de  Lagrange  nous  employons  imuiédiatement  la 
preuiière  des  formules  (5)  ;  suivant  la  marche  indicpiée 
par  Didon,  nous  trouverons  pour  la  fonction  génératrice 
cherchée  l'expression  qui,  dans  le  cas  |^  =  o,  se  réduit 
à  l'expression  (i)  ou,  ce  qui  rc^vient  au  même,  à 


//' 


{i  —  'i.bY+h'-  )    M  i  —  a.r—bv j^~-{\  —  by—\'ï  —  by  +  b-] 

Mai-,   dans    le  cas    général,   on  obtient  une  expression 
très  compliquée  et  de  peu  d'intérêt. 

Au  contraire,  en  calculant  la  fonction  génératrice  des 
polynômes  0,„^„  d'après  la  seconde  des  formules  (5),  on 
auia  rexpr(!Ssion  (4)  très  simple  citée  ci-dessus.  A  cet 
elïet,  il  faut  prendre  pour  C„,^„  la  quantité 


r)ll         II 

i  ■>.  'f.      r      \\C>'i              ■ 

...(■>  3   i-  m  ) 

m  !  Il 

■     K';^  ^  n  {[-^ -^ --i )  • 

.  .  (  ;i  -r  /fi  ) 

•s^ 

([:l4-m+  0  .. 

.'(^  -+-in  -f-/0 

(6) 

f        X 

l  {■>.  'j-\-'i  m  -h «  +  2) .  .  .  {■?.  [i H-  2  m  h-2  /i-\-i) 

quOn  peut  encore  pn-senler  comme  il  suit  : 

>."       f  9, 3  -H  I U  •<  3  -(-  3  ) .  .  .  (  -î  ^i  +  9.  m  —  I  )  1^  (  3  -f-  ///  -H  /<  -h  i  ) 


m  \  n\  \\  |i  -!-  in  -m  ) 

r  (  •).  3  -t-  ni  -+-  I  )  r  (  9.  [3  -H  ?i  m  h-  // 


X 


r  ^,  2  [i  i-  -À  m  -\-  I  )  r  (  2  fJ  -i-  u  m  -+-  2  /<  4-  2  )  ' 


(  1«:  ) 

el,  ou  supposant  ilahord  ///  coiislanl,  il  faut  cléLeniiiner 
la  soiiiiuc 

^  A"  ■?."  i  fj  -+-  in  -h  }  )  .  .  .  i  ';!>  -^  //i  -+■  n) 

^_^n\   (  :>.  [i  -h  ■.',  ///  -!-//  +  •.<)  ...  (  :>.  [1,  +  ■.>,  //i  +  :>.  n  -t-  i  ) 

Il     0 

1 

?-f-//;-(-«H — 

I  d"  [y-—  I)  ^ 

(r  —  I)       =^ 

La   seconde  des  formules  (5)  donne  immédiatement 
l'expression  simple 

en   posant  dans  cette    lormulc    a  =  [j  h-  ni  -h  |,    et   en 
remplaçant    les    lettres     a",    <^ï,     /    respectivement    par 

On  n'a  qu'à  translornier  l'expression 


V-^ 


a  \"'  (  :<  3  +  I  ~) .  .  .  (  T  3  +  m  ^ 


^  in  !  2'"  \  I  —  2  ^j-  -i-  />-  /        ( Jl  -H  1  j .  .  .  (  [i  H-  /?i ) 

«1=0 

I  (!'"  (,r-  -h  )-2  _!)?+'« 

X    ; :■ : f-, ' 

(,r-  ^-^t-  —  I  y  c/.r'" 

et  la  multiplier  parle  facteur  (  i  —  2/;)  -t-  ^-)  ~'''^"  pour 
avoir  la  fonction  génératrice  demandée.  Pour  transformer 
cette  dernière  somme,  au  moyen  de  la  seconde  des  for- 
mules (5),  nous  remarquons  d'abord  qu'en  changeant  x 


en ■»  faisant  a=  a'  \  i  —  )  -  et  ayantde  plus  égard 

VI— .>"- 

à  l'égalité 

(2a-t-i)(2a  +  3)...  (2aH-2/  — 1) 
(  2  a  4- /  H- I  )  ( 2  a  +  /  +  2  )  .  .  .  ( 2  a -h  2/) 
_    1     (  2  a  H-  i )  (  2  a  -+-  2  K  .  .  (  2  a  -H  /> 
"'   2"'        (a  +  I)  (a  -H  2)  ...  (a-f-  /) 


(  i^^  ) 
cette  formule  deviendra 

(2aH-  i)  (2a  4-  9.)  .  .  .  (2a-h/) 


\^   a''     (2aH-  i)  (2a  4- 
j^r.2'      (a  +  i)(a-t-'. 


2)  ...  (a  -t-  /)    {.f--T-y'-  —  ij^ 


X   — ^^ -j—, =  [i  —  2a  a- — Cl    {y-  —  i)J    '^      ^'• 


En  supposant  ici 


ihy  -\-  b- 


et  en  changeant  les  lettres  /  et  a  respectivement  en    ni 
et  [îi,  nous  aurons  pour  la  somme  cherchée  l'expression 

{i  —  2by  +  b'-y-^^'  [{i—iax  —  ^by  +  ^-) 

x(i  — 2^*^>-+62)— a2()-2— i)]^^'^"^) 

En  la  multipliant  par  (i —  -ihy  -\-  Z>-)~^^^",  nous  ob- 
tiendrons enfin  l'expression  de  la  l'onction  génératrice 
demandée  (4)i  cjue  l'on  peut  présenter  encore  commi;  il 
suit  : 

(l  —  2  6j  +  6-P  [  (  I  —  2«^  —  2  ^^/  +  «-  +  ^■-) 

-(^+1) 

En  posant,  dans  les  formules  (6)  et  (4),  ^  =  05  nous 
obtiendrons  les  formules  (2)  et  (3). 

Donc  les  polynômes  12,m,«  peuvent  être  définis  par 
l'égalité 

(1—2  by  4-  ^-)?  [  (  I  —  2  <7  .r  —  2  by  +  b"-  ) 

X(i— 267  +  6^)- aMj'-')]""  ^^""'^ 

la  sommation  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  de 
m  et  II  depuis  o  jus(ju'à  rinfini.  Voici  quelques-uns  de 


(  \^\}  ) 

ces  polynùmCvS  dans  les  cas  les  plus  simples  : 

"0,0  =  I , 

iv=(«.  +  i)[2(:i  +  2).,---i], 

Lî,^,=  ^''         j  3  '  [(2?  +  T))  x'+  3jcy'-3x], 

122,,  =  (?  +  3)  (2  13  +  l)[(2p  -+-  3)^2^V  +  yS  _  v], 

i2,,2  =  (j3  +  2)(2?  +  i[2(?  +  3)^r-^-j"], 
i2o,3  =  f(?-f-0(?-h2)[2(«.  +  3)73_3r], 

Ces  polynômes,  ayant  la  fonction  génératrice  spéciale, 
ont  des  propriétés  complètement  analogues  à  celles  des 
polynômes  ro/.  Je  ferai  voir,  dans  une  autre  occasion, 
quelques-unes  de  ces  propriétés. 


THEORIE  DES  POINTS  SINGULIERS  DANS  LES  COIRBES 
ALGÉBIUQIES  (<); 

Par  m.  Gh.  BIEHLER. 


TnoisTÈAiE  Partie, 

1,  Cette  troisième  Partie  a  pour  objet  la  construction 
des  branches  paraboliques  fournies  par  une  direction 
multiple  de  points  à  l'infini. 

(')   Voir  même  Tome,  p.  f)7. 


(     1^)0    )  . 

Nous   considérerons   d'abord  le   cas  où   la  direction  ^ 

donnée  est  celle  de  l'axe  des  7'. 

I. 

Soit  toujours 

l'équation  de  la  courbe,  dans  laquelle  les  groupes  homo- 
gènes ont  été  mis  en  évidence  et  leur  degré  marqué  par 
l'indice  dey.  ■ 

Coupons  la  courbe  par  la  droite  x  =  -?  et  formons  le  1 

faisceau  des  droites  qui   joignent  l'origine   aux   points  T 

d'intersection  de  la  droite  et  de  la  courbe.  11  suffit,  pour 
cela,  d'éliminer  -  entre  les  équations 


On  obtient  ainsi  pour  l'équation  du  faisceau 

(    .  ^/>»{-r.y)  +)-./;/;,_,(./•,.)•) 

^ ^ M  +  >--.rV;,-o (.r,  y)  + .  .  .  +  À'«.r"'/o=  o. 

Soit  /  l'inverse  du  coefficient  angulaire  de  l'un  quel- 
conque des  rayons  du  faisceau,  on  aura 

.r  r=  ty. 

Remplaçant,  dans  (2),  j"  par  cette  valeur  et  divisant  les 
deux  membres  par  i'",  il  viendra 

,0.  \/>n{f,  1)4- >.//;„-,(/,  I) 

ou.  eu  posant  d'une  manière  générale f^,{t^^)  =  'f.,{t), 


(  ly  ) 

l'équation  (3)  prendra  la  forme 

( 4 )  'f ,„ {i)'hli '^,„- 1(0  +  '>'' ^' ?/"  -2 ( 0  +  •  •  •  +  À'" f-'" ?o  =  o. 

2.   Lors(|ue  la  (Ir()il(!X=-  s'éloignera  indéfiniment 

de  l'orij^iiu;,  c'esl-à-dire  lorsque  k  tendra  vers  zéro,  une 
ou  plusieurs  valeurs  de  t  devront  tendre  vers  zéro,  s'il 
existe  des  branches  paraboliques  dans  la  direction  de 
l'axe  des  ->  . 

Or,  ré(|uali()n  (4)  développée  devient 


o„  (o)  +  i  o,„  (o)  +  — '^;,  (o)  + . . .  -h  ^  o^;;''  (o) 


(5) 


ht 


i(<J)  +  ^?«,-i(o)-+----H- 


t' 


?^;;^"(o) 


m  —  r 

+  À'"     1/'"--'  I  'fi(o)  +  /o',  (0)J  +  À"'r"'io-=  o. 

11  faut  donc  fpie  'i,„(o)  =  o  et  'i'„(o)  =  o,  pour  que 
l'équation  (5)  puisse  être  satisfaite  [)our  un  système  de 
valeurs  in  li  ni  ment  petites  de  À  et  de  ^,  c'est-à-dire  que 
la  direction  de  l'axe  des  j  soit  une  direction  double  de 
points  à  l'intini,  ce  cpii  est  bien  connu.  L'équation  (5), 
dans  cette  hypothèse,  devient,  après  avoir  été  débarrassée 
du  facteur  t. 


(^) 


I  .  i 


im  (o) 


H-  /. 


fiii  —  i 
m 


,-?/«"  (,0) 


/'O 


iii-~i 


(0)+...] 


_L  }/«    \t"'  -  -  I  Ci,  (O)  ■+-  /  o',  (o)]  +  X"'^'"-'  ço  — o. 
On  peut  écrire  cette  équation  sous  la  forme 
I 


(7)  i 

on  en  tire 


1 .2 


T /" 


(o) 


a 


+  À['^„,_.,(,o)  -|-fi]=:o; 
.  -1(0)  +ê 


—  '■?«,  (<J)  + 


XX; 


(  4y2  ) 

7.  et  [ii  sont  des  sommes  de  termes  qui  renferment  tous 
soit  f ,  soit  A  en  facteur. 

Quand  A  tend  vers  zéro,  une  seule  racine  t  de  l'équa- 
tion (6)  tendra  vers  zéro,  et  la  formule 


(8) 


V"'-i 


(o) 


xX 


7^  'f /"  (o) 


en  donne  une  valeur  approchée,  en  supposant  que  'f',„(o) 
et  tt,„_i(o)  soient  dillérents  de  zéro. 

L'interprétation  géométrique  de  ces  résultats  est  très 
simple. 

Soit  OA  {Jis,.   i)  la  quantité  r-;  à  mesure  que   A  di- 
minue, la  droite  AM  parallèle  à  l'axe  desj)  s'éloigne  de 

Fig.    I. 

is;' 


A    r 


l'origine;  sur  cette  droite  se  trouve  un  point  M  de  la 
courbe  qui  est  donné  par  l'intersection  de  AM  avec  un 
rayon  O.M  très  voisin  de  Oy\  ce  rayon  a  pour  coellicient 
angulaire  l'inverse  de  la  racine  intinimt-nt  petite  repré- 
sentée par  la  formule  (8).  Quand  \  diminue,  le  point  M 
engendre  la  branche  MjV,  et  la  région  dans  laquelle  se 
trouve  cette  branche  est  donnée  par  le  signe  du  rap- 
port ^"',""'       '  Lorsiiue  A  chansc  de  sitruc,  la  racine  infi- 


(   19'>  ) 
niaient  petite  change  aussi  de  signe  et  donne  la  l)ranclie 
M']N'  située  de  l'autre  côté  de  l'axe  de  y.  La  figure  est 
construite  dans  l'iiypotlièse  où  le  coellicient  de  A  dans  la 
formule  (8)  est  positif. 

Supposons  maintenant  que  '-p,„_,  (o)  soit  toujours  dif- 
férent de  zéro  et  qu'un  certain  nombre  de  dérivées  de  la 
fonction  z>„i[t)  soient  nulles  pour  t  =  o-^  soient 

tj.';„(o)  =  o,      ...,     c.ir''(o)  =  o     et     ol,r(o) 
L'équation  (6)  prendra  la  forme 


>^o. 


(9) 


tf- 


V! 


+  À[?,»-i(o)  +  p]  =  o, 


a  et  1^  renfermant  dans  tous  leurs  termes  soit  f,  soit  ).  en 
facteur. 

Si  <7  —  I  est  impair,  une  seule  des  (/  —  i  racines  infi- 
niment petites  de  l'équation  (9)  qui  tend  vers  zéro  en- 
gendre une  couibe  dont  la  forme  générale  est  analogue  à 
celle  de  la.  fig.  i . 

Si  (/  —  I  est  pair,  deux  des  racines  de  l'équation  (9) 
sont  réelles;  elles  sont  de  signes  contraires,  mais  il  faut 

Fig.  i. 


pour  cela  que  X  ait  reçu  une  valeur  dont  le  signe  soit 
celui  du  rapport  —  -"L7i\  \  5  dans  ce  cas,  la  courbe  af- 
fecte  une  forme  semblable  à  celle  de  \a  fig.  2. 


(     4ç)-1    ) 

',].   Supposons  maintenant  que  'f,i,_i  (o)  =  o. 

L'équation  (6)  ne  s(!ia  satisfaite  pour  de  petites  va- 
leurs de  A  et  de  t  qu'autaut  que  'fm(o)  =  o,  ^'„j(o)  =  o, 
o"^(o)  =  o;  e'est-à-dire  que  la  direction  de  l'axe  desj' 
doit  être  triple. 

Dans  ce  cas,  l'équation  (6)  prend  la  forme 


-?',«(<>^ 


>•[?'.,-,  «>)  +  M  =  o, 


et  l'on  obtient  encore  des  branches  paraboliques  ana- 
logues à  celles  de  la  fig.  i . 

Mais  si  o,„_i(o)  =  o  avec  cp^^,  (o)  =  o,  et  si  '■p'^„_,(o) 
est  aussi  nul,  l'équation  pourra  s'écrire 


(co)       / 


— -T  '^l  (o)  +  '^ 


+  ).^['>_,(o)  +  ?]=r.o, 


et  la  racine  infiniment  petite  t  engendre  les  brandies 

M^i ,  M'JN'  (  fi'g.  3  ),  situées  de  part  et  d'autre  de  l'axe  des  y 
"t  dans  des  régions  opposées  du  plan  ^  \ajig.  3  a  été  cou- 


Fii 

.  3. 

./ 

/ 

A'; 

0 

A 

/ 

fV 

m/ 

J^ 

struite  dans  l'hypothèse  où  le  rapport  j"!„  '        est   né- 
gatif. 


(  Mp  ) 

-4.   Considérons  maintenant  le  cas  où  l'on  a 

cp„,(o)=o,     '^',„{o)  =  o,     ({-';„  (o)=o, 

?"«  (o)  =  <»  '      ?'/«  (o)  =  ^  o , 

?«, -i(c>)- «>,    'i',„_,((j)— o,    'f';„_,(o)^o   avec   <&,„._2(o)^o; 

l'équation  (6)  deviendra 

(11)  ^^i^  +  X^'^-^lif^+).2^^,,.^(0)  +  -;=^0, 

-1 .  I .  'i 

Y  étant  une  somme  de  termes  qui  sont  tous  infiniment 
petits  devant  les  trois  premiers. 

Si  l'on  pose  /;  =  t  X  A,  l'équation  (ii)  aura  tous  ses 
termes  divisibles  par  A-  et  pourra  s'écrire 

(12)  --  — 7-j H  •:  —~ h  'f  ,„_2  (o)  +  -'  =  o, 

y' étant  une  somme  de  termes  qui  renferment  tous  A  en 
l'acteur. 

Quand  A  est  très  petit,  la  fonction  -  a  une  valeur  aussi 
voisine  que  l'on  veut  de  la  valeur  dr,  l'une  des  racines  de 
l'équation  du  second  degré 


-4  .  1.2 


Soient  To  et  -)  les  racines  de  l'équation  (i3). 
Si  To  et  T,  sont  réelles  et  inégales,  les  valeurs  des  deux 
racines  de  l'équation  (i  i)  qui  tendent  vers  zéro  sont 

^  =  To  X  À,      ^  =  -,  X  ).. 

Si  ~o  ^'^  ~i  sont  de  même  signe,  on  obtient  une  dispo- 
sition des  branches  analogues  à  celle  que  présente  la 

Si  To  et  Ti   sont  de  signes  contraires,   on  obtient  la 


(   19<>  ) 
Lsijig.  4  a  été  construite  dans  l'hypothèse  où  Tq  et  T) 
sont  positifs. 

Si  les  racines  de  l'équation  (i3)  sont  imaginaires,  il 


Fig.  4. 


Fifî.  5. 


vN' 

SI 

; 

ivijv 

/ 

M 

A'; 
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A 

ce 

N^y 

N 

\' 

/\;  ' 

n)\ 

n'y  a  pas  de  branche  parabolique  réelle  dans  la  direc- 
tion de  l'axe  des  j^. 

Enfin,   si  les  racines  de  l'équation   (i3)  sont  égales 


lig.  f). 


y 


entre   elles,    l'équation  (12)   pourra  se  mettre  sous   la 
forme 

?");(o)  ('  -  T,)^'+  AX  4-  BX^  +  . .  .  =  o; 


les  deux  valeurs  de  t  qui  ont  pour  limite  To  ont  donc 


(  lo:  ) 


pour  valcius  approchées 


'=^"^v/s(^"'' 


et,  par  suite, 


t  —  -z, 


'  —  A  , 


•'-\/rtw'' 


Ces  deux  racines  donnent  naissance  aux  branches  para- 
boliques de  ]a  Ji^.  6. 

5.  La  discussion  complète  de  l'équation  (6)  dans  le 
cas  où  o^_o(o)  est  dilTérent  de  zéro  se  fait  comme  la 
discussion  de  l'équation  (ly)  de  la  première  Partie  {*)'■, 
nous  n'insisterons  pas  davantage  et  nous  nous  bornerons 
à  remarquer  c[ue  cette  étude  ne  nous  donne  que  deux 
nouvelles  formes  de  courbes,  comme  nous  l'avons  déjà 
vu  pour  les  brandies  qui  se  croisent  à  l'origine  :  ce  sont 
celles  que  présentent  les  y?^.  y  et  8  ;  elles  sont  fournies 


Fig.  7. 


Fig.  8. 


pai  des  valeurs  approchées  des  racines  de  l'équation  (6), 


(')  Voir  A'ouvelles  Annales  de  Mathématiques,   2"  série,  t.  XIX 
(novembre  i88oj. 

y4nn.  de  Mf7Chémnt.,  -y.^  série,  t.  XX.  (Novembrfi  i88i.)         3?. 


(  i'.)'^  ) 
de  la  lorme 

^  =  S  -(.  X  À , 

pour  des  valeurs  paires  de  «^  la  Jig.  y  convient  au  cas 
où  To  et  T,  sont  de  même  signe,  et  la  fiiç.  8  au  cas  où  Tq 
et  T,  sont  de  signes  contraires.  Dans  la.  Jig.  8,  les  quatre 
branches  MjN,  M'jN',  M)N,,  M\1S\  sont  fournies  par 
cpiatre  racines  difFérentes-,  dans  la  fig.  -,  au  contraire, 
deux  racines  infiniment  petites  fournissent  les  quatre 
branches. 

jNous  allons  passer  maintenant  au  cas  où  la  direction 
multiple  des  points  à  l'iatini  est  autre  que  celle  de  l'axe 
des  y.  {j4  suivie.) 


TIIÉOUÈMËS  SUR  LES  COIRBËS  ALGEBRIQUES-, 

Par  m.  WEILL.  - 


Considérons  une  courbe  algébrique  représentée  par 
l'équation 

Cherchons  les  abscisses  des  points  où  elle  est  rencon- 
trée par  une  droite 

V  ■=^  ax  4-  b\ 

l'équation  qui  donne  ces  abscisses  sera 

o  =  .r '"  o,„  (  I ,  a )  +  a-'"    '  (  ^ ?'/»  +  ?/«-!) 
b^    „         ,    ,  \ 


Désignonspar.Xi  ,./j, .  .  .,.^'//;  ^^^  racinesde  cette  équa- 
tion; la  somme  des  carrés  des  différences  de  ces  racines 


(  i\)[)  ) 

])iises  (I('ii\  ;"i  deux  csl 

—  :>.  ///  (.r,  .r.  +  ,r, ./■■,  H-  ...  j  —  /-. 

La  somme  des  carrés  des  distances  rautuelles  des 
points  de  rencontre  de.  la  sécante  avec  la  courbe  est 
('•gale  à  /i-'i  -{-  (i-)^  c'est-à-dire  à 


[• 


h' 


^?m^l 


(  I  '\-  a-  )  I   ■ — :^ ■ 2  m 

(?"')"  'f/K 

Nous  allons  tirer  quclqucîs  conséquences  de  celte  foi- 
mule.  Elle  montre  d'abord  que  si  l'on  coupe  par  une 
droite  une  série  de  courbes  dans  lesquelles  les  termes  de 
degré  le  plus  élevé  7?i,  ainsi  que  les  termes  de  degré 
{m  —  i)  et  (/« —  2)  sont  les  mêmes,  la  somme  des  car- 
rés des  distances  mutuelles  des  points  où  la  sécante  r(;n- 
contre  cliacune  des  courbes  est  la  même.  Cherchons  les 
courbes  pour  lesquelles  la  somme  des  carrés  des  distances 
mutuelles  des  points  de  rencontre  avec  une  série  de  sé- 
cantes parallèles  reste  la  même;  il  faudra,  dans  la  for- 
mule, annuler  le  coeflicient  de  b-  et  celui  de  /».  On  a  alors 
les  relations 

(  /n  —  1  )  (  '•?',„)"  —  "i  'i,n  '^',n  —  O, 

{m—\  )  'f',„  o„,„,  —  m  ':.,„  o^„ .  _ ,  t=  o. 
On  en  déduit 

Par  une  transformation  de  coordonnées,  on  peut  rame- 
ner l'équation  de  la  courbe  à  la  forme 

r'"-^'-?,„-2(-^,,r)  +  - • -  =  0. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 


(  5(>()  ) 
Théorème.  —  Lorscjue  V ètjuation  d'une  courbe  peut 
se  ramener  à  la  forme 

r'"+c2,„_,(a:-,r)+. .  .  =  o, 

la  somme  des  carrés  des  distances  mutuelles  des  points 
oii  une  sécante  rencontre  cette  courbe  reste  constante 
quand  la  sécante  se  déplace  par  ail  élément  a  elle-même. 
Les  courbes  dont  l' équation  réduite  est  de  la  forme 
indiquée  sont  les  seules  qui  jouissejit  de  cette  propriété 
géométrique. 

Remarque.  —  On  peut  observer  que,  pour  les  courbes 
dont  il  s'agit,  le  centre  des  moyennes  distances  des  points 
où  une  sécante  quelconque  rencontre  la  courbe  est  sur 
une  droite  fixe. 

Si  l'on  clierclic  les  conditions  pour  que  la  somme  des 
carrés  des  distances  des  points  où  une  sécante  rencontre 
une  courbe  soit  nulle,  on  trouve,  d'après  la  formule  éta- 
blie plus  haut,  qu'il  faut  que  l'on  ait  pour  forme  réduite 
de  l'équation  delà  courbe 

.v'"  +  'f,„-s(.^^  .!■;)  +  . .  .-=0, 

cL  l'on  a  le  théorème  suivant  : 

THÉOTii-;ME.  —  Etant  donnée  une  courbe  dont  l'équa- 
tion réduite  est 

>'"'  +  '>   3{^r,r)-h.  ..  =  o, 

la  somme  des  carrés  des  distances  mutuelles  des  points 
oit  une  sécante  quelconque  rencontre  la  courbe  est  tou- 
jours nulle,  et  c'est  la  seule  courbe  jouissant  de  cette 
propriété. 


(  5"I  ) 

EXEUCICES  UE  CALCUL  ALGÉBKIOIE  ; 

Tau  m.  s.  REAIJS. 

1 .  Question.  —  Dcsignunt  par  P  la  somme  de  deux 
carres  premiers  entre  eux,  et  par  n  un  entier  positif 
i/uelco7i(/ue,  démontrer,  par  un  calcul  direct,  (pie  le 
nombre  9P"  est  la  somme  de  trois  carrés,  premiers 
entre  eux  par  rapport  à.  P. 

Solution.  —  Soit  P  =  p-  +  (f-.  On  a,  pour  les  pre- 
mières valeurs  de  n, 

9  P  =  (2/J+  7)H-  4  {p—  q)-+{p  +  'i^Y, 

9  p^  =  4  {p'  +  pq  -- (f- Y  +  4  ip'  —  'ipq  —  q'Y  +  (/>'  +  ^pq  —  q-f^ 

9  p^  =:  (  np'^  +  3/>Vy  —  Qpq^  —  ^3  )-  -}-  4  {p^  —  "^p'q  —  ^pq''  +  q'^  Y 

4-  (/>■•*  +  6p'q  —  3pq''  —  2  rfy, 

9  P^  =  4 ip''  +  2yj3<7  —  6pY-  —  2/>v'  ^q*Y 

-+-  4  ip''  —  ^p^q  —  ^p-q-  +  ^pq"  -+-  7*  Y 

-+-  {p'*  -+-  Sp^q  —  6p'-c/-  —  Spq^  —  q'*}'-, 
9  P^  =  {2p-'  +  ^p'^q  —  lop^q-  —  I op-q-'  +  I opq*  -h  q-'  Y 

+  4  (/>"—  5/>V/  —  iop^q'^-\-  lop'hf^  ^opq'  —  <y')- 
+  (/>■'+  loy^V/  —  \op^q-~  2op'^q^-i-  bpq*  ^  27^)-, 

La  formule  générale,  constituant  la  solution  de  la 
question  proposée,  est  comme  il  suit. 

Soient  7Z,  /z,,  n^,  Ji^,---  les  coefficients  binomiaux, 
en  sorte  que 

(i  4-i)«=zi  +  «  +  «1+  «aH-  ...  +«!+«  +  !, 

et  soit  fait,  pour  abréger, 

Q  :=  2p"  +-  np"-^q  —  2nip"^''q' —  n-^p'^^^ q-^  +  ^n^p'^-^q' -h  .  .  ., 
R— /j"— /?y)"-'-7  — /j,y?"--7'-4-  «o/>"-^7^-[-  n.,p"-'* q'^-^  .  .  ., 
S  :ir:yv"-T-  2np"^^q  —  n^i>"^(f- —  ■< //,/>"' '«y^  +  "3/'"^    *'/'+  •  •  •  ' 


(     JO'J.     ) 

ou  aura,  pour  toute  valeur  entière  et  positive  de  «, 

Note.  —  Pour  éviter  tout  malentendu  dans  l'applica- 
tion de  la  formule  générale,  nous  ajouterons  les  observa- 
lions  suivantes  : 

]"  Dans  les  polynômes  Q  et  S,  les  signes  des  deux 
premiers  termes  sont  positifs,  ceux  des  deux  termes  sui- 
vants sont  négatifs,  ceux  du  cinquième  et  du  sixième 
termes  sont  jiositifs,  et  ainsi  de  suite,  en  alternant  de  deux 
en  deux  termes.  Dans  le  polynôme  R,  le  signe  du  pre- 
mier terme  est  positif,  ceux  des  deux  termes  suivants 
sont  négatifs,  ceux  du  quatrième  et  du  cinquième  terme 
redeviennent  positifs,  et  ainsi  de  suite. 

2"  Dans  le  polynôme  Q,  les  coefficients  n-2,it+f,  d'in- 
dice impair,  sont  multipliés  par  2;  de  même,  dans  le 
polynôme  S,  pour  les  coeflicients  «2/7/-)  d'indice  pair. 
Dans  l'expression  de  R,  les  coefficients  //,  /?,,  //o,  ...  se 
suivent  tels  qu'ils  se  présentent  dans  le  dév('lop[)ement 
du  binôme,  au  signe  près. 

La  vérification  de  la  formule  en  question  est  un  utile 
exercice  que  nous  proposons  aux  jeunes  élèves.  On  peut 
y  procéder  de  deux  manières,  savoir  :  en  constatant  di- 
rectement qu'il  y  a  idiuitité  entre  les  deux  membres 
développés,  ou  bien  en  faisant  voir  (jue,  si  la  ri'latiou 
subsiste  pour  uue  valeur  donnée  de /z,  elle  subsiste  encore 
pour  les  valeurs  /z  -[-  i ,  /i  H-  :*.,•••  • 

2.  Cliangiîons,  dans  les  idi-ntités  ci-tlcssus,  q  vu 
(f  \J^ —  1  ;  il  nous  viendra 

9 (/'' -  r )  -^ ( 2/'  +  ^/ V  —  ' )'  +  4 {p  —  'j\-'f  ■+- \p  +  -^ 7 V  -^)' ' 

et 


(  :>../,  ) 

//,  <i' ^  i>'\  y",  //',  ij"'  (''Laiit  (lcl(!rmiii(''s  dirccleiiR'iiL  ru 
Ibiicliou  (l(;  p  et  (j . 

xMoyeimaul  des  valeurs  couvcuabics  de />  et  <y,  l'ex- 
pressiou />-  —  if-  peut  i(;piéseuler  tout  nombre  impair 
donné;  ou  a  iloue  ce  théorème  que  :  la  puissance  n'-*'"^^ 
d'un  nombre  impair  quelconque ,  étant  multipliée 
par  9,  est  la  somme  des  carrés  de  trois  nombres  entiers 
complexes^  que  l'on  peut  détcrndner  directement . 

En  partieulier 

+  ['>  + ■'■(/^  — i)v  — ']'' 
9(2/>— 1)2=  4[(2y/^— 2/>  +  i)  +p{p  —  \)\~yY 

+  4  [  (  ip-  —  2y;  +  I  )  —  2/>  (/>  —  1  )  V'—  '  J  " 


[{■^.p-—-îp  +  i)  +  4P  (p  —  0  V^— iJ"- 


L'identité 


.r  —  I     / 

^  V  —  ' 


.r-  +  1         .r  —  I     ; 


en  y  désiguant  par  x  un  nouibre  entier  quelconque, 
exprime  une  proportion  plus  générale,  <à  savoir  que  : 
tout  nombre  entier  est,  par  une  décomposition  directe, 
la  somme  des  carrés  de  trois  nombres  rationnels  com- 
plexes. 

On  peut  aussi  écrire 


2.3 


■r  -y-  z 
3 


.'^^] 


]\ous  n'avons  pas  besoin  de  rappeler  que  l'on  entend 
\mr nombre ratio/inel com/de.reVG\pvcssion  a  -h  b  y  —  i , 


(   5o4  ) 
dans  laquelle  a  et  h  sont  des  quantités  rationnelles.  Si 
a   aX  h  ont  des  valeurs   entières,   la   même   expression 
prend  le  nom  de  nombre  entier  complexe. 

3.  Des  relations  inscrites  au  n°  1,  on  passe  facilement 
aux  suivantes  : 

i8P  .:=(3y.-ry)^+(4ry)^+(3/>-^7)^ 

l8  P2  =  (3/?2_  o^prj  —  Zq'-Y+  {8pqY  +  {3p^-  —  2pg  —  Zcf-f, 

i8P3  =  (3/>^-3y.Vy-9/.ry^+ry^)-^  +  [4ry(3/>^-^-^)P 
+  (  3yr*  +  3yy^^  —  Ç)pff  —  rf  y\ 

18  P^  r=  (3y>^—  \p^q  —  i8y^2^^  +  4yV+  37*)^ 

+  (3/?*+  [^p^q  —  iSp^q^—l^pq^—3q'Y, 
18  P^  =:  (3y>^ —  5/>*^  —  3op^q^-\-  iop^q^-\-  i^pq* —  q'")'^ 
+  [47(5/>*-ioy^V+ry*)]2 
+  (3/>5  +  5/>*7  —  3op^q'- —  10 p^q^-+-  i5pq*-+-  q'^)'-. 

dont  nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  formuler  la  loi. 
Elles  renferment,  comme  on  voit,  la  solution  d'une 
question  analogue  à  la  précédente. 

On  obtient  ici,  en  particulier,  l'identité  assez  remar- 
quable 

2  {Ç>p  -  ,  )  ^[p  -  I  3y^  _  ,  )  ^  ir7]2  -^i'^pY-  4_  [;,  +  (  3y>  -  .  )  ^  ~J', 

comprise,  du  reste,  dans  la  formule 

2  y  (6/-  — 7)  ^T/J-  (3yJ  —  7  >  V  — ']' -^  (4/^)' -^  t -r- (3y^  —  ry  ) V ^^J- 

4.  On  a,  par  identité, 

2P«=R2  +  T^ 

P  et  R  étant  les  mêmes  quantités  que  ci-dessus  (n°  1), 
et  T  se  déduisant  de  il,  par  le  changement  de  q  en  — q. 
Écrivant 

yP":^   4K2^H  |T-  ,-  I'", 


il  en  résulte,  dans  1«;  cas  où  ji  est  un  nombre  pair,   une 
nouvelle  solution  de  la  question  considérée  au  n"  1. 
Il  se  présente  ici  l'i'galité  évidente 

•'■  {''-p  —  ')  =- 1  /'  —  (/^  ~  0\  ^1'  +  Vp  +  (/'  —  ')v  —  ']'' 

par  où  le  double  de  tout  nonil)re  impair  est  représenté 
par  la  somme  des  carrés  de  deux  entiers  complexes  c(jn- 
jugués;  et  l'on  a,  de  même, 

2.3  (?.y>—  i)--\{p+i')  —  {p—9.)\  —  1 1'-+-|(/^  +  i)  +  ^/'  — ^)V -^J'' 
2 . 5  (•?/;—  i)  =  \{p -f- 2)  —  (/)  —  3)  \'^Y+Up  +  2 )  +  (/^—  3) V  —  i J% 
2.7(2/>— r)=:[(/>  +  3)  — (y^  — 4)v'^]'  +  [(/j  +  3)  +  (/>  — 4)V  — iJ"' 

2  (2 /a  —  i)  (2yj—  1)=  lip  -f-  A  —  I)  —  ip  ^)  V  -']' 

H-  [(/>  +  A  —  i)  +  (/>  —  // )  v^—  i]'' 

ou,  sous  foinie  plus  simple, 
8 j;v-  =  I  (.r  +  y)  —  ( J:  —  r)  ;'—  i]"  +  [(x  +  j-)  +  (j?  —  r)  v/—  i]". 

5.  Les  résultats  qui  précèdent  peuvent  être  généra- 
lisés à  dilïérents  points  de  vue,  ce  qui  fournira  de  nou- 
veaux sujets  d'exercices  pour  les  élèves. 

Nous  nous  bornons  ici  à  remarquer  que  les  formules 
relatées,  étant  de  simples  identités  algébriques,  sont  in- 
dépendantes de  toute  hypothèse  préalable  à  l'égard  des 
quantités  p  ni  q .  Les  formules  générales,  où  ji  reste  in- 
déterminé, sont  même  indépendantes  de  la  condition 
que  n  soit  un  entier  positif,  puisque  les  relations  éta- 
blies entre  les  coefficients  binomiaux  /;,  «i,  «2,  n.i^  .  .  . 
ressortent  des  opérations  à  faire  pour  la  vérification  des 
mêmes  formules,  et  ne  sont  pas  une  conséquence  de  l'hy- 
pothèse que  n  soit  entier  et  positif.  Il  suffit  donc,  pour 
que  l'égalité  subsiste  entre  les  deux  membres  de  chaque 


(  5(.()  ) 
lormulc  générale,  cjue  les  développenieiits  en  série  soient 
convergents.  Or,  lorsque  n  n'est  pas  un  entier  positif,  les 
séries  illimitées  Q,  R,  S,  T  sont  visiblement  conver- 
gentes, toutes  les  fois  que  le  développement  de  P"  est 
lui-iuème  convergent. 

Considérons,  par  exemple,  la  formule  générale  du 
n°  4,  relative  à  la  décomposition  de  aP"  en  deux  carrés, 
et  écrivons 

P«  ==  /y2«  (^i  +  „  ^  +  „,  ^  +  «,  £!  -H   .  .  .\  =r/>^«P', 

\        p-        p*        p'         ' 

V  P  P'  P  J 

\  P  P-  73  / 

où  l'on  suppose  p-  ^  //-.  La  relation 

2P'r=R'2+T'2 

aura  lieu  identiquement  entre  les  quantités/?  et  q,  quelle 
que  soit  la  valeur  réelle  de  n\  il  en  sera  donc  de  même 
à  l'égard  de  la  relation 

2P"  — R2  +  T2, 

que  nous  avons  rapportée  ci-dessus,  en  y  considérant  n 
comme  entier  et  positif. 


SIR  LE  MOIIVEMEÎVT  \E1\TIC\I,  D"ll\  POINT  PESANT 
DANS  IN  MILIEU  RÉSISTANT; 

Pau     m.    Mmiuce    D'OCAGNE, 
l'^lijve  lie  l'I-^inlt^   I'iiIn  .iNliniiiiK'. 


4.  On  sait  (pie  la  loi  du  mouvement  vcutic-al  d'un  point 
pesant  dans  un  milieu  résistant  est  différente  selon  que 
le  tnouvemenl   est  dcscendaul  un  asct-ndanl 
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Ci'llCxNotc  a  pour  but  de  faire  couiiailre  uju;  propriélé 
eommune  à  ces  deux  mouvements.  Cette  propriélé  n'est 
autre  que  l'expression  de  la  loi  qui  lie  les  espaces  par- 
courus par  le  mobile  dans  des  temps  égaux. 

Nous  supposons  la  résistance  du  milieu  ambiant  pro- 
portionnelle au  carré  de  la  vitesse. 

2.  MoLiveitient  descendant.  —  Considérons  les  espaces 
successifs  parcourus  jiarle  mobile  pendant  des  intervalles 
de  temps  égaux  t.  Soient  «„_,  et  a„  deux  de  ces  espaces 
consécutifs.  En  appelant  g  l'intensité  de  la  pesanteur 
dans  le  vide,  K  la  constante  de  résistance  du  milieu  con- 
sidéré, nous  avons  le  tliéorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  somme  e  ^'  H-  e'*'  est  constante  et 
indépendante  de  la  intesse  initiale  du  mobile. 

En  appelant  v'o  la  vitesse  initiale  du  mobile,  on  sait 
que  la  loi  du  mouvement  descendant  est  donnée  par  la 

formule 

€£  _£-' 

;  =  —  lo"- 


2K 


que  nous  pourrons  ecrn-e 


Nous  poserons,   pour  simplifier  l'écriture,  é^=z.,  et 
cette  formule  deviendra 


Si  3  et  f  sont  pris  pour  représenter  l'espace  et  le 
temps  correspondant  au  point  de  séparation  des  segments 
'j.„    ,    et   ff.„,    nous   avons,    par    application    de   la    for- 


(  5o8  ) 
mule  (i), 

■>.  K  r^  ■=  z^--  (  K  +  r„)  +  s-  f '--)  (  K  -  r„) 

Additionnons  ces  deux  dernières  égalités  membre  à 
membre;  il  nous  vient 

/  z-g,,^,  z^-:„ 

ou 


iKU    ^ 


Vr=[e'(K^r;)+s-nK-r„)](;^^^-e-). 


Divisant  cette    égalité    par   l'égalité    (i),    membre  à 
znembre,  nous  avons 


^+--^ 


ou  encore 


K-        I     ^  K-  —  ^  K 


La  valeur  du  second  membre,  ne  dépendant  que  de 
quantités  fixes,  est  constante.  De  plus,  la  valeur  de  cette 
constante  est  indépendante  de  la  vitesse  initiale  v'q.  Le 
tbéorème  est,  par  suite,  démontré. 

liemaniiic.  —  En  appelant  v.  l'espace  parcouru,  au 
bout  du  tcnijis  t,  par  le  inobib*,  à  partir  de  sa  [)ositiou 
initiale,  loisqu'on  le  laisse  tomber  sans  lui  imprimer  de 
vitesse,  on  a 

£J  S2  fîl 


(  '■^"9  ) 

On  a  ainsi  une  nouvelle  expression  delà  constante 

3.  Mouvement  asccndanl.  —  En  conservant  aux  di- 
verses lettres  la  même  signification  que  dans  le  numéro 
précédent,  on  a  encore  : 

Théorème.  — ]-,a  sommée  ^'  -he'*'  est.  constante 
et  in(l(''f)enrlante  de  la  vitesse  initiale  du  mobile. 

On  sait  que  la  loi  du  mouvement  ascendant  est  don- 
née par  la  formule 

j.           rosin-^+Kcos|' 
z  =  —  loir ; , 

que  nous  pouvons  écrire 

—  ""t  '^t 

(  9.  )  Ke^'  =  ('o  siii  %.-  +  K  cos  ^--  • 

K  K 

Si  :;  et  Z  sont  pris  pour  représenter  l'espace  et  le 
temps  correspondant  au  point  de  séparation  des  seg- 
ments cr„_,  et  a„,  parcourus  consécutivement  par  le  mo- 
bile dans  le  temps  t,  nous  avons,  d'après  la  formule  (a), 


K  K  ' 


et 


Ke    ^'     "  Cosin  p  (f  + -:) -l-K  cosf^(/ 4--). 

Additionnant  ces    deux  égalités  membre  à  membre, 
nous  avons 

K\e     *^'      +e    •*'      I  =9,  ('o  sin^cos^ +îiK  cos^cos^ 

£!'~  [        .     si  "'t 

z:=.  3  cos^l-  Cn  sin  '^r-  -\-  Kcos  %^ 

K  \  K  K 

Divisons  celte  dernièi-e  éi;alit«^  par  l'égalité  (  -j.  \  membre 


(  ■'""  ) 

à  in(Mul)ic' ,  il  nous  vient 


•^  'i  rns  -— 
K 


K 


La  valeur  du  second  membre,  ne  dépendant  que  de 
quantités  fixes,  est  constante.  De  plus,  la  valeur  de  cette 
constante  est  indépendante  de  la  vitesse  initiale  i'o.  Le 
théorème  est  donc  démontré. 

Nous  mettrons  cette  constante  sous  une  forme  qui  se 
rapprochera  plus  de  celle  que  nous  avons  obtenue,  dans 
le  cas  du  mouvement  descendant,  en  remarquant  que 

?.ros-f^  z=ie^^        -h  e    '^ 
K 

4.  Résumé.  —  En  définitive,  lorsqu'un  point  pesant  se 
meut  verticalement  dans  un  milieu  résistant,  dans  un 
sens  ou  dans  l'autre,  on  a 

la  constante  C  étant  indépendante  de  t'o- 
Posant,  d'une  manière  générale, 

nous  écrirons  la  formule  précédente 

Ë^  +  E„  =  C. 
Nous  avons  donc 


De  niênic, 


(  ■"'  ) 


..^c-jî- 


et  encore 


Nous  voyons  ainsi  comment  sont  liés  E.,^  clE,,  et  par 
suite  y.;i  et  a, . 


COXCOIRS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NAVALE  EN  1880. 

Composition  de  Géométrie  et  Statique. 

1°  Qéométrie.  —  Exposer  l)rièvemeiit  la  suite  des 
théorèmes  qui  conduisent  à  la  mesure  du  volume  d'un 
parallélépipède  quelconque;  faire  ressortir  l'encliaine- 
ment  de  ces  propositions;  insister  sur  ce  qu'on  entend 
par  la  mesure  d' un  volume. 

Comme  application,  calculer  le  poids  d'uu  parallélé- 
pipède rectangle  dont  la  hauteur  /i  =  i'",352,  dont  la 
base  B  =  2'"'',365s>.4,  t't  doat  le  poids  d'un  décimètre 
cube  est  0*^^,661 . 

2"  Statique.  —  Soit  un  triangle  équilatéral  pesant 
ABC,  dont  le  côté  est  égal  à  «,  et  qui  n'est  susceptible 
de  se  mouvoir  que  dans  uu  plan  vertical.  Au  milieu  Al 
du  côté  AB,  on  attache  un  fil  de  longueur  OM  =  /,  dont 
l'autre  extrémité  est  fixée  en  un  point  O  d'un  mur  ver- 
tical \  \'",  la  tension  du  fil  donne  lieu  à  une  force  T  a[)- 


(  •■>'•'-  ) 

pliquée  en  M  au  triangle  ABC  dans  la  direclion  de  MO; 
le  sommet  A  s'appuie  sans  frottement  sur  le  mur  verti- 


cal \'V',  c'est-à-dire  que  la  réaction  du  mur  donne  Heu 

à  une  force  normale  ]N ,  appliquée  au  sommet  A. 

On  demande  de  trouver  les  positions  d'équilibre  du 

triangle  ABC. 

Tracé  graphique. 

Étant  donnés  un  point  («,  a')  et  une  droite  (B,B'), 


Q/ 


J    P 


dont  les  positions  sont  déterminées  comme  il  suit 

art  r=  0'",0t20,       a/>  =r  0"',0035,       P  ^r.od^ySo, 
otrt'  —  o'",  0,^)0,       ar/ ::.;  o"'.Ol55,       Q  =:  60", 


(  ■""■•  ) 

i"  Mener  par  le  point  [(la)  une  droile  (XX')  perpen- 
(lieulairc  à  la  droite  (  iîlV)  et  faisant  avee  la  ligne  de  terre 
un  angle  o  =  49"  i 

2"  Construire  la  plus  eourte  distanee  de  la  droite  (liB') 
et  de  la  droile  (XX'); 

3*^  Construire  sur  cette  plus  courte  distancée  et  sur  les 
deux  droites  (BB'),  (XX')  un  parallélépipède  rectangle, 
dont  les  côtés,  pris  respectivement  le  long  de  (BB'j  cl 
de  (XX'),  aient  pour  longueurs  o'",  o3o  et  o'",o35. 

Remarque.  —  Le  problème  admet  plusieurs  solutions  -, 
on  choisira  celle  des  droites  (XX')  qui  est  la  moins  in- 
clinée sur  le  plan  horizontal,  et  pour  parallélépipède 
celui  qui  est  le  plus  en  haut  et  à  gauche. 

Composition  d'' Arithmétique,  d' Algèbre  et  de  calcul 
de  Trigonométrie  rectiligne. 

i"  Arithmétique.  —  Calculer  le  volume  qu'occupent 
565^'^  en  pièces  d'argent  de  2'''  et  de  i''',  sachant  que  la 
densité  de  l'argent  est  10,47,  ^^  4"*^  celle  du  cuivre  est 
8,95. 

2°  Algèbre.  — <■  Etant  données  l'équation  du  second 
degré 

y^  H-  ( I  —  e-)a;^  =^a-{i  —  e^ ) 

dans  laquelle  a  ete  sont  des  constantes,  e  étant  plus  petit 
que  I,  et  aussi  les  deux  relations 

a;  =z  ae  -h  r  cos  V, 
y  =^  r  sin  V  , 

dans  lesquelles  /•  et  V  sont  deux  nouvelles  variables, 
exprimer  le  plus  simplement  possible  /•  en  fonction  de  V, 
et  déterminer  les  valeurs  de  V  pour  lesquelles  r  atteint 
ses  valeurs  maxima  et  niinima, 

Aiin.  de  Mathém.,  i^  série,  t.  XX  (Novembre  1881).  33 


(  Ml  ) 

3"  Ca/cul  /iuiné/i(/ue  de  TrigononiéUie. —  On  duiuic 
dans  le  triangle  ABC 

rt  =  85-™,649, 

C  :=.  7o3'",625, 

B  =  39»47'56". 
Calculer  les  autres  éléments  et  la  surface. 


PUOI'OSITIOXS; 
Par  m.  LIONNET. 


I.  L'unité  est  le  seul  nombre  triangulaire  égal  à  la 
somme  des  carrés  de  deux  entiers  consécutifs. 

II.  Dix  est  le  seul  nombre  triangulaire  égal  à  la  somme 
des  carrés  de  deux  impairs  consécutifs. 

III.  Un  et  cinq  sont  les  deux  seules  sommes  consécu- 
tives de  deux  carrés  d'entiers  consécutifs  dont  le  produit 
égale  une  somme  de  deux  carrés  d'entiers  consécutifs. 

IV.  Quand  un  nombre  triangulaire  T  égale  le  produit 
de  deux  entiers  consécutifs  dont  le  plus  petit  est  double 
d'un  triangulaire,  4T  +  i  est,  ainsi  que  sa  racine  carrée, 
la  somme  des  carrés  de  deux  entiers  consécutifs. 

Il  vn  résulte  que,  pour  T  =  o  et  T  =:  G,  i  et  5  sont, 
ainsi  que  leurs  carrés,  la  somme  des  carrés  de  deux  en- 
tiers consécutiis.  On  démontre  facilement,  avec  ou  sans 
l'emploi  des  imaginaires,  que  i  et  J  sont  les  seuls  nom- 
bres premiers  ayant  cette  double  propriété;  et  de  même 
pour  1  et  i3  qui  sont,  ainsi  que  leurs  bicarrés,  la  somme 
des  carrés  de  deux  entiers  consécutifs.  Mais  on  ignore 
encore  si  un  ou  plusieurs  nombres  composés  ont  l'une  de 
ces  doubles  propriétés. 


(  5i5  ) 

V.  AuciiTi  produit  1.3.5.7.9...  ^^^  plusieurs  im- 
pairs coDscculifs  n'est  égal  à  un  nombre  entier  élevé  à 
une  puissance  d'un  degré  supérieur  à  l'unité. 

VI.  Trouver  deux  nombres  entiers  consécutifs  dont 
la  somuK!  ou  la  didérencc  des  cubes  soit  égale  au  carre- 
d'un  nond)re  entier. 


PnOPOSÉES  DA\S  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question   1272 

(  voir  2"  série,  t.  XVU,  p.  2H8,)  ; 

pah  un  anonyme. 

Dans  un  tétraèdre  ABCD  dont  les  faces  sont  éijuwa- 
l entes  : 

i"  Les  faces  sont  égales; 

2"  Le  centre  de  gravité  du  tétraèdre  coïncide  awec 
les  centres  des  sphères  inscrite  et  circonscrite,  et  d' une 
sphère  à  la  fois  tangente  aux  quatre  hauteurs  du 
tétraèdre  et  aux  perpendiculaires  menées  à  chaque 
jace  par  le  point  de  concours  de  ses  hauteurs. 

(COTTEREAU.  ) 

.T'établirai  d'abord  le  lenime  suivant  : 

1.  Soient  XY,  X'Y'  deux  droites,  non  situées  dans 
un  même  plan,  etPP'leur  perpendiculaire  commune (*). 
Si  l'on  prend  sur  1  une  de;  ces  deux  droites,  par  exemple, 
sur  XY,  à  partir  du  point  P,  où  XY  est  rencontrée  par 
PP',  des  distances  égales  PA,  PB,  les  points  A,  B,  ainsi 

(')  Le  IccU'ur  esl  priO  de  luire  la  figure. 


(  •^'^>  ) 

déterminés,  seront  également  distants  de  l'antre  droite 

X'Y'. 

Démonstration.  —  Du  point  P'  je  mène  une  parallèle 
xj  à  XY,  et  des  points  A,  B  des  pez'pendiculaires  A<7, 
Bè  à  xj .  Ces  perpendieulaires  sont  parallèles  et  égales 
à  PP'  :  on  a  doue  Va  =  P' b  et  Aa  =  B^. 

La  droite  PP'  étant  perpendieulaire  au  plan  des  deux 
droites  xy,  X'\',  il  en  est  de  même  des  parallèles  Aa, 
B^,  à  PP'.  Il  s'ensuit  que,  si  a',  è' représentent  les  pro- 
jections de  <7,  b  sur  X'Il',  les  droites  A  a'  et  BZ»'  seront 
perpendiculaires  à  X'I'. 

Or,  an' =  bb\  puisque  P'  est  le  milieu  de  ab  ^  et 
Art  =  BZ»  :  donc  les  triangles  rectangles  Aaa\  Jibh'  sont 
égaux,  par  conséquent  Art'  =  BZ>'^  ce  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 

2.  Inversement,  si  les  distances  Art',  BZ»' des  points 
A,  B  à  X'Y'  sont  égales  entre  elles,  les  points  A,  B  se- 
ront également  distants  du  point  P.  Car  il  est  facile  de 
voir,  d'après  ce  qui  précède,  que  l'inégalité  des  dis- 
tances PA,  PB  entraine  celle  des  distances  Art',  BZ»'. 

JNous  allons  faire  application  de  cette  réciproque  à 
la  proposition  1272. 

3.  Désignons  par  MN  la  perpendiculaire  commune  à 
deuj^  arêtes  opposées  AB,  CD  du  tétraèdre  considéré  (  *  ). 
Les  triangles  ACD,  BCD,  de  même  base  CD,  étant  par 
hypothèse  équivalents,  ont  nécessairement  des  hauteurs 
égales;  ainsi,  les  deux  points  A,  B  de  AB,  sont  équi- 
distants  de  la  droite  CD  ;  donc  le  point  JM  est  le  milieu 
de  l'arête  AB.  De  même  JN  est  le  milieu  de  CD.  Ainsi, 
dans   un  tétraèdre  dont  les  faces  sont  équivalentes,  la 

{')  F-P  Irctriir  rsl   pri»'  iln  t';iiro  In  (ipiifo. 


(  ^'7  ) 
droite  qui  joint  les  milieux  de  deux  arêtes  opposées  est 
perpendiculaire  à  ces  deux  arêtes. 

Si  P  et  Q  sont  les  milieux  de  deux  autres  arêtes  op- 
posées AD,  BC,  les  deux  droites  MN,  PQ  diagonales  d'un 
parallélogramme  MP?sQ  se  couperont  mutuellement  en 
parties  égales  en  un  point  O,  qui  sera  également  dis- 
tant des  quatre  sommets  A,  B,  C,  D,  parce  qu'il  appar- 
tient à  des  droites  perpendiculaires  aux  milieux  des 
arêtes  AB,  AD,  DC,  BC.  Dans  les  triangles  rectangles 
OMA,  OAC,  on  a  OA=OC,  et  OM  =  0-\ ,  d'où 
MA  =  JNC,  AB  =  CD;  donc,  dans  un  tétraèdre  dojit  les 
faces  sont  équivalentes,  les  arêtes  opposées  sont  deux 
à  deux  égales  entre  elles,  et  par  conséquent  : 

i"  Les  laces  sont  égales,  comme  ayant  leurs  trois  côtés 
égaux  chacun  à  chacun; 

2"  Le  point  O  milieu  de  MN  est,  comme  on  sait,  le 
centre  de  gravité  du  tétraèdre.  Ses  distances  aux  faces 
sont  respectivement  égales  aux  quarts  des  hauteurs  cor- 
respondantes du  tétraèdre.  Mais  les  faces  étant  équi- 
valentes, ces  hauteurs  sont  égales  entre  elles  :  donc  le 
point  O  est  équidistant  des  quatre  faces,  e'est-à-dire 
cpi'il  coïncide  avecle  centre  de  la  sphère  inscrite.  L'éga- 
lité des  droites  OA,  OB,  OC,  OD  montre  qu'il  coïncide 
aussi  avec  le  centre  de  la  sphère  circonscrite. 

Soient  : 

AH  la  hauteur  du  tétraèdre,  menée  du  sommet  A; 

OF  perpendiculaire  sur  AH,  et  par  conséquent  parallèle 

au  plan  BCD; 
o  la  projection   de  O  sur  le  plan  BCD,  ouïe  centre  du 

cercle  circonscrit  au  triangle  BCD; 
g  le  point  d'intersection  de  la  droite  AO  prolongée,  et 

du  plan  BCD,  ou  le  centre  de  gravité  du  triangle 

BCD; 
//  le  point  de  cojicuurs  des  hauteurs  de  BCD; 


(  5.8  ) 
(i  le    poiuL  où  la  droite  OF  est  rencontrée  par  la  per- 
pendiculaire au  plan  BCD,  élevée  au  point  h. 

D'après  des  propositions  connues,  on  a  oh  =  3.og  et 
oH  =  3.0^,  d'où  oh  =  oH,  et  OG  =  OF. 

Mais,  dans  le  triangle  rectangle  AOF,  l'hypoténuse 
OA  est  le  rayon  de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre, 
et  le  côté  AF  =  |  AH,  conserve  la  même  grandeur  pour 
chacune  des  quatre  hauteurs  du  tétraèdre;  il  en  est,  par 
conséquent,  de  même  de  OF;  don(%  la  sphère,  dont  O  est 
le  centre,  et  OF  =  OG,  le  rayon,  est  à  la  fois  tangente 
aux  quatre  hauteurs  du  tétraèdre  et  aux  perpendiculaires 
élevées  aux  faces  par  les  points  de  concours  de  leurs  trois 
hauteurs. 

Note.  —  La  munie  question  a  été  résolue  par  M.  Morel-lJlanc. 


Question  4283 

(  voir  7'  série,  I.   XVII,  p.  ^«4); 

Par  m.  MORET-BLANG. 

D' un  point  P  pris  sur  la  tangente  en  C  à  un  cercle^ 
on  mène  une  sécante  PAB  telle  que  la  surface  du 
triangle  ABC  soit  maximum;  trouver  V enveloppe  de 
cette  sécante  quand  le  point  P  se  meut  sur  la  tangente. 

(  Fatjqu  emberg  ve  .  ) 

Je  prends  la  tangente  pour  axe  des  9  ,  et  le  diamètre 

du  point  de  contact  pour  axe  des  x. 

Soient 

jo'^  -\-  y-  —  2  ajc  =  o 

l'équation  de  la  circonférence,  et 

T  ^rz  mx  +  ^ 

< clic  de  la  sécante  issue  du  point  P. 

Eu  appelant  a,,  7  1  ;  jTj,  )j  les  coordonnées  des  points 


(  ^'9  ) 
d'intersection,  on  a 

s..\BC  =  H-^i.r2-ji^2) 

Xt  et  X2  sont  les  racines  de  l'équation 

{i  -h  m^).T^  —  2 ( a  —  m'i)ji;  -\-  p  z=o, 
d'où 


a  —  m  3  ±  ua-  —  ti-  —  2  am  u 
^  = 

et  par  suite 


„  [3  y/  «^  —  [i-  ■ —  y  nni  3 

O    ; ■ 


1  -\-  /li- 


en donnant  au  radical  le  signe  de  [i. 


Hlgalant  à  zéro  la  dérivée  par  rap[)ort  à  /«,  on  a 


ou 
d'où 


(  I  H-  m-  )  "^  \/a'^  —  t^-  —  2  a/n  [i 


«2  —  p-  ±  Jcà  +  r/^  32  +  p^ 
"*  —  ^^i — } 

Pour  //i  =::  o,  la  dérivée  étant  de  signe  contraire  à  ^,  il 
faudra  prendre  le  signe  inférieur  ou  le  signe  supérieur, 
suivant  que  p  sera  positif  ou  négatif. 

En  reportant  cette  valeur  de  m  dans  l'équation  de  la 
sécante,  on  a,  eu  chassant  le  dénominateur, 

(^  —  3a)p-H-  Sa^r —  a-cc  =:  ±  x  \Jcà  -\-  a^  ji-  -t-  p^ . 

On  aura  l'équation  de  l'enveloppe,  en  éliminant  '^  entre 
cette  équation  et  sa  dérivée  par  rapport  à  jS, 

2  (a-  —  3 (7 )  3  -'r  3 av  ■=  1 

\  a'  -\-  a-  p-  -H  fi* 


(     520    ) 

ce  qui  conduit  à  l'équalion 

(3  >•-  —  ^-  +  2axy(3a  —  9.x)- 

=  1-^(3  .r  )'-  —  jc^  —  3  ay^  -i-  5 «^-  —  6 a-  j? )- . 

La  courbe  est  du  huitième  degré,  symétrique  par  rap- 
port à  l'axe  Cx.  L'origine  est  un  point  quadruple.  iMais  il 
faut  remarquer  que  l'équation  représente  non  seule- 
ment l'enveloppe  demandée,  mais  aussi  celle  de  la  ligne 
qui  correspond  à  la  valeur  de  m  qui  donnerait  pour  la 
surface  un  minimum  algébrique. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Brorard. 


Question  1343 

(voir  ?.*  série,  t.  XVIII,  p.  m): 

Par  m.  MORET-BLANC. 

On  donne  un  triangle  ABC  et  un  point  P.  Soient  res- 

I  f)ectivemenl  a,  jj,  y  les  points  où  les  côtes'  du  triangle 

rencontrent  les  droites  PA,  PB  et  PC.    On  suppose  que 

^'■*'*    '  "^     les  droites  menées  par  les  points  a,  '^  et  ^  perpendicu- 

V  lairement  aux  côtés  BC,  CA  et  AB  se  coupent  en  un 

même  point  ]\L  Déterminer  :   i"  le  lieu  décrit  par  le 

f)oint  P;  2°  /e  lieu  décrit  par  le  point  ÏNL 

(Lagxjerre.  ) 

Prenons  le  triangle  x\BC  pour  triangle  de  référence, 

et  soient 

a  r=  o,      ?  =  o,     ';  ^=-0 

les  équations  des  cotés  BC,  CA,  AB;  colles  des  droites 
PC,  PB,  PA,  qui  passent  par  ini  même  point,  seront  de 
la  forme 

/  c/a  —  h'i  :^  O, 
(l)  .    b^—-C'(=:o, 

'  C-;  —  a%  ^=^  o. 
l/(''(|uati(»ii  de  la    perpendiculaire  à  AB,  an  point  où  AB 


(■^) 


csL  renconlrc  par  PC,  est  de  la  l'ornuî 

«a  —  Z^  [3  +  «Y  =  o. 

La   coiidilion    pour   qu'elle   soit  perpendieulaire  à   AI) 

(v  =  o)  est 

/t  -+-  h  cosA  —  a  cosB  =:  o, 
d'où 

/i  -=.  a  CCS  B  —  b  cos  13 , 

et  récjuation  de  cette  perpendiculaire  devient 

a'x  —  />3  +  («  cosB  —  b  cos  A)  y  r=  o, 

de  même 

b'^  —  C'i  -\-  {b  cos  C  —  c  cos  B  )  a  :=z  o, 
r-;  —  «a  +  (c  cos  A  —  a  cosC)  [ii  =i  o 

sont  les  écpialions  des  deux  autres  perpendiculaires. 

La  condition  pour  que  ces  trois  droites  concourent  en 
un  même  point  est 

a  — b  «cosB — 6cosÂ 

/>cosC — ccosB  b  — c 

—a  ccosA — acosC  c 

On  aura  l'équation  du  lieu  du  point  P  en  éliminant 
<7,  Z>,  c  entre  cette  équation  et  les  équations  (i).  Celles- 
ci  peuvent  s'écrire 


(3) 


b  _  c 
I         I 


Remplaçant,  dans  le  déterminant  (3),  «,  Z»,  c  par  les 
quantités  proportionnelles 

I      I      I 

■"  '  ô'      ' 

a      p     -; 

et  chassant  les  dénominateurs,  il  vient 
I  '^  — a  ^cosB  —  a  cos  A 

I  Y  cos  C  —  ^  cos  B  Y  —  ? 

—  -.'  'J.  cos  A  —  V  cosC  y. 


(    522    ) 

OU,  eu  développant  et  réduisant, 

^"''   i       +  [iîsin'H(YCosC  — acosA) +Y''sln2C(acosA— pcosB)  =  o 

Cette  équation  représente  une  cubique  passant  par  les 
trois  sommets  et  par  le  point  de  concours  des  hauteurs 
du  triangle  ABC,  comme  on  pouvait  le  prévoir. 

On  obtiendra  l'équation  du  lieu  du  point  M  en  élimi- 
nant a,  Z»,  c  entre  les  trois  équations  (2). 

Ces  équations  peuvent  s'écrire 

a  (  a -t- Y  ces  B  )  =;  ^  (  ^ -i- Y  ces  A  ), 
6(P  +  a  cosC)  =  c(y  H-  acosB), 
c(y  +  P  cosA)  =  a(a  -t-  [j  cosC). 

Multipliant  ces  équations  membre  à  membre,  sup[)ri- 
iiiant  le  facteur  abc  commun  aux  deux  membres  et  ré- 
duisant, il  vient 

S^e  c^^^-d^  (  a'([3cosB  —  YCOsC) 

^.vcA*  3,  VrT./,  \      -h  ,32(ycosG  —  acosA) -+-Y^(='CosA  — pcosB)  =  o. 


hs^ 


tjf^ 


Le  lieu  est  encoie  une  cubique  passant  par  les  trois 
sommets  du  triangle  et  par  le  point  de  concours  des 
hauteurs. 

On  reconnaît  a  priori,  et  l'on  vérifie  sur  l'équation, 
que  le  lieu  du  point  M  passe  encore  par  les  centres  des 
cercles  circonscrit,  inscrit  et  ex-inscrits  au  triangle  ABC^ 
les  points  correspondants  du  lieu  du  point  P  sont  le 
centre  de  gravité  du  triangle  et  les  points  de  concours 
des  trois  droites  qui  joignent  chaque  sommet  au  point  de 
contact  sur  le  coté  opposé  du  cercle  inscrit,  et  de  chacun 
des  cercles  ex-inscrits. 

J\'of.e.    —  La    iiirmc    quoslidu   a    i-lc   rrsoliic    par    MM.   OolTait    cl 
Pisani. 


(  ;>'^'^  ) 

Question   1373 

(voir  z"  série,  t.  XX,  p.  .?33); 

Par  m.   N.   GO  FF  ART. 

Si,  d'un  point  O  d'une  circonférence^  on  abaisse  des 
perpendiculaires  OM,  ON  à  deux  côtés  d' un  triangle 
inscrit,  la  projection  du  troisième  côté  sur  MIN  sera 
égale  à  ^1l^.  (Eiinest  Cesaiio.) 

Soient  ABC  le  triangle  inscrit,  et  OM,  ON  les  per- 
pendiculaires abaissées  d'un  point  O  de  la  circonférence 
sur  les  côtés  AB,  AC  respectivement  ('). 

Dans  le  triangle  OMN,  on  a 

MN  OM 

si  n  MON  ~  sinOAM  ' 

ou,  parce  que  MON  =  A,  et  ONM  =  OAM, 

M\   _      OM 
sinA        sinUAM 

Le  triangle  OMA  étant  rectangle  en  M, 
«^'        =A0: 


sin  OAM 
donc 

4-^  =  AO,     d'où     MN  =  AO  sin  A. 
sin  A 

L'angle  aigu  formé  par  BC  et  IMN  est  égal  à 
B— AMN  =  B— AON=B— go-'+A+OAM^go»— OBA(^)r 


(')  Le  lecteur  est  prié  de  iaire  la  figure.  Les  droites  BC,  MN  se 
rencontrent  en  un  point  P  qui  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abais- 
sée du  point  O  sur  BC. 

(^)  Le  quadrilalcrc  OMBP  élant  inscri[)lil)l('.  l'angle 

MPR   :rr    MOB   =  QO"  —  OBA. 


(  .^^-l  ) 

11  s'ensuit  que  la  projection  de  BC  sur  MN   est  égale   a 
BC  sinOBA.  Mais  le  triangle  AOB  donne 

AO  AB  AB  BC 


sinOBA        sinAOB        sinC        siiiA 

donc 

BCsînOBA  =  AOsinA, 

et  par  conséquent  la  projection  de  BC  sur  MjN  est  égale 
à  MN. 

Note.  —  La  même  question  a  élr  résolue  par  MM.  Lehlond  el 
Vielle,  élèves  au  lycée  du  Havre,  el  par  M.  Fauquembergue,  qui  a 
aussi  résolu  la  question  1345. 


Question  1374 

(voir  2*  série,  t.  XX,  p.  "iSj  ); 

Par  m.   N.   GOFFART. 

On  donne  le  plan  et  les  trois  angles  d'un  triangle 
ABC,  dont  le  sommet  A  est  fixe  ;  trouver  le  lieu  géomé- 
trique  des  points  de  l'espace  d'où  les  trois  côtés  sont 
vus  sous  des  angles  droits. 

On  suppose  (/ue  les  trois  angles  donnés  sont  aigus. 

Considérons  l'une  des  positions  ABC  du  triangle,  et 
soient  AA',  BB',  CC  ses  trois  hauteurs  qui  se  rencon- 
trent au  point  O.  Conservons  les  notations  habituelles, 
et  désignons  par  a,  jj,  v  les  longueurs  OA,  OB,  OC. 

Par  les  soininels  A,  B,  C,  menons  respectivement  aux 
côtés  opposés  les  parallèles  r/')AC",  A"BC",  B"C  A"  :  on 
obtient  un  triangle  A"B"C"  semblable  à  ABC,  dans  le 
lapport  de  similitude  2.  Si  donc  d  =  nr  est  le  diamètre 
(lu    cercle    circoiiscril    à    AlîC,    2  r/   csl   le    diamèlii^  du 


(  -y*-^  ) 

cercle  circonscrit  A  \"WC'.  Or,  dans  le  lrian;^le  (Mr/', 
rectangle  en  A,  on  a 

OA=^OB"cosB"OA, 
ou 

(i)  a:=c/cosA. 

On  a  deux  autres  relations  analogues,  en  sorte  que 

a  3  'y  , 

(2  )  r  =  -^  =        r  =  ^'' 

cosA        ces  h)        cosLi 

relation  de  même  forme  (pie 

(3)  ^  =  Jip  =  -^=./, 
smA        sinb        sinl^^ 

et  d'où  l'on  tire  par  multiplication 

«Ta  ^3  C",' 

(4)  -^ — r  —  -—^  =   ■     n  —  '^  '■'' 

sui'.îA        sin2D        sin2L. 

puis  par  division 

«  '3  ., 

(5)  -  tan"A  =:  V  tan^B  =:^  -  tangC  =  I. 
a  b  c 

Décrivons  sur  les  ti'ois  côtés  du  triangle  comme  dia- 
mètre trois  sphères,  qui  seront  chacune  le  lieu  d'où  l'on 
voit  le  côté  correspondant  sous  l'angle  droit.  Elles  se 
coupent  en  deux  points  symétriques  par  rapport  au  plan 
ABC  et  qui  se  projettent  en  O.  Soit  M  l'un  de  ces 
points.  Deux  des  sphères  se  coupent  suivant  une  circon- 
férence dans  le  plan  AMA',  dont  le  diamètre  est  AA'. 
Donc 

OM»  =  OA.OA'  =  a(//  —  a)  =  r/ros  A  (~^—d  cosA  ), 

ou 

0\P=  (^-cosA(sinB  sin  G  —  ces  A) 

=r  rf2cosA[sinB  sinC  H-  cos(B  +  C)], 


(  5.6  ) 

ou  ftilia 

0M-— rf^cosAcosBcosC  ('). 

Donc,  lorsque  le  triangle  tourne  autour  du  point  A  dans 
le  plan  ABC  donné,  et  se  déforme  en  restant  seinblahlt; 
à  lui-même,  le  rapport 

/OMy  _  cosBcosC 
\(JÂy    "       cosA 
reste  constant. 

Le  lieu  des  points  ;M  est  donc  un  cône  de  révolution 
autour  de  la  perpendiculaire  en  A  au  plan  ABC,  et  la 
tangente  du  demi-angle  au  sommet  est 


ces  A 


cosB  cosC 


Il  résulte  de  là  que  le  cône  n'existe  que  si  chacun  des 
cosinus  est  positif,  c'est-à-dire  que  si  les  trois  angles 
donnés  sont  aigus. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Morct-BIanc 


QIESTIONS. 


1377.   Trouver  les  valeurs  des  intégrales 


/la;  H-  3 
a:^  -h  3  57  H-  I 


rlv 


et 


\Jx{.v  -\-  I )(,/.'  +  2 ) (.r  -h  3 ) 
S.r  —  I  dx 


rzœ  — 


\/ J7*  -h  JC^  —  JC  —  2 

fS.  Realis. 


(')  On  al)réf;crait  ce  calcul  en  observant  que  le  triangle  rectangle 
BOA'  donne 

OA'=  OBcosC  =  rfcosBcosC,    d'où    OA.OA' =  rf^cos  A  rosB  rosC. 

(G.) 


(  ^'-1  ) 

1378.  L'équation 

dans  laquelle  a  et  ji  sont  des  entiers  différents  de  zéro, 
n'a  pas  de  racine  entière.  (S.  Realis.) 

1379.  Les  trois  côtés  «,  ^,  c  d'un  triangle  sont  expri- 
més par  des  nombres  entiers  en  progression  aritlimé- 
tique  j  et  si  l'on  ajoute  successivement  5o  et  6o  à  chacun 
de  ces  côtés,  le  rayon  du  cercle  inscrit  augmente,  respec- 
tivement, de  17  et  de  20  :  trouver  les  valeurs  des  côtés 
de  ce  triangle.  (  W.-A.  Whitwouth,  m.  a.) 

(Extrait  du  journal  :  The  educational  limes. ) 

1380.  Si,  par  les  points  de  contact  d'une  tangente 
commune  à  deux  circonférences  qui  se  coupent,  et  pai- 
un  de  leurs  points  d'intersection,  on  fait  passer  une  cir- 
conférence, son  rayon  sera  moyen  géométrique  entre  les 
rayons  des  deux  premiers  cercles. 

(DoMEKICO  MojNTESANO.) 

#1381.  On  donne  une  circonférence  et  deux  points  A, 
B,  extérieurs  à  cette  courbe.  Par  le  point  B,  on  mène 
une  corde  quelconque  MN,  et  du  point  A  les  droites  AM, 
AIN,  qui  coupent  respectivement  la  circonférence  en  1* 
et  Q  ;  démontrer  que  : 

1°  La  droite  PQ  rencontre  AB  en  un  point  qui  reste 
fixe,  lorsque  la  sécante  BMN  tourne  autour  du  point  B; 

2"  Le  lieu  géométrique  du  point  d'intersection  des 
perpendiculaires  menées  aux  droites  AM,  AN  aux  points 
AI,  N  est  une  droite  perpendiculaire  à  AB. 

(DOMENICO    MorsTESAWO.) 


5^8  ) 
UECTIFICATIOXS. 


1.  Une  erreur  s'est  glissée  clans  l'énoncé  de  la  question  1364;  voici 
comment  il  faut  le  rétablir  : 

1°  Les  équations  réciproques  telles  que,  en  posant  x  H —  =  2t,  leurs 

transformées  soient  également  réciproques,   peuvent  se  mettre  sous 
la  forme 

viix-T-iYA^  —  ^y]  =  o, 

F  désignant  une  fonction  entière  et  homogène  de  {a:  -i-  i)*  et  (x  —  i)*. 

On  suppose  que  l'équation  proposée  n'admet  pas  pour  racine  -f-i, 
ou  —  I. 

2°  Les  équations  réciproques  telles  que,  en  posant  x  -\ =  t,  leurs 

transformées  soient  également  réciproques,  peuvent  se  mettre  sous  la 
forme 

{X^-^X-hi)"{x^—  X-hl)'"  F[{X^-r-X-hl)^,  (X^—X  +  I)^]  =  o, 

F  désignant  une  fonction  entière  et  homogène  des  quantités 

ix''  —  X  -^  i)-,  {x^ —  X -T-  ly.  Pei-let. 

Les  deux  propositions  comprises  dans  ce  nouvel  énoncé  ont  été 
démontrées  dans  le  Bulletin  mensuel  de  l'Académie  de  Clermont 
(mars  i88i),  par  M.  Paut,  boursier  d'agrégation. 

t 


2.'Question  1376,  page  48o  : 

j  ÔC— 3R2  I  C'-J-3R' 

au,  lieu  de  -^  r.  R^  -j^r,—^  .  lisez  -  r.  R=  j^r-^,  ■ 

La  question  137G  se  trouve  dans  les  Théorèmes  et  problèmes  de 
Géométrie  élémentaire  de  M.  Catalan  (6"  édition,  p.  447)- 

La  limite  de  la  somme  des  volumes  des  sphères  inscrites  au  cône, 

qui  a  été  déterminée  par  M.  Catalan,  conduit  immédiatement,  pour 

.   •  -4      .         I       .         ■   r  '      „3C'-r-3R'     . 

I  espace  laisse  vide  dans  le  conc,  a  I  expression  -  ■:;  R-*  ■.  a-^^  r,;'   '"- 

diquée  par  M.  Dostor. 
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SUR  u  mmmu'im  u  quiloies  intéguales 

l\»HFI\IES; 

Pau  ;\1.  h.  RI-SAL. 


i.  La  racine  cai-rée  d'un  trinôme  du  second  degré 
peut  toujouis  se  nieltie  sous  l'une  des  trois  formes  sui- 
vantes : 

y/i  +  .r^      s^/i—.r-,     \/ ûc'^  —  i. 

Gela  posé,  désignons  par  /(.r)  une  fonction  quel- 
conque de  X. 

2.  Soient 

On  a,  en  ayant  recours  à  la  méthode  d'intégration 
par  ])arties, 


J   s/i-^^'    J    \Ji 


x^ 


1     fx/{x)dx' 


J     VI 


=  X,H /        •, :—  —  X|H- /^/(■r)^/^/!  H- ■::fc'-, 


^=Xi-\-xf{x)\Ji  +  x'-—f[f{x)+xf{x)'\\li-\'X'-dx: 
d'où 


(i)     2X  =  Xi  +  xf{x)  \Ji-^x^—fxf{x)  v/i  4-  x''  dx. 
Si  nous  posons 

(2)  Xf{x)^0\x), 

cette  équation  donne,  en  intégrant  encore  une  fois  par 
parties, 

^r  ^r  r        y/       X  /       xT      / 'T,  C XKtix')  dOi 

J      VI -^572 
Ann.  de  Matliémnt.,  2"  série,  t.  XX.  (Décembre   iS8i.)  34 


dx 


(  53o  ) 
On  voit  ainsi  que  X dépend  de  l'iiilégrale  X,,  et  d'une 
seconde  intégrale  de  même  nature  que  la  précédente. 

Exemples  : 

1° J\x)  :=  I.  L'équation  (i)  donne  {*  ) 

dx  ,- 

(4)  '     '   '  ,    .         ..         V 


\    J   ^  J  v/i 


f  =  log[j; -h  y  I -!- j?^J -- jry^i -,- j:^. 

Cette  méthode  est  plus  cxpéditive  que  celles  aux- 
quelles on  a  généralement  recours,  puisqu'elle  ne  fait 
dépendre  l'intégrale  X  que  d'une  autre  dont  on  trouve 
facilement  l'expression. 

i'^  f[x  )  =  .r,  pour  mémoire,  car  on  voit  immédiate- 
ment que 

(5)        7.  Cx\i-h  œ'dx=.-^{i-+- .x"^)',      I  =  y 

Z^  f[x)  =-  •  De  l'équation  (i)  on  déduit 


I  -h-  X' 


,  ^        r\j\  +  x-  r     dx  ,- 

J  '^  J    x\'i-i-x^ 

En  posant 


\/i  -^  x^=  u, 


('  )  En  posant  x  =  tangO,  on  a 


a-  /      atane- 

2  _        I  '^2 

ces' sin'-        ^     I  —  tang'- 


8  .6  0 

I  +  tang  -  sin  — 1-  cos- 


log  E=loS 


e       "       0    .  .  6 

1    -tang-  cos sin- 


,       i  -4-  sinO       ,       /   I ,  \ 


(  ^3.   ) 
on  trouve  successivement 

dx  \      r        dx 


(6) 


\  J    X\/l-hJC^         "^  J    x^^i  +  xj 

ï  r    du  I  ,       «  —  I       ,       l  si  \ -^  x"- —  i\ 


4°y^(j:j  =  x'",    en  désignant  par  m  un  nombre  quel- 
conque. 

On  a,  d'après  la  formule  (i), 


y  x' 
— — 


_l_  ^/«-t-1  y/  I  _|_  ^2_  my'j:  '"  y  I  -V-  x"^  dx  , 
d  où 

H-  ^'"-^*  v'^  "+"  '^"■ 

V  I  +  ^2 

Mais  on  a 

J     VI--.r-^  2j       y/,  +^2 

d'où,  en  intégrant  par  parties, 

/—^^=:r^  :=  :r'"^'  y/  I  +  J?"  —  (w  —  l)  fx"'^^^  \/ 1  H-  X'    dx. 
y/i-t-x- 

L'équation  (|3)  devient  aussi 

(8)  ■'  "^         3  

f       =^'«->  (i  +  .r2)"^  —  {m  —  i)  f  x"'''\/  \  -Jr  x'^ dx . 

Supposons  que  jn  soit  un  nombre  pair  positif;  on  voit, 
d'après  cette  formule,  que  l'on  fera  dépendre 

f  x"^  \J  i -\- x^  dx     de     f  x"^-"^  sji^  x'^  dx. 


(7) 


f  x^  \l  1  -\-  x^  dx       de      J'  y'  i  -t-  ^-  fl?^:?. 


(  53.  ) 
Or,  comme  nous  savons  déterminer  la  dernière  de  ces 
intégrales,  on  trouvera  sans  difficulté  l'expression  de  la 
première. 

Si  ni  est  positif  "et  impair,  on  voit,  en  opérant 
comme  ci-dessus,  que  l'intégrale  du  premier  membre  de 
l'équation  (8)  ne  dépendra  finalement  que  de  la  sui- 
vante 

fr  \/  \  -\-  X-  dx, 

dont  l'expi'cssion  est  connue. 

Supposons  maintenant  que  m  soit  un  nombre  entier 
négatif  et  posons  m — 2  =  —  «;  la  formule  (8)  donne 

{n  —  I )  f  oc~'^  y/i  -h  x-  dx 

et  l'on  voit  que,  selon  que  n  sera  pair  ou  impair,  on  sera 
conduit  finalement  à 

f\fi-\-x-dx      ou        /  ^ ^-^dx, 

intégrales  que  nous  savons  déterminer. 

D'après  ce  qui  précède,  on  voit  que,  si  7n  est  un 
nombre  entier  positif  ou  négatif,  l'intégrale  du  premier 
membre  de  l'équation  [y)  s'obtiendra  sans  difficulté. 

3.  Soient 


On  a 


X  =  f/{x)^/i-x^dx,    X^=  f~P^dx. 

J  v/'  — -r' 

rnœ}dœ_  r^._n^dx^x,-^fxf{x)dsjr:^x^ 

=  \,-^-xf{x)sJ^-x■'-f[f{x)+xf'{x)^,dx■ 
d'où 


(  ç)  )  2  X  =  X ,  4-  xf{  X )  v/ 1  —  x'  —  f  xf  '  ( ,r  )  s/ 1  —  X' dx, 


(  :>ys  ) 

é([uaLiou  idciiliqiio  à  l'équation  (i),  à  la  condition  do 
remplacer,  sous  le  radical,  dans  cette  dernière,  -f- .r- 
par  —  X-. 

Exemples  : 

i"  f{x)  =  I .   La  rorniuie  (9)  donne 


(  10)  2  f\/i  —  .r^  dx  ■=  arc  sin  x  -^  a;  \/i  —  x'-. 

2"  f{x)  =  X  (pour  mémoire).  On  a 

/ 2  oxl  /*      XClx  r- 

(II)      '}.  f  X  \j \  —  X'  dx  -=  —  -k{\  —  X')    ,     I  =  —  y/  j 

^  J   V^i  — u'- 

3"  y  (-3^)  =  -  •   On  a,  d'après  la  formule  (9), 

/- '■ —  dx  ■=    I  —  -+-  s/^  —  ^^''^■ 
•^'                    J    x\j  \  —  a.- 

Si  nous  posons 


y/i  —  j:-  =  «, 
nous  aurons 


(12) 


/*    -^A/           I,       (r  — //)             fi—i/'i  —  ,r-\' 
r=:-loj:  ==lo"(   *  I 


par  suite 


„3)      /'V^ÎEg  rf,.  =  |o„-  ( ■  -  ^^ÎEZY  +  /T^T^. 
,7         ■^  yi  +  y/i  — ^'y 

4^^  J{^)  ==  X'"'.  Lorsque  m  est  un  nombre  entier  po- 
sitif et  négatif,  le  mode  de  réduction  des  intégrales  in- 
diqué à  la  lin  du  numéro  précédent  est  applicable  ici,  et 
nous  n"a\ons  pas  à  insister  sur  ce  point. 


(  534 
4.  Suit 


<^  fix) 


Nous  avons 


X  =  — 


J    v^J?-^—  I  J        ^'JC^-—  1 


=  — X,  -^  j^  /{a;)  ^  jc-  ~  i  —  f  [/(  jr)  -hjc/'{x)]  \J  x- —  idx\ 
d'où 

(i3)         2X=— Xi+a'/(^)V'V  — I  —  fxf{x)slx^—  \dx. 
Exemples  : 
1°  f[x^  =  I-  L'équation  (i3)  donne 

(  if  \ix''—idx^-  /  __:j^__ 

'      H-  cT  \Jx-  —  I  ;=  —  log  ( a-  —  \/j?-  —  I  )  +  .c  sj X^—  I  . 
2**  /  (  j:  )  =  X  (  pour  mémoire  ) .  On  a 

(l5)  ifxsjx- — l  dx  ^^-y\]x'-—l,        /  -  =r  ^/.r^  —  I ■ 

Z^  f[x)=  --La  formule  (i3)  donne 


J  ^  J    X  sjx-  —  I  J  -^ 


(•)  En  posant  x  =;  —. — t-j  on  a 
sint) 


câ 


r  dx    _  r  dx 


cos^6 


6 
tans  - 


-  logtang-  -  log — -r-r log^o;— v'j;-'—  i  ). 

2  sin  T 


(   535 
d'où 

(y)  dx^L—    I  .  +  v^x 


I    ,                  /         djc 
-dx  —  —    I . 

J    X  sjx''^  —  1 


En  posant  x=z  - — -,  on  reconnaît  facilement  que  l'in- 
^  sni6  '■ 

tégrale  du  second  membre  de  cette  équation,  prise  avec 

son  signe,  a  pour  a  aleur  Q.  On  a  donc 

(i6)  /  — ^ <^/a:' -- arcsiii h  Jx'^ — i. 

J  X  X 

4"  L'intégrale 

/'  x"'  \/x-  —  I  dx, 

dans  laquelle  m  est  vin  nombre  entier  positif  ou  négatif, 
se  réduira  en  suivant  la  marche  indiquée  à  la  fin  du  n"  2. 

O.  Nous  allons  maintenant  cliercher  à  exprimer,  au 
moyen  de  transcendantes  connues,  les  intégrales  des  ra- 
cines carrées  des  fonctions  trigonométriques.  Il  est  évi- 
dent que,  dans  tous  les  cas,  on  est  ramené  à  considérer 
les  trois  intégrales  suivantes  : 

f  \^/s'ii\x  dx,       I  \/  —■ dx,  f\Uangx  dx, 

les  deux  premières  supposant  des  limites  comprises  entre 
zéro  et  tt,  et  la  troisième  entre  zéro  et  -• 

2 

6.   Si  nous  posons  s'mx  =  cos-9,  nous  avons 

,    ,-. ,  /"co.s^esiner/O  /"    cos-6a'0 

/  y  sin  X  dx  =  —  2     /  =  —  ^  /   " 

J     VI  — cos'^S  J    \ 


^/i  -hcos- 


=  2  (  -  /  V"  '  +  cos^'ô  r/Q  +    /         '  ) , 

\  J    vi  +  cos-6  / 

et  enfin 

(17)    f  y/sin  ,r  dx  ^=z2  (  —:    j  r=--  —  y^   1   ^^ — isin-6i^0  j, 

\\''-^J    \  I  — isin^e  J  -  ) 

On  est  ainsi  ramené  à  deux  intégrales  elliptiques  qui 


(  536  ) 
sont   respectivement  de   la  preniière  et  de  la   seconde 
espèce . 

7.   En  continuant  à  poser  sinx  =  ces- ^,  nous  avons 
f    /~~r   ,  r    sinOr/0  r         r/0 

/    t  /  -; dx  ■=^  ■ —  i    \ =:  —  2    /  -, 

J    V    sino.-  J  ^/i_cos*6  J   v/i  +  cos-6 


ou 

(i8) 


yi  /  -: cLv  r=:  • —  J-2     I  


ce  qui  est  une  intégrale  elliptique  de  la  première  espèce. 
En  retranchant  Tune    de  l'autre  les  équations   (17) 
et  (18),   on  trouve 


/J sin  T*  —    /^    • 

(19)  /   — ^_-=:r-^  r/.r  ^  2 '^    /  y/i  —  |  sin- 

J      \/sin^'  ,/ 

8.   Considérons  maintenant  l'intégrale 


orfe. 


X  ::=  ^"  y'tang  j;-  dx. 
En  posant 

tangj?  =  tang-6, 


on  trouve  facilement 

^uY^Odh  r         sin^e(^6 

cos^O 
1^0  r        sin^er/O 

lÔCOSft 


/        sin-()f/f)  /•         sm^O 

X  =:  2    /  -T-^- —  =:  :i    /  • ^-5- 

J  sinn)H-cos*8  J  i  —  2  sin- 

_     r         sln^e^O  r        sm^^c 

J    I  —  y,'^  sin  6  ces 0  J    i -1- y/2  sln 

—  1    f  ^^^  L    f. ^ 

"^  J    I  —  y'2  sin  0  cosO        '■*  ^    1  -h  v^^  si» 

X     f  CCS 2 Or/0  I     /'ces 2 Or/0 

2  J             sin  2O  2  J           sin2  0 


V2  v/î 

r/laniiO 


/  tangO--î=Y 

V  V2/ 


1 

2 

sin2  0 
I 


''/l.'inirO  1/2*.  v/2 

:; h  V  Ifi^i • — ,{ 

f      /  ,  '     \'         '  4  sin2  0 


V'2 


{:-.) 


(  ^>;^7  ) 
et  enfin 

1     /  v/Laiigj;  dx'  =  -—  [arc  taui;  {\f2  lani;0  —  i)  ( 

r  ^  ' 

(■20)         '  +  ai'C  tanj;'  (v'-i  tani,^0  +  i ) 

i  ■   — 

H-  los     ^.- : 

\\/2  +  sinaO/ 


TIIËOIUB  UËS  POINTS  SI\GIILIEKS  UA^S  LI^S  COIRBËS 
ALGEIMMQIJESC); 

Pau  m.  Cil.  BIEHLER. 


II. 

6.   Désignons  par  a  le  coefficient  angulaire  de   la  di- 
rection considérée  et  soitj^  z=  ax  -}-  t  une    parallèle    à 

cette  direction;  formons  le  faisceau  des  droites  qui  joi- 
gnent l'origine  aux  points  de  rencontre  de  cette  droite 
avec  la  courbe;  il  suffira,  pour  obtenir  l'équation  du 
faiscean,  d'éliminer  z  entre  les  équations 

( , ,  i  ./'"  (•^'J)  +  -//«-i  (^S  /)  +  •  •  • 

et 

X  (  r  —  a.v)  =  z; 

on  obtient  ainsi  l'équation 

\  fm  K-^\ .:>')  H-  ^ ( j  —  ax)fm^\  (•^■, y) 

\       -v-  X2  (  r  —  axYf,„^,_  {x,  y)  +  .  .  .  -f-  ^'\{y  —  «-^  )"'./o  —  o 

(')    To//-  iiiL'iiic 'l'oine,   p.  1)7  cl  '1^9. 


(  538  ^ 


ou  bien 


(3) 


et  si  l'on  pose 


■^(■'^j 


az=i  t, 


l'équation  (3)  prendra  la  forme 

(  4  )  <f  m( «  +  0  -+-  >^^?/«-i  (  a  H-  0  +  >■'  t''  (p,„ _,  (a  +  f  )  +  .  .  .  -f-  //"^'''cpo  =  o, 
ou  bien 


t' 


(5) 


+  À'"- •  r'^- '  [  ç,  (  «  )  +  ^^;  («  )  ]  -^  >.'«  /'«  oo  =  o. 

Celte  équation  a  la  mémo  forme  que  l'équation  (  5)  du 
paragraphe  précédent,  où  l'on  a  supposé  que  la  direc- 
tion des  points  à  l'infini  est  celle  de  l'axe  des  j^  elle 
n'en  diffère  qu'en  ce  que  les  quantités  c3'p(o)  sont  rem- 
placées dans  la  première  par  les  quantités  correspon- 
dantes cp'p'  (rt), 

La  discussion  de  cette  nouvelle  équation  (5)  est  donc 
identique  à  celle  que  nous  avons  déjà  faite,  et  les  figures 
nouvelles  ne  di lièrent  de  celles  qui  ont  été  précédemment 
obtenues  qu'en  ce  qu'elles  présentent,  par  rapport  à  la 
droite  7  ==  ajc,  la  disposition  que  les  premières  présen- 
tent par  rapport  à  l'axe  desj)';  il  est  donc  superflu  d'y 
revenir. 

7.  Nous  allons,  en  terminant,  faire  une  remarque  sur 


♦ 


(.  ^^9  ) 
les  valeurs  approchées  des  racines  qui  nous   oiiL  permis 
de  construire  les  branches  paraboliques.  La  première  de 
ces  valeurs  est  fournie  par  la  formule  (8),  savoir 


t:i-'"^^^ 


ou 

t 


,     ^-'f/n(o)  +  '^-?/«     1(0)  =  0; 


dans  cette  formule 


.v         ,  I 

i  =  —  ,       A  =  - 


en  substituant  ces  valeurs,  il  vient 

(a)  —  o;;(o)+7ç),„_i(o)  =  o. 

La  formule  (8)  représente  dans  un  système  parti- 
culier de  coordonnées  une  parabole  du  second  degré,  car 
la  formule  [a)  représente  la  même  courbe  en  coordon- 
nées cartésiennes  5  remarquons  encore  que  le  groupe 
de  termes 

existe  dans  l'équation  de  la  courbe  proposée,  car 

/;„  (a:,  y)  =  y"'J)„ (  ^.  '  •  )  =  V'"  ?/«  (  ^ 


r        y/Il. 

y 


.r      ,  x^  (i,„  (  o  ) 


V    '  y-     I .  ;>. 


par  suite, 

f,n  (.r,,)')  =:.>""  cp,„(o)  +,v"'    '.rcp;„(o* 


,    ,  0,(0)  .r"'a."")(o  I 

I  î!  m\ 


(    51o   ) 
les  quantités 

?.,(<)  )'f;«(o)...'fiî,'(o) 

sont  donc  les  coefficients  de  la  fonction    homogène   de 
degré  in,f,n{x,j). 
On  a  de  même 

par  suite,  ce  sont  les  deux  termes 

.,1)1-2  ,.-2  V"'  I      -^m-ltr,  (  r,\ 

qui  fournissent,  quand  on  égale  leur  somme  à  zéro,  l'é- 
quation de  la  parabole  du  second  degré  que  l'on  peut 
considérer  comme  asymptotique  de  la  courbe  datis  la  di- 
rection de  l'axe  desj}^  ;  ce  sontdonc  les  deux  seuls  termes 
précédents  qui  détermineut  la  forme  de  la  courbe  à  l'in- 
tini  dans  la  direction  considérée. 

Les  autres  valeurs  approchées  des  racines  donnent 
lieu  à  des  remarques  semblables.  Dans  la.  Jig.  2,  les 
points  à  l'infini  dans  la  direction  de  l'axe  des  y  sont 
fournis  par  la  parabole  [  voi/-  la  formule  (9)] 

(b)  ~  0"/;,  ( o )  +  y'f- '  o„, - , ( 0 )  =  o 

obtenue  au  moyeu  des  lernu's 

o"/;fo^ 
y!  •  • 

de  l'équation  proposée. 

Dans  la.  Ji g.  3,  c'est  la  parabole 

(pii  nous  donne  la  loiniulc  de  l;»  courbe  -,  elle  est  obtenue 


(  M-  ) 

en  prenant  dans  l'équation  do  la  c-ourbe  les  termes 

■^  123"  '         " 

Les  fig.  4  et  5  sont  fournies  par  les  paraboles 
dont  l'équalion 

(.r2  _T„  X,r)  {OC'—tiV)  =o 

(îst  donnée  par  le  groupe 

(i  •  \>.  .  .      - 

(pli  figure  dans  l'équation  proposée,  et  ainsi  des  autres. 

La  métbode  que  nous  avons  développée  a  donc  pour 
elFet  de  nous  donner  le  groupe  des  termes  de  l'équation 
proposée,  qui  déterminent  la  forme  de  la  courbe  à  l'in- 
lini,  quand  il  existe  des  branches  paraboliques  dans  la 
direction  de  l'axe  des  j'. 

Quand  la  direction  est  autre  que  celle  de  l'un  des  axes 
de  coordonnées,  c'est  h  l'équation  (5)  du  §  Il  qu'il  faut 
appliquer  ce  que  nous  venons  de  dire  de  l'équation  de 
la  courbe,  après  avoir  substitué  toutefois  aux  variables  t 
et  X,  qui  y  figurent,  leurs  valeurs  en  .r  et  y  données 
par  les  formules 

a  ^  t,     X(r  —  a  ji)  T=  i. 

.r 

Ce  que  nous  venons  de  dire  des  branches  paraboliques 
s'applique  également  aux  branches  liyperboliques  qui 
accompagnent  les  asymptotes,  et  aux  brandies  de  courbes 
(|ui  se  croisent  eu  un  point  situé  à  distance  finie,  dont 
la  construction  a  été  étudiée  dans  la  première  Partie. 

0?i  peut  donc  dire,   d'une  manière  f^enéj'a^e,  que  la 


(     ^42     ) 

méthode  cjuc  nuus  avons  employée  fait  dépendre  la 
construction  de  la  courbe  proposée  en  un  point  à  dis- 
tance finie  ou  à  l  infini  de  celle  d' une  autre  courbe  plus 
simple  dont  l'équation  s' obtient  en  égalant  à  zéro  un 
groupe  de  termes  de  l'équation  proposée  ou  d'une 
équation  déduite  de  la  proposée  par  une  transforma- 
tion simple.  Le  groupe  des  termes  qui  forment  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  de  la  courbe  auxiliaire  fait 
partie  de  l'équation  même  de  la  courbe,  lorsque  le  point 
autour  duquel  on  construit  la  courbe  est  à  l'origine  et 
que  les  tangentes  à  la  courbe  en  ce  point  sont  les  axes  de 
coordonnées;  cela  a  encore  lieu  si  le  point  est  à  l'infini 
et  si  les  axes  de  coordonnées  sont  les  asymptotes  mêmes 
delà  courbe  dans  le  cas  où  le  point  est  hyperbolique,  et 
si  la  direction  des  axes  de  coordonnées  est  la  direction 
du  point  multiple  à  l'infini,  dans  le  cas  où  ce  point  est 
parabolique.  Dans  les  autres  cas,  le  premier  membre  d(î 
l'équation  de  la  courbe  auxiliaire  s'obtient  en  égalant 
à  zéro  un  groupe  de  termes  appartenant  à  l'équation 
transformée. 

Nous  allons,  en  terminant,  appliquer  ce  qui  précède  à 
un  exemple. 

Supposons  qu'on  ait  à  construire  la  courbe 

x^  —  5  xy'*  4-  6 j'^  —  X-  :=zQ. 

1°  Construisons-la  d'abord  autour  de  l'origine;  on 
voit  quel'axe  desj'^  est  une  tangente  de  rebroussement. 
Coupons  la  courbe  par  la  droite  a:  =  A)';  l'équation  de 
la  courbe  débarrassée  du  facteur  j^j^' devient 

\^y'*  —  5 X>'^  -1-  6  r  —  a"  =  o  ; 

cette  équation,  pour  de  petites  valeurs  de  j)  et  de  A,  se 

réduit  à 

6v  — X^'^ro, 


(  M3  ) 

car  le  terme  A*^!  *  est  infiniment  petit  devant  chacun  des 
terme  6y  et  —  X-  et  le  terme  —  5  Aj^^  est  infiniment  petit 
devant  6y. 

Pour  des  valeurs  positives  et  négatives  de  \  j'  est  po- 


A'      V       A 


N' 


P' 


y 


'9' 


sitif,  par  suite  la  courbe]  a (ïec te  autour  de  l'origine  la 
rormedeMOM'(/^.  9). 


6r  —  À^  =  o 


est  l'équation  de  la  courbe  auxiliaire,    qui   devient    en 
coordonnées  rectilignes 

6  >•'  — ^  .r-  =  o . 

On  voit  qu'elle  est  formée  en  égalant  à  zéro  le  groupe 
des  termes  ôj'^  —  x-  de  l'équation  proposée. 

2°  Construisons  en  second  lieu  la  courbe  autour  de 
ses  asymptotes.  Il  n'y  a  qu  une  seule  direction  asympto- 
tique,  qui  est  celle  de  l'axe  desj)';  l'équation  de  la  courbe 
pouvant  s'écrire 

—  O.vy'* -+-  6 -»•'  -h  .r'"'  —  .r^  =  o, 

on  voit  que  l'axe  desj'  est  asymptote.  Coupons  la  courbe 
par  des  parallèles  à  l'asymptote,  à  savoir  par  a:=  e,  et 


(  ^>i4  ) 

posons  j)  =  -5  il  viendra 

celte  équation,  pour  de  petites  valeurs  de  z  et  de  e,  se 
réduit  évidemment  à 

5  £  +  6  3==  G. 

Pour  des  valeurs  ])ositives  de  s,  ::  et  par  suite  j'  sont 
positifs;  pour  des  valeurs  négatives  de  s,  y  est  négatif-, 
on    obtient   donc  les   branches jN,  7 ']N'  {fig-  9)-    I^-'é- 

cjuation 

—  5e  +  6:;  =  o 

est  celle  de  la  courbe  auxiliaire;  en  remplaçante  et  z 

par  leur  valeur 

I 

X  —  î,       z  '::^   —  ) 
X 

elle  devient 

—  5  jry  +  6=0; 

c'est  l'équation  d'une  hyperbole  :  on  l'obtient  en  éga- 
lant à  zéro  le  groupe  des  termes  —  5xy''  ■+-  6j^  de  l'é- 
quation proposée. 

S*'  Cherchons  maintenant  les  branches  paraboliques 
dans  la  direction  de  l'axe  des  y.  Coupons  la  courbe  par 

la  droite  o"  =- et  formons   l'équation   du   faisceau  des 

rayons  qui  joignent  l'origine  aux  points  de  rencontre  de 
la  droite  et  de  la  courbe:  il  laut  pour  cela  éliminer  z 
entre  les  équations 

.r"  —  5  z-a-y'*  +  G  z^y^  —  z'*.r-  =  o, 

ce  qui  donne 

.r«  —  5 1  r^  V*  +  6  l^.r^  y^  —  À*  .r"  —  o. 


(  545  ) 
Posons  maintenant  x  =  tj  ;  cette  équation  deviendra  une 
équation  entre  t  et  )>,  savoir: 

^6  _  5X^2  -I-  &IH^  —  )M'  =  o, 
qui,  pour  de  petites  valeurs  de  t  et  de  ).,  se  réduit  à 

f^  —  5Xi-  =  o, 
•  ^*  —  5X  =  o. 

\  ne  peut  recevoir  que  des  valeurs  positives  pour  que  t 
soit  réel,  et  à  chaque  valeyr  de  \  correspondent  deux 
valeurs  de  /,  de  signes  contraires  ;  on  obtient  ainsi  les 
branches  PQ,  P'Q'  [fig.  g).  L'équation  f'  —  5).=  o  re- 
présente l'équation  de  la  parabole  auxiliaire  ;  elle  de- 
vient en  coordonnées  rectilignes 

.r^  —  5  y*  =r  o, 

et  se  tire  de  l'équation  proposée  en  égalant  à  zéro  le 
groupe  formé  par  ses  deux  premiers  termes 

Si  l'on  remarque  que  la  courbe  rencontre  l'axe  des  x 
aux  points  .r  =  ±  i,  et  ([u'elle  ne  rencontre  l'axe  des  y 

FifT.    ,0. 

.'/I  Oj 


<]u'à  l'origine  et   à   l'inlini;  c[uc  si   de  plus  on  coupe  la 
courbe  par  la  droite  x  =='h  et  si  l'on  remarque  que  l'é- 

/Inii.  «^f  .'l/rtf/(e/«nf. ,■!<-■  série,  t.  \X.  (Déconihi'o   iS8i.)         3> 


(  54G  ) 
quatioii  en  j  ne  peiU  avoir  de  racines  égales  qu'autani 
qu'une  équation  du  neuvième  degré  en  A  est  satisfaite, 
on  en  conclut  que  les  brandies  jN  et  PQ  doivent  se  rac- 
corder; il  en  est  de  même  de  OM  et  P'Q',  ainsi  que  de 
OM'  et  iS'y'.  On  obtient  donc  pour  la  courbe  une  forme 
analogue  à  celle  de  la  /7^.  lo. 


C0XTU1BIT10\  A  LA  THEORIE  M  LA  SIBSTITITIO^  DES 
SYSTÈMES  D'EOLATIONS.  APPLICATIOX  DE  CETTE  THÉORIE 
A  LA  RECHERCHE  DE  L'ÉQIJATIOIV  ET  DES  POINTS  MIL- 
TIPLES  D  IN  LIEU  DÉFINI  PAR  A  ÉQUATIONS  CONTENANT 
/.— I  PARAMÈTRES  VARIABLES; 

Pau  ÎM.  L.   SALTEL, 

Maître  fie  confcrencos  ;i  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux. 


J.  —  Obtet  du    ■Mémoire. 

On  rencontre,  en  Algèbre  élémentaire,  de  nombreux 
problèmes  se  résolvant  sans  peine,  grâce  à  l'introduc- 
tion de  solutions  étrangères  préalablement  connues  :  il 
suffît,  en  effet,  de  les  supprimer  à  la  (in  du  calcul. 

C'est,  je  crois,  faute  d'avoir  remarqué  l'existence  et 
la  détermination  précise  de  certains  résultats  étrangers, 
qui  s'introduisent  nécessairement  par  les  substitutions 
connues  tVun  système  d'équations  à  un  autre  système 
d'équations,  que  l'on  ne  développe  pas,  dans  les  Traités 
de  Géométrie  analytique,  un  procédé  élémentaire  per- 
mettant de  trouver  l'équation  d'un  lieu  géométrique 
défini  par  A"  équations  coïitenant  A" — i  paramètres 
variables.  En  traitant,  dans  le  présent  travail,  quatre 
cas  pnrticulicis  de  ce  dernier  problème  général,  j'aurai 
donc    snridiir    en    vue    i\\'    melhc    en    parf;iit(>    «'vidcncc 
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l'existence  et  Ja  délorniinalion  exacte  des  non-solutions 
que  l'on  ren(;ontre  dans  l'application  des  règles  les  plus 
élémentaires  relatives  à  la  théorie  de  l'élimination; 
j'indiquerai  en  outre  un  moyen,  non  encore  remarqué, 
d'obtenir,  en  même  temps  que  l'équation  du  lieu,  les 
coordonnées  des  points  multiples  de  ce  lieu. 

II.     PrEMIEH     PnOBLÈME. 

Problème.  —  Eliminer  a  entre  les  équations 

^  A(,r,_r,  a)  — o,  (i) 

(a) 

{  B(.r,  r,  a)  r=  o,  (2) 

supposées  respectivement  d'ordres  m,  Ji  par  rapport  à 
ce  paramètre ,  et  déterminer  les  points  multiples  du 
lieu  défini  par  ces  mêmes  équations. 

Solution.   —   Ordonnons   ces   équations   par   rapport 
au  paramètre  a;  on  aura 

A  =  Al  (a-,  _r ) a'"  +  A^  (.r,  .r ) a'"-' 


^^      j  .   A3(^,j)-)a'«-'-^  +  A,(.r,r)'^'""'-f-...  =  o,  ^^    ^ 

"'''     B  =  B,(a',r)a"  +Bo(.r,r)o'.«-'  | 

(  +B3(.r,  r)a"-^  +B,(.r,r)cc«-='  +...  =  0.)^^' 

Supposons  d'abord  que  les   exposants  ni  et  n  soient 
inégaux;  supposons,  par  exemple,  (|n(> 

/«  r=  /^  +  3  ;  (  5  ) 

le  système  [a!)  pourra  s'écrire 

A  =  A,  {a\  r)a"  x'  +  h.^{.x,  j)a"+2  ^_  K^[x,  _7)a"+' 

+  Ai(.r,  _r)a"  +  .  .  .  =  0, 

^_-[B,(.r,7)a"-'  +  B3(.r,j)a«-^  +  B,(.z:,  r)a"-^  +  ...] 

B,(^,r) 

Substituons  à  la  relation  ((S)  la   relation  obtenue   en 


(b) 
(7) 
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remplaçant,   dans  le  premier  terme  de  cette  équation, 
a"  par  sa  valeur  (7);  on  aura,   après   avoir  chassé  les 
dénominateurs,  un  système  de  la  forme 

j     ,       — [B,(.r.  r)a"-'  +  B3(.r,  r)a»-2  +  Bv(.r,  r)a«-3  4-.. .] 

I  a"  = ■ ■ ^ : -■ 

qui  se  composera  évidemment  du  système  [a")  plus  du 
système  étrange?^  détlni  par 

j   B.,(^-,^v)a"-'-f-B3(^,  }-)a«-2  ) 

(  B,(^,j)=:0,  (il) 

en  sorte  que  [b)  représentera  non  seulement  le  lieu 
proposé  («),  mais  encore  la  courbe  étrangère,  comptée, 
en  général,  /i  —  i  fois  (  '  ),  ayant  pour  équation 

B,(^,  r)  =  o(^).  (12) 

Cette  introduction  d'une  courbe  étrangère  rend  le 
système  (A)  plus  facile  à  résoudre  que  le  système  (a"), 
puisque  l'équation  (6)  se  trouve  remplacée  par  l'équa- 
tion (8),  qui  est  de  degré  moindre  d'une  unité  par  rap- 
port au  paramètre  à  éliminer  a. 

Substituons  encore  à  l'équation  (8)  l'équation  obte- 
nue en  remplaçant,  dans  le  premier  terme  de  cette  rc- 

(')  Il  correspond,  ca  eiïct,  si  le  terme  Ti,{x,y)  n'est  pas  nui,  n  —  i 
valeurs  du  paramètre  a  pour  chaque  point  (or,  y)  de  cette  courbe. — 
Voir  la  Xole  sur  les  points  multiples  qui  termine  le  présent  para- 
graphe. 

(^)  Il  est  très  important  d'observer  que,  dans  le  cas  particulier  où 
l'on  a  .\f(x,y)  =  B,  (a:,_>'),on  n'introduit  pas  de  lieu  étranger  si  l'on 
a  soin,  après  la  substitution  de  (9)  dans  le  premier  terme  de  (8),  de 
diviser  par  B^(x,r)  le  numérateur  et  le  dénominateur  du  coefficient 
de  ce  premier  terme.  <  >m  n'iiitrodiiil  pas  non  plus  de  lieu  étranger 
lorsque  n  =  \. 


(8) 

(9) 


(  ^9  ) 
lalioii,   a"    par   sa    valeur   (9);   on   aura,    après    avoir 
chassé  les  dénominateurs,  un  systènnî  do  la  l'orme 

/        D:=D,(.r,_r)a"aH-D2(.r,  r)a«  +  D3(^-,_)-ja«-'  | 

^    M    „      -[B^r^c,  v)a"-'  +  B3(^,r)a«-2_^Ba^,r)a«-3+...l 

qui    se    composera    du   système    [b)    plus    du    système 
étranger  détiui  par  (c). 

Substituant  enfin  à  l'écjuation  (i3)  l'équation  obtenue 
eu  remj)la(;ant,  dans  le  premier  terme  de  cette  relation, 
a"  par  sa  valeur  (i4)i  on  aura,  après  avoir  chassé  les 
dénominateurs,  un  système  de  la  fornit^ 

(E  =  E,(.r,r)a«+'E2(^,j)a«->  j 

(         +B3(^,  j)a»-2-+-B4(x,  r)a'^-3  +  ...  =  o,  i  ^ 

qui    se    composera    du    système    (ci)    plus    du   système 
étranger  délini  par  (c). 

Les  trois  substitutions  des  systèmes  (Z»),  (f?),  (e)  au 
système  [a')  suffisent  évidemment  pour  établir  ce  théo- 
rème : 

ThéorI^me  1.  —  Quels  que  soient  les  exposants  ni  et 
n  du  paramètre  a,  on  peut  toujours,  sauj  a  introduire 
des  solutions  étrangères  parfaitement  définies,  substi- 
tuer au  sjstème  [a')  un  système  de  la  forme  (e)  dans 
lequel  les  plus  hauts  exposants  de  a  sojit  égaux  dans 
les  deux  équations. 

Cela  fait,  l'équation  (16)  pouvant  s'écrire  sous  lu 
l'orme  (l 'j),  substituons  à  la  relation  (ij)  la  relation  ob- 
tenue en  remplaçant  dans  le  premier  terme  de  cette 
équation    y."  par    sa   valenr    i4);   on    aura,  après   avoir 
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cliassé  les  dt'jioiiiiiiateurs,  le  svslèiue 

I  V{jr,r,^^}  —  o,  (17) 

^•^^  (  B  =  o,  (18) 

qui  se  compose  évidemment  du  système  (e),  plus  du 
système  étranger  détîni  pai- 

\    B,:-0.  (19) 

^^^  i  B==o,  (20) 

c'est-à-diie  par 

l  Bi(-^,j)=o,  (21) 

(h)       B,(^,  j)a"-  ) 

eu  sorte  que  (y)  représentera  non  seulement  le  lieu  (e), 
mais  encore  la  courbe  étrangère,  comptée,  en  général, 
n  —  i  fois,  avant  pour  équation 

B,{x;y)  =  o,  (23) 

Cette  introduction  d'un  lieu  étranger  rend  encore  le 
système  (/'),  qui  est  de  la  forme 

\  -^F,(a-,  y)oi"-^-i-F,{a.,  y):^-'-'  +  .  .  .=zo,  \^  -" 

^        ■  B  =  Bi(.T,j))a«+B2(.r,j)a"-' 

+  B3  (:r,  j)  a«-2  +  B,'(jr-,  j)  a"-î  +  .  .  .  =  o, 


(25) 


plus  jacile  à  résoudre  que;  le  système  (e),  puisque 
l'équation  (i5)  se  trouve  remplacée  ])ar  l'équation  (24), 
qui  est  de  degré  moindre  (Vune  unité  par  rapport  au 
paramètre  à  éliminer  a.  De  là  ce  théorème  : 

Théouiîme  \\.  —  Quel  <i ne  soit  l'ex])osant  n  dans  les 
deux  équations  [e]^  on  peut  toujours,  sauf  à  introduire 
des  solutions  étrangères  parfaitement  définies,  substi- 
tuer à  ce  système  un  système  de  la  forme  (i)  dans 
lequel  l'exposant  (a)  est  diminué  d'une  unité  dans  l'une 
des  équations . 


(.  ^'■>'  ) 

L'a[jpli(;alioii  du  llicijrèiiK;  1  au  sv-stèiuc  (i)  pcrniel- 
laut  d'al^aisser  d'uiK;  unité  rexposantdc  a  dans  l'équa- 
tioM  ('-^5),  il  est  manifeste  que  l'a[)j)licaliou  sueeessive 
des  théorèmes  1  et  11  sufïira,  sauf,  redisons-le,  à  intro- 
duire des  solutions  étrangères  paifailcnient  dcjinies, 
pour  pouvoir  substituer  au  système  j)roposé  [d' )  un 
système  de  la  Ibrme 

_      j  G  =  G,(.r,  K)a -+- Gala:,  r)  =  o,  (26) 

^•^^  /  H  =  H,(a',.T)'^'H-H2(x,r)«  +  ll3(-x-,j)=o,    (27) 
que  l'on  remplacera  par 

\      Gl(a^7)a^-G2(^,.r)  =  o,  (29) 

^^'  I  II,G'^  — H^GiGoH-HsGf^io.  (3o) 

En  débarrassant  l'équation  (3o)  des  facteurs  étrangers 
(préalablement  connus),  on  aura  finalement  le  système 

Gi(^,7)a  +  G2(j7,7)=o,  (3i) 


(0 

(  Iv(^',r)  =  o,  (32) 

qui  sexa  équivalent  au  système  proposé  («')  :  l'équation 
(32)  sera  l'équation  cliercliée. 

Nota.  —  11  est  évident  (puisqu'il  suilirait  de  se  le 
donner  tel  a  priori)  que  le  système  iinal  (/)  peut  se 
présenter  sous  la  forme 

(  J(J7,  j,  a)  =  o,  (33) 

'^  l     K(^%7)  =  o,  (34) 

le  plus  haut  exposant  de  a  étant,  dans  l'équation  (33), 
supérieur  à  l'unité. 

Points  multiples  (  '  i.  —  D'après  le  systèuie  [(  26)  et 


(')  Il  s"aiL;il,  bien  ciiLeiKlii,  des  poiiilsimilliijlcs  tir  la  première  classe. 
—  Voir  uolre  .Mémoire  Hislorujiw  et  développemenl  d'une  méthode 
pour  déterininer  les  singularités  ordinaires  d'un  lieu  géométrique 
défini  par  k  ér/uafions. 
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(2j)],  les  points  communs  aux  deux  courbes  représen- 
tées par 

Gi(^,r)=:o,     G2(^,r)  =  o  (35) 

sont  des  points  multiples  du  lieu  défini  par  ce  système  : 
il  correspond,  en  elï'et,  à  chacun  de  ces  points  deux 
valeurs  de  a  qui  sont  racines  de  l'équation  (27).  Pour 
obtenir  séparément  les  points  multiples  du  lieu  proposé 
(«'),  il  suffira  de  défalquer  les  points  multiples  résul- 
tant de  l'introduction  des  courbes  étrangères.  Ajoutons, 
au  sujet  de  ces  courbes  étrangères,  que  la  détermina- 
tion de  leur  degré  de  multiplicité,  comme  celle  d'ailleurs 
des  points  multiples,  suppose  connue  la  connaissance  de 
la  forme  du  système  final  (/).  Dans  ce  qui  précède,  nous 
avons  essentiellement  supposé  que  l'équation  (3i)  de  ce 
système  final  contenait  seulement  au  premier  degré  le 
paramètre  a. 


m.  —  A 


PPLICATION    DU    PREMIER    PROBLEME. 


Afin  de  mieux  préciser  les  considérations  précéden- 
tes, nous  allons  les  développer  à  nouveau  sur  un  cas 
particulier,  celui  où  le  lieu  est  défini  par  les  équations 

/   A=:Ai(^,j)^'  +  A2(^,j)a2  j 

.g  \  +A3(.r,  r)a  +  A;(j?,j)=o,  t 

[  +B3(^,r)a  +  Ba^,,r)  =  o.  \  ^'''' 

Substituons  à  ce  système  le  système 

M  =  o,  (38) 


A  =  o.  (39) 

obtenu  en  écrivant  l'équation  (36)  sous  la  forme 

A.  a^  H- As  a -i- A,. 
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cl  cil  subslituaul  celle  valeur  dea^  dans  le  premier  lerme 
de  (37)5  ou  a  introduit  ainsi  le  lieu  étranger  défini  par 

\A,{a;f)=o,  (4o) 

^^'^  I  A  =  o,  (40 

c'est-à-dire  par 

(  A,(.r,r)  =  o,  (42) 

^   ''      i  A2(.r,r)a24-A3(.r,,r)a  +  A^(x,7)=:o,        (43) 

ce  qui  représente  deux  fois  la  courbe  ayant  pour  équa- 
tion 

A,(^,r)  =  o.  (44) 

Cela  fait,  le  système  (Sa)  pouvant  s'écrire 
,       a(A, B3  —  A,B,)  +  A, B,  —  A,  B, 


(S,)l        ^-  A,B,-A,B,  '  ^''^^ 

Aia'-i- Aîa- +  A3X  + A4=  o,  (46) 


(4;) 


substituons-lui  le  système 

,  _  a(  Al  B3  —  A^B,  )  +  Al  B,  —  A,  B, 
°''~  AaBi  — A,B, 

(Se)  i  a(AiB3-A3Bi)4-A.B,-A;B, 

A,B,-A,B,  j(48) 

+  Aoa2-+- Asa+A.  =0,      ) 

obtenu  en  écrivant  le  premier  terme  de  (46)  sous  la 
forme  A,  a-  X  a  et  remplaçant  a-  par  sa  valeur  (  4  ">  )•  On 
a  introduit  de  la  sorte  le  lieu  étranger  défini  par 

I  a(A,B3-A3Bi)4-A,Bi-A,Bi=:o,  (49) 

^    ''        i  A,B,  — A,B,  =  o,  (5o) 

c'est-à-dire  une  fois  la  courbe  ayant  pour  équation 

A2{jr.r)Bi{a\r)  —  A,(,r,_r)  B.(.r.  r)  ^  o.      (:")i) 


En  c'ilectuanl  les  calculs,  le  svslènK,-  (Se)  s'écril  : 

/G  =  (A,B,-A,B,)a^-t-a(A3B,-A,B3)  / 

+  A,Bi-A,B,z=o,\^'''^^ 
(Sa)     D  =  [A,(A,B3-A3Bi)-l-A,(A3B,-A,B,)]a^         . 

-i-[A,(A,B,-A,B0+A3(A,B,-A,B,)]a  (53) 

1  +A,(A2B,-A,B,)=:o;) 

substituons-lui  le  système 

C[A,(A,B3-A,B,)  +  A,(A2B,-A,B,)] 


(83)]  -D(A,B.-A,B,)=o,  j^^-*^ 

!  G:=o,  (55) 

comprenant  le  lieu  étranger  défini  par 

\  A2B1  — AiB,  =  o,  (56) 

(^10)  I  r^  /-     \ 

I  C  =  o,  (07) 

c'est-à-dire  par 

j  A,Bi  — A,B.3  =  o,  (58) 

^    "^       (  (A3Bi-A,B3)a-i-A,B,-A,B,  =  o,  (Sg) 

ce  qui  représente  encore  une  fois  la  courbe  ayant  pour 
équation 

.\i{a:,r).  Bi{x,r)  —  A,(a;,  r).  B:2(x,  r)  =  o.  (60) 

Cela  fait,  le  système  (Sg)  pouvant  s'écrire 

|Yi(A3B,-A,B3)[A,(A.B3-A3B,)+A,(A,B,-A,B,)l     \ 
U  -rA.(A,B,-A,B,)+A3(A,B,-A,B,)](A,B,-A,B,);J^ 
,S,,)       +;(A,B,-A,B,)[A,(A,B3-A3B,)+A,(A,B.-A.B,)] 


'(60 


-Ai(A2B,-A,B,)2;  =  o,  ,1 
(A,  B,  —  A,  B.)  a^  +  (A3B,  —  A,  B3)  a  -+-  A.  B,  -  A,  B^  =  o,     (62) 

lirons  de  l'équation  (61)  la  valeur  de  a  pour  la  sub- 
stituer dans  (6*2);  en  écrivant  cette  équation  (61)  sous 
la  forme  aX  -f-  \  =0.  nous  aui-ons  le  système   final 

ÎaX4-Y-=o,  (63) 

(A,B,-  A,B,)Y2-XY(A3B,-A,B3)  | 


qui  sera  tel  (|iie  la  icJation  (64)  *'"  «'oiiiposera  : 
i"   De;  deux  l'ois  l'équation  A,(.r,7')  =  o-, 
2"   De  (Jeux  lois  l'équation  AoHi  —  x\)B..=  o; 
3°  De  l'équation  du  lieu  elierché. 
C'(;st  ee  que  l'on  vérille,  en  ellet,  sans  peine,  en  em- 
ployant les  notations  abrégées  suivantes  : 

a=:AoH,— A,H,,     ^  =  A,Bi— A.Bj,     c  =  A;B,  —  AiB^, 
a'=:  a  A,  —  />»  \ , .      />'  =  a  A3  —  6*  A, ,        c'  ^=-  a  .Vj , 
^^AoB,— AiB,,     /  =  A3B,— A,B3,    m  =  AiB3  — A3B;. 

11  sulïit  de  i(;pi"endrc  le  calcul  à  partii*  des  équa- 
tions (02,  53),  d'observer  que  l'équation  (64),  qui  se 
présente  sous  la  forme 

rt[(ac'  —  ca')-  +  iab'  —  ba'){cb'  —  bc')\  =  o,         (65) 

{)eut    aussi   s'écrire   en  remplaçant   a',  h\    c    par  leurs 
valeurs 

[a(«Ai  — (;A2)-^  +  ■.î/>c(«A4  — cAo)  ~| 

X  («A3— ^A,  — fA,)(c7V3— ^^Ai)  =0,     (66) 

-1-  A,  U'  (c  A3  -  -^  A,)  -  A,  c^  («As  -  c  A,)  J 

d'où  l'on  déduit  immédiatement,  en  ellectuant  chaque 
parenthèse, 

«-  A'f  ( <7r/-  H-  7?? i^-  -f-  /c^  4-  2  /jcr/  -h  «//«  )  =  o  ;      ( 67  ) 

en  sorte  que  le  système  proposé  est  équivalent  au  sys- 
tème 

aX  +  Y=:o     (1),  (68) 

ad-  4-  m })'  H-  le"-  H-  2  ^cc/  +  (7//?t  :^  o.  (  69  ) 


(Su) 


Points  doubles.  —  Les  points  doubles  sont  les  points 
communs  aux  deux  courbes  représentées,  car 

X  — o,     Y  =  o,  (70) 

» 

C)  On  va    voir  que  X  et  Y  doivent    contenir  le  facteur  A,(cr,  v) 
que  l'on  devra  partant  supprimer. 
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à  coiidilioii  de  supprimer  les  points  multiples  résultant 
de  l'introduction  des  courbes  étrangères  pour  lesquelles 
il  correspond  à  chacun  de  leurs  points  au  moins  deux 
valeurs  du  paramètre  (a),  c'est-à-dire,  ici,  tous  les  points 
de  la  courbe  représentée  par  A,  (a;,  j  )  =  o. 

IV.  —  DEt;xii-:ME  i>iioblè:me. 
PnoBLiiME.  —  Eliminer  a  entre  les  deux  équations 

,f.  V  i  A(j:',j,  ^,  a)=:o,  (71) 

f   B(j:,  r,  z,  a)  r=o,  i-J'A) 

supposées  algébriques  entières  et  rationnelles,  et  déter- 
miner les  points  multiples  de  la  surface  c/u  elles  défi- 
nissent. 

Solution.  —  Il  sul'fît  de  refaire  exactement  les  mêmes 
calculs  que  dans  le  premier  problème,  sauf  à  remar- 
quer qu'au  lieu  d'introduire  des  courbes  étrangères 
on  introduit  des  surfaces  étrangères  définies  par  des 
équations  de  la  forme 

/  N(^,7,  x;)  =  o,  (78) 

(52)  j  M,(^,r,^)ai*-f-M2(aT,r,  c)a:^-'  / 

(  -+-iM3(a-,r,^)ai^-^  +  ...=zo.   j  ^^"*^ 

Points  multiples.  —  En  procédant  comme  nous 
venons  de  le  dire,  on  rencontre,  avant  de  parvenir  au 
système  final,  des  systèmes  de  la  forme 

1  C,  {x,  y,  z)  a2  -H  C2  {x,  y,  ::)  a  +  G3  {x,  y,  -:)  =  o,     (76  ) 

(53)  ■  D,(a;,7,s)a3  +  D2(a:,r,  5)a2  i    _ 
(                         -f-D3(^,_)-,c)a  +  D.(.r,,,-,  ;)^o.  i^' 

(S  )  \^»('^"'^''^)^^  +  ^2(^,7, -)^  +  <'-3(^-,  r, -)  =  o,    (77) 

(  Ei{x,y,z)7.  +  V.i{x.y,  z)—o.  (78) 

« 
11  résulte  de  là  : 

i"  Que  les  points  communs  aux  trois  surfaces  repré- 


sentees  par 

C,(:r,  )•,  c)  — o,      C,{.r,y,  z)=^o,     C:,(.r,  j,  s)  =r  o     (79) 

sont  des  points  triples  àxx.  lieu  (S3)  :  il  correspond,  en 
effet,  à  chacun  de  ces  points,  trois  valeurs  de  a  qui  sont 
racines  de  l'équation  (7^))  ; 

2"  Que  les  points  communs  aux  deux  surfaces  repré- 
sentées par 

E,  (.^,  r,  ^)  =  o,     ¥..i{x,  y,z)  —  o  (80) 

sont  des  points  doubles  du  lieu  (S/,)  :  il  correspond, 
en  effet,  à  chacun  de  ses  points,  deux  valeurs  de  a  qui 
sont  racines  de  l'équation  (77)  ('). 

V.  —  Troisième  problème. 

Problème.  —  Eliminer  a,  [i  entre  les  trois  équations 

/  A(j7,  r,  a,  p)  =  o,  (1) 

(S,)  B(j7,  r,  a,  ^)  =  o,  (2) 

(  C(.r,  y,  a,  ?)  =  o,  (3) 

supposées  algébriques  entières  et  rationnelles,  et  déter- 
miner les  points  multiples  du  lieu  quelles  définissent. 
Solution.   —   1°  On  ordonnera  les  équations  (i,  2) 
par  rapport  à  a  : 

+  A3(j7,j,  p)a'"-2+...  =  o,  \     ^^' 

+  B3(>r,  r,  |3)a«-2  +...  =  oJ      ^    ' 
C(^,  V,  a,  P)  =0.  (6) 


(')  Parmi  ces  points  doubles,  ceux  qui  se  trouvent  sur  la  surface 
représentée  par 

(:]-1(:,c:,=  o 

sont  (le  rebroussciiienl. 
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o."  On  considérera  ^i  comme  viii  coefficient  et  l'on  éli- 
minera,  entre  les   équations  (4),   (5),   par  le  procédé 
suivi    pour   résoudre    le    i)remier  probli'ine,    le  para- 
mètre a,  ce  qui  conduira  à  un  système  de  la  forme 

i  D,(j:',r,  !3)aH-D,(.r,j,  i3)^o,  (-) 

(S,)  •  E(,r,r,?)  =  o,  (8) 

[  C(.r,j,a,  ^^)=o,  (9) 

qui  se  composera  du  système  (So),   })lus  d'un   certain 
nombre  de  systèmes  étrangers  de  la  forme 

/  F(.r,.7-,  ?)  =  o,  (lo) 

(SO  '  G(^,  r,  a,  ?)  =  o,  (il) 

f  C(.r..r,  a,  p)=o.  (12) 

3°  On  tirera  de  l'équation  (;;)  la  valeur  de  (a)  poui- 
la  substituer  dans  (9),  ce  qui  conduira  au  système 

i  13,(^,^7-.  p) a +  D2(.r,r,  ?)  =  o,  (i3) 

(S5)  Ë(j-,  v,.)?=o,  (i4) 

(  \\{.r,y,  ?)r=o.  (i5) 

4°  On  éliminera,  toujours  par  le  procédé  suivi  dans 
la  solution  du  premier  problème,  le  paramètre  [i  entre 
les  équations  (i4)i  l^^):  ^^  ^1^1  conduira  à  un  système 
de  la  forme 

/  D,(^,r,p)a-HDi,(^,r,;3)  =  o,  (i6) 

(Se)  -  G,(^-,r)?  +  G,(.r.  r,)  =0.  u;) 

(  I(a.-,7)  =  o,  (18) 

qui  se  composera  du  système    (S:,  ),    plus  d'un  certain 
nombre  de  systèmes  étrangers  de  la  lornu^ 

i  D,(x,r,?)a  +  D,(.r,.r,?)=o.  (19) 

(S,)  J(.r,r,)  =  o,  (20) 

'  K  (.r,  v)=o.  (21) 

.)"   Soicnl    W(.r, ')')=:o    l^'Cjualion  (181    (h'-barrassée 


(  .■),)()  ) 

(\v.s  lactcurs  ('•traiii^ers  ,  i-l  W ,  [x^j^jy. -\-\' •2{.t^j)  =  o 
l'equaliou  obtenue  en  remplaçant  dans  (  i6)  la  lettre  ^ 
par  sa  valeur  tirée  de  (17);  le  système 

1'  \',(.r,_r)ît-i- VjCx,  r)  =  o,  (23) 

(Sg)  ■  G,(^,r)?-+-G2(x,7)  =  o,  (23) 

'  W'{.r.v)—-o  (24) 

sera  équivalent  au  système  proposé  (S,),  et  l'équa- 
tion (24)  sera  l'équation  cliercliée. 

JVo/a  I.  —  Il  est  très  important  d'observer  que,  si 
l'ou  ne  suivait  pas  exaetcment  Vo/cire  que  nous  venons 
d'indi<|U('r,  on  pourrait  fort  bien  introduire  tout  le  plan 
comme  lieu  étranger,  et  parlant  l'éliminatioti  deviendrait 
impossible  dans  la  suite.  C'est,  en  elle t,  ce  qui  arriverait 
si  l'on  écrivait,  par  exemple,  l'équation  (4)  sous  la 
forme 

A2(.r,_v,  p)a"'--'4-A3(.r,r,i3)y/"--+A.t(j",r,  ^)a'"-^+... 
■  A,(.r,  j,  p)  ' 

et  si  l'on  suJ)slituait  à  la  fois  cette  valeur  de  a"'  dans 
les  deux  autres  équations;  on  introduirait  delà  sorte 
tout  le  plan  déiini  par  les  équations 

1  A,(a-,j,,3)«'"-'  +  A3(^0-,  ?)«'"-'  )   ,  .. 

(SO  +Aaa',j,p)a— 3_^...  =  o,   i  ^^""^ 

{  A,(.r,r,?)  =  o,  (27) 

contenant  deux  paramètres  variables  a  et  [j. 

Nota  H.  —  Il  est  évident  (puisqu'il  suffirait  de  se  le 
donn<;r  tel  a  priori)  que  le  système  final  (Sgjpeut  se 
présenter  sous  la  forme 

1   V,(^;,_r,  et,  [B)  =  o,  (28) 

(Sio)  '    V2(.r,  7",  a,  p)  =  o,  (29) 

f  W(.r,_r)=o,  (3o) 

les  plus  liauts  exposants  de  a,  fj  étant,  dans  les  équa- 
tions (28),  (29),  supérieurs  à  l'unité. 


(25) 
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Points     multiples.    —    Avant  de    parvenir    au    sys- 
tème (So),  on  i*encontre  un  système  de  la  forme 

(  D,(j:-,r,  p)a  +  D2(j?,r,i3)r=o,  (3i) 

(S.,)         G,(^,7)p  +  G,(^-,7)  =  o,  (32) 

(  Mi(^,j)!32+M2(x,r)P+M3(x,7)  =  o.     (33) 

Les  points  communs  aux  deux  courbes  représentées  par 

Gi{^r,y)  —  o,     Gi{x,y)  —  o  (34) 

sont  des  points  multiples  du  lieu  défini  par  ce  système^ 
il  correspond,  en  eflet,  à  chacun  de  ces  points  deux  va- 
leurs de  P  qui  sont  racines  de  l'équation  (33),  et,  par- 
tant, à  cause  de  (3i),  deux  valeurs  de  a;  il  est  d'ailleurs 
bien  évident  que,  pour  obtenir  séparément  les  points 
multiples  du  lieu  proposé  (S,),  on  devra  défalquer  les 
points  multiples  résultant  de  l'introduction  des  courbes 
étrangères  pour  lesquelles  il  correspond  à  chacun  de 
leurs  points  au  moins  deux  valeurs  des  paramètres 
a  et  p. 

VJ.   QuATRliiME  PROBLÈME. 

Problème.  —  Eliminer  a,  f^,  y  entre  les  équations 

ik{œ,y,  a,  [3,  y)  =  o,  (i) 

R(^S  J.  «>  P.  T)  =  o,  (2) 

C(^,J,  a,  P,t)  =  o,  (3) 

D(^,r,  a,  |3,y)  =  o,  (4) 

supposées  algébriques  entières  et  rationnelles ,  et  dé- 
terminer les  points  multiples  du  lieu  qu'elles  défi- 
nissent. 

Solution.  —  i"  On  considérera  y  comme  un  coeffi- 
cient et  l'on  éliminera,  entre  les  équations  (  i),  (2),  (3), 
par  le  procédé  suivi  pour  résoudre  le  troisième  pro- 
hlènif,  les  paramètres  a,  [3,  ce  qui  conduira  à  un  sys- 
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tèinc  (le  la  lornie 

[  Ei(a;,j,  Y)3c  +  E2(a7,  j,  y)=:o.  (5) 

)  F,(^,j,y)?+F,(^,j,y)^o,  (6) 

G(^,/,  y)  =  o,  (7) 


\    D(^,j,  a,p,  y)=o,  (8) 

qui  se  composera  du  système  (S|),  plus  d'un  CvTLaiii 
nombre  de  systèmes  étrangers  de  la  forme 

H(^,j,  a,  p)=:0,  (9) 

«,  ,    I(^>7,  '^'?r!)  =  o,^  (10) 

J(^,  r,  a,  p,  y)=o,  (II) 

D(J7,7, '/,  ?,y)  =  o-  (12) 

2°  On  tirera  des  équations  (5),  (6)  les  valeurs  de  a, 
[i  pour  les  porter  dans  (8),  ce  qui  conduira  au  système 

El  i-i-,  y,  y) ^  +  E, {j^,  y,  y)  =  o,  (i 3) 

,c  ^  I  Fi(^'r'T)P  +  F2(^,7,ï)  =  o,  (1/4) 

^^(■^^/^T)^»,  (i5) 

^i-^, /,'()-■=  o.  (16) 

3°  On  éliminera,  par  le  procédé  employé  dans  la  so- 
lution du  premier  problème,  le  paramètre  y,  entre  les 
équations  (i5),  (16),  ce  qui  conduira  à  un  système  delà 
forme 

/  E,  (^,  j,  Y)a  +  E,(^,  j,  y)  — o<  (17) 

g  )  F.(a:,j,Y)p  +  F,(^,j,Y)  =  o,  (18) 

'  Mi(^,7)y  +  M2(^,j)  =  o,  (19) 


\    N(^,j')==o,  (20) 

qui  se  composera   du  système  (S/,),  plus   d'un  certain 
nombre  de  systèmes  étrangers  de  la  forme 

'  El ( 37,  ,r ,  Y )  ='■  +  E, {x,Yri)  —  o.  (21) 

I  F,(x,r,  Y)P  +  E2(-^-,r,  ï)  =  o.     '  (22) 

^   '^  '   P(^,r,Y)-=o,  (23) 


Q(^,7)  =  o.  (24) 
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4°  Soient  W  [x,j)  =  o  r<'rjuatioii  (20)  débarrassée  des 
facteurs  étrangers,  et 

Vi(^,7)a  + V2(^,/)=o,  (25) 

U,(^,  r)!3-4-V2(.cc,r)  =  o  (26) 

les  équations  obtenues  en  remplaçant  dans  (17),  (18)  la 
lettre  y  par  sa  valeur  tirée  de  (19),  le  système 

Yi{a:,j')%-i-Y^{.T,Y)  =  o,  (37) 

g                                     Ut(^,j)ii  +  V2(^',j)=:0,  (28) 

Mi(^,r)T+M2(j7,7)=o,  (29) 

\W(^,j)  =  o  (3o) 

sera  équivalent  au  système  (S,  ),  et  l'équation 

W(.r,7)^o  (3i) 

sera  l'équation  clierchée. 

Nota.  —  Il  est  évident   (puisqu'il   suffirait  de   se  le 

donner  tel  a  priori)   que  le  système  final  (S7)  peut  se 
présenter  sous  la  forme 

j   Ri  (-2^,.'»'?  a,  P,  t)  =  o,  (32) 

)  R,(^',r,  a,  p,  ■;)  =  o,  (33) 

'  R3(^,j-,  a,  P,  ï)==o,  (34) 


\\N{œ,y)^o,  (35) 

les  plus  hauts  exposants  de  a,  |3,  y  étant,  dans  les  équa- 
tions (32),  (33),  (34),  supérieurs  à  l'unité^  on  conçoit 
de  plus,  sans  peine,  (jue  l'on  puisse  choisir  les  équations 
de  manière  que  les  courbes  représentées  par  (Sa),  (33), 
(34)  n'aient  jamais  de  points  communs,  quelles  que 
soient  les  valeurs  attribuées  à  a,  [3,  y  7  dans  ce  cas,  bien 
que  l'équation  (  35  )  puisse  représenter  une  courbe  l'éelle, 
le  système  (S,)  no  définit  pas  un   lion  proprement  dit, 
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t;'est-à-dirc  que   les  courbes  représeiilées  par  (i),    (2), 
(3),    (4)    ne    se    croisent  jamais  en    un   juènie   point, 
quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  paramètres 

a,  (^,T(')- 

Points  multiples.  —  Avant  de  parvenir  au  système  (S3), 
on  renconlie  un  système  de  la  forme 


(S,) 


Ei(^,  J,  T)=«  +  E2(^,  j,  y)=  o,  (36) 

F,(^,r,Y)P  +  F,(^,j,Y)r=o,  (87) 

M,(^,j)y  +  M2(^;j)  =  o,  (38) 

T,(.r,r)f +T,(.r,j)Y-l-T3(a:,j)=o;  (89) 


les  points  communs  aux  deux  courbes  représentées  par 

M,(a',j)=o,     M.{x;r)=o  (4o) 

sont  des  points  multiples  du  lieu  déiini  par  ce  système-, 
il  correspond,  en  effet,  à  chacun  de  ces  points  deux 
valeurs  de  y  qui  sont  racines  de  l'équation  (Sp),  et,  par- 
tant, à  cause  de  (36"),  (37),  deux  valeurs  de  a  et  [3.  Pour 
obtenir  uniquement  les  points  multiples  du  lieu  pro- 
posé, ou  devra  supprimer  les  points  multiples  résultant 
de  l'introduction  des  courbes  étrangères. 

Observation  finale.  — Les  développements  précédents 
suffisent  évidemment  pour  démontrer  la  généralité,  à 
tous\cs  cas  possibles,  de  la  méthode  suivie. 

addition.  —  Nous  développerons  dans  une  Commu- 
nication spéciale  les  calculs  relatifs  aux  points  multiples 

(')   El)  voiri  un  exemplr  : 

R  ix,y.  a,  p,  y)  n;  i, 

Vi  {x.r)  —-  o. 
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dfs  lieux  (A)  el  (  lî)  (léljiiis  par 

/   U(a,3)=o, 

(A) 


(b: 
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points  multiples  permettant  de  déterminer,  comme  nous 
l'avons  prouvé  dans  le  Mémoire  déjà  cité,  Historique  et 
développement,  etc.,  les  points  de  contact  des  tangentes 
doubles  et  les  centres  des  cercles  de  rayon  R  double- 
ment tangents  à  la  courbe  représentée  par 

U(.r.  r)^o('). 

Nota.  —  On  obtiendra  le  lieu  des  centres  des  spbères 
de  rayon  R  (")  doublement  tangentes  à  la  surface  re- 
présentée par 

U(^,7,  ^)  =  o, 

en  cbercliant  la  ligne  double  de  la  surface  définie  par 

U(a,  p,  Y)=rrO, 

œ  —  a  l'  —  ?  -^  —  Y 

f/U     ~     d\]     ~    ^U    ' 
Ih  lî^  ~d^ 


(')  Aux  points  de  rebroussemcnt  du  lieu  (A)  correspondent  le» 
points  d'inflexion  de  la  courbe  U,  et  aux  points  de  rebrousscnient 
du  lieu  (B)  correspondent  les  points  de  contact  des  cercles  de  rayon 
R  osculateurs  à  cette  même  courbe. 

(')  Si  l'on  suppose,  à  la  fin  du  calcul,  R  =  o,  on  a  la  focale  de  la 
jurfaro. 
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mm  MiiuiAu:  siimîiuiiiue  /co^comss  m  \m). 

Physique. 

1.  Dans  uiK!  macliiiK!  à  diviscir,  le  pas  de  la  vis  est 
d'un  dcnii-milliinèlrc  à  la  leinpérature  zéro.  La  tempé- 
i-ature  étant  d(î  0  degrés,  ou  veut  diviser  avec  cette  ma- 
chine une  règle  v.n  laiton,  de  telle  sorte  que  les  divisions 
de  la  règle  vaillent  uu  luilliinètre  à  zéro  :  comment  faut- 
il  régler  le  tambour  de  la  vis  ?  On  désignera  pary"et  /  les 
coefficients  de  dilatation  linéaire  du  fer  et  du  laiton.  Le 
premier  étant  de  i  2  millionièmes  et  le  second  de  19,  on 
calculera  le  nombre  clierclié  pour  H  =.  10. 

La  règle  étant  ainsi  divisée,  on  s'en  servira  pour  mesu- 
rer la  hauteur  d'un  baromètre  à  la  température  i"  et  on 
l'éduira  cette  hauteur  à  zéro.  Ou  désignera  par  h  le  coef- 
ticient  de  dilatation  cubique  du  mercure  :  A  étant  de 
180  millionièmes,  on  calculera  le  coefficient  numérique 
de  la  correction. 

IL  Comment  délermiae-t-011  le  grossissement  dans  le 
microscope  ? 

Dans  un  microscope  dont  les  d(!ux  lentilles  sont  à  une 
distance  invariable,  on  a  appliqué  contre  l'objectif  une 
lame  de  verre,  de  sorte  qu  il  reste  entre  l'objectif  et  la 
lame  un  espace  vide  formant  un  ménisque  concave.  Ou 
détermine  par  l'expérience  : 

1°  Le  grossissement  y,  lorsque  le  ménisque  est  vide  5 
2"  Le   grossissement  g^  lorsqu'on  y  a  introduit  une 
goutte  d'eau  d'indice  n  ; 

3"  Le  grossissement  g',  lorsqu'on  y  a  introduit  une 
goutte  de  liquide  d'iiulice  7i' . 

On  demande  l'indice  de  ce  liquide. 

L'indice  de  l'eau  étant  y  et  les  trois  grossissements  5o, 
3o,  20,  (juel  est  l'indice  du  lujuide  .î' 
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